2.5 Tangencijalna ravnina na plohu

Neka je ploha zadana jednadzbom
F(x,y,2)=0.

Neka je tocka T = (xq, Yo, 20) na plohi, dakle F(zq,yo, z0) = 0.
Tangencijalna ravnina na plohu u toc¢ki T' = (z, Yo, 29) je ravnina 7r s nor-

oF oF oF
malom (%(xo, Yo, 20)5 a—y(afo, Yo, 20) g(:ljo, Yo, Zo)) Dakle, tangencijalna
ravnina 7 ima jednadzbu
or OF oF
%(Jfo,ym 20) (2 — o) + 6_y(x0’y0’ 20)(y — Yo) + 5(%7 Yo, 20)(2 — 20) = 0.

(2.2)

Napomena. Uocimo da je gornjom jednadzbom ravnina 7 dobro definirana
ako i samo ako je barem jedna parcijalna derivacija g—f(xo, Yo, 20)5 %—Z(mo, Yo, 20)
ili %_1;(%7 Yo, 20) razlicita od nule. U suprotnom, jednadzba (2.2) postaje 0 =

0. Ukoliko za tocku (xg, 4o, 20) plohe vrijedi ‘Z—I;(CIJO,yO,zO) = %—5(3:0,%, 20) =

g—f(l‘o,yo,ZQ) = 0, tada tu tocku zovemo singularnom tockom dane plohe.
U singularnim tockama plohe nije dobro definirana tangencijalna ravnina.
Primjerice, zajednicki vrh stozaca iz zadatka 2.3(c) je singularna tocka te
plohe (i to jedina). Tocku plohe koja nije singularna zovemo regularnom ili

nesingularnom.
Napomena. Pokazuje se da tangencijalna ravnina plohe ne ovisi o izboru
jednadzbe kojom je ploha zadana.

Pretpostavimo sada da je ploha dana eksplicitno formulom

z= f(z,y),

odnosno, ploha je graf funkcije dviju varijabli. Iz gornje jednadzbe (2.2) lako
se izvodi jednadzba za tangencijalnu ravninu u tocki (zg, yo, 20), gdje je zo =
f(zo,90)- (Ista ploha je zadana jednadzbom F(z,y,z) =z — f(x,y) =0.)

Jednadzba tangencijalne ravnine na plohu zadanu eksplicitno formulom 2z =
f(z,y) u tocki (zo, yo, f(2o,y0)) glasi:

2= JGaow0) = an sl = v0)+ L)y —w): 23

Napomena. Uoc¢imo iz prethodnog da ploha zadana eksplicitno formulom
2z = f(x,y) nema singularnih tocaka.
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Zadatak 2.17. Odredimo tangencijalnu ravninu na plohu z = z% + 3% u
tockama

a) A(0,0)
b) B(1,1).
Rjesenje: Ploha je zadana eksplicitno jednadzbom z = f(z,y) za

f(z,y) = 2* + y>. Zelimo iskoristiti formulu (2.3), pa racunamo parcijalne
derivacije te funkcije:

af
or
af
8_y_2y'

Za a) dio, primijetimo da je zp = f(0,0) = 0. U parcijalne derivacije
uvrstavamo A(0,0) i dobivamo

of L
5(0.0)=2-0=0,
of L
—ay(o,())_zo_o.

Prema (2.3), trazena tangencijalna ravnina 74 ima jednadzbu z = 0. Ova
tangencijalna ravnina prikazana je na Slici 2.1.

Za b) dio, racunamo zy = f(1,1) =21

of L
SoL)=2-1=2
of
Z(1,1)=2-1=2
ay(,)

i dobivamo tangencijalnu ravninu z — 2 = 2(z — 1) 4+ 2(y — 1), tj. nakon
sredivanja 7 ...20 + 2y — 2 — 2 = 0. O
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Slika 2.1: Tangencijalna ravnina na graf funkcije f(z,y) = 2? + y* u tocki
A(0,0)

Zadatak 2.18. Odredite tangencijalnu ravninu na plohu

z=+/1—22—y In(z +y)

u tocki T'= (%, %,zo).

Rjesenje: Ploha je dana sa z = f(x,y) za f(z,y) = /1 —2? —y In(z +y),

z0 = [ (z0,90) = f (3, 2) = 0. Zelimo iskoristiti formulu (2.3), pa u tu svrhu
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izracunajmo sljedece parcijalne derivacije:

of _ 2@ In(z+y) +/1—22—y- 1
Or  2\/1—a22—y Y Y r+y
__:c~1n(33+y)+\/1—:52—y
V1—22—y Tty
1
of of (11 11
o) = 5L (5 —)=o+ﬁ—

81736 or \ 272

of —1 1

8_9_2\/1—x2—y' '374'3/

In(z +y) N 1—a?—y

V1i—x2—y T+y

of ﬁ(H):O*\/T; 1

a_y(:EO?yO) = ay 575

Sada iz formule (2.3) slijedi da je mp dana jednadzbom
0 1 1 L 1 1
2—0==|z—= —(y—=

2 2) T2 \V "2

r+y—22—1=0.

odnosno

Zadatak 2.19. Odredite tangencijalnu ravninu na plohu

z =2y

L . r+2 y+2 z-—1
koja je okomita na pravac 5 = =

Rjesenje: Odredimo prvo opéi oblik tangencijalne ravnine na plohu z = zy
u tocki T' = (z0, Yo, Toyo). Stavimo f(z,y) = zy. Ocito je

of of

%(T) = Yo, 3y (1) = wo,

pa zato mp ima jednadzbu
z — ToYo = Yo(T — To) + o(y — Yo),
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odnosno
Yo + xoy — 2 — ToYo = 0.

Uvjet da je ravnina okomita na pravac ekvivalentan je uvjetu da je vektor
normale te ravnine proporcionalan sa vektorom smjera tog pravca. Stoga za
trazenu ravninu mora vrijediti

iz ¢ega vidimo da je z¢ = % iyo = 1. Rjesenje je:

—l—1 1—0
T+sy—2-5=0

Zadatak 2.20. Odredite sve tangencijalne ravnine na plohu
et oyt — 1621 —2=0

koje su paralelne s ravninom 8z + 2y — 162 — 3 = 0.

Rjesenje: Odredimo prvo opéi oblik tangencijalne ravnine na zadanu plohu
F(z,y,2) =0, gdje je F(z,y,2) = 2+ 2y* — 1621 — 2, u tocki T = (¢, Yo, 20)
te plohe. Ploha je zadana implicitno, pa trebamo koristiti formulu (2.2).
[zracunajmo parcijalne derivacije od F' u tocki 7"

oF OF OF
—(T) =42}, —(T) =8y, —(T)=—64z.
Sada iz formule (2.2) vidimo da ravnina mp ima jednadzbu:
4xg(x — x0) + 8yp(y — yo) — 6425(2 — 20) =0
4adx + Sydy — 64252 — 4wy — Sys + 6425 =0
dzgr + 8ygy — 64zg2 — 4 (x5 + 2y5 — 1625) = 0.
Jer je tocka T' na plohi, njene koordinate zadovoljavaju jednadzbu te plohe,

tj. vrijedi z§ + 2y5 — 1625 — 2 = 0. Zato ravnina 77 ima jednostavniju
jednadzbu:

dadr + 8ysy — 64252 —8=0  /:4
rox + 2upy — 16252 — 2 = 0. (2.4)

74



Sada trazimo za koje sve tocke T = (o, Yo, 2,) te plohe ¢e ravnina zadana s
(2.4) biti paralelna s ravninom 8z + 2y — 16z — 3 = 0. Ravnine su paralelne
ako i samo ako su im vektori normale proporcionalni, stoga mora biti

3 3 3 3
To _ 2 _ —16% Ty _ To

8 2 —16 8

Osim gornjega uvjeta, trazena tocka 17" mora zadovoljavati i jednadzbu plohe:

4 4
n2(3) -16(3) ~2=0 = wi=16 = m-2

Dakle, dobili smo dvije tocke Ty = (2,1,1) i Ty = (=2, —1,—1), a s time kao
rjeSenje i dvije trazene tangencijalne ravnine

T - 8r+2y —162—-2=10

T, 1 —8r — 2y + 162 —2 =0,
odnosno

Ty, dr+y—82—-1=0

T, Ar+y—82+1=0.

Zadatak 2.21. Odredite sve tangencijalne ravnine na plohu
z =21y
koje prolaze tockom (1,0, —4), a okomite su na ravninu z = y.
Rjesenje: Odredimo prvo opéi oblik tangencijalne ravnine na zadanu plohu
z = f(z,y), gdje je f(x,y) = 2xy, u tocki T = (xq, Yo, 220yo). Ploha je za-

dana eksplicitno, pa mozemo koristiti formulu (2.3). Izracunajmo parcijalne
derivacije od f u tocki 7"

of
ox

of

Sada iz formule (2.3) vidimo da ravnina 7y ima jednadzbu:

z —2x0Yo = 2yo(r — x0) + 220(y — y0)
2yox + 220y — z — 2xoyg = 0. (2.5)

Trazimo tocku oblika T" = (g, Yo, 2To¥yo) za koju ¢e ravnina mp dana s (2.5)
zadovoljavati sljede¢a dva uvjeta:
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e Ravnina 7y je okomita na ravninu z = y, tj. * —y = 0. Odnosno,
njihovi vektori normale medusobno su ortogonalni:

0= (22/0,2%07—].) . (1,—1,0) =2y0—2x0 = To = Yo.
Stoga jednadzba ravnine 7 uz taj uvjet ima jednostavniji oblik:

2xox + 220y — 2 — ng = 0.
e Tocka (1,0, —4) se nalazi na ravnini 7y, iz ¢ega slijedi:
2o +4—225=0 = 19=-1,2.

Dakle, dobili smo dvije tocke 77 = (=1, —-1,2) 1 Ty = (2,2,8), a s time kao
rjesenje i dvije trazene tangencijalne ravnine

Ty - 20 +2y+2+2=0
T, dr +4y —2—-8=0.

O

Zadatak 2.22. (a) Odredite tangencijalnu ravninu na plohu 3zy + 22 = 4
u tocki (1,1,1).

(b) Odredite tangencijalnu ravninu na plohu z%y* +y — 2 + 1 = 0 u tocki
(0,0,1).

(c) Odredite sve tangencijalne ravnine na plohu z% + 2y* + 32 = 21 koje
su paralelne s ravninom = + 4y + 6z = 5.

(d) Odredite sve tangencijalne ravnine na plohu z? = z +v koje su okomite
na pravac r =y = 2.

(e) Odredite sve tangencijalne ravnine na plohu zyz = 1 koje prolaze
tockom (1,0,0) i okomite su na ravninu y — 3z = 17.

Rjesenje: Zadaca. O

Zadatak* 2.23. Dokazite da je tangencijalna ravnina na ravninu opet ta
ista ravnina, u bilo kojoj njenoj tocki.

Rjesenje: Zadaca. O
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