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2.5 Implicitno zadane funkcije

Promatramo funkciju F'(x,y) dviju varijabli zadanu na nekom podru¢ju G u xy -
ravnini. Ako za svaki x u intervalu (zg — e, xo +¢) postoji jedinstveni y takav da
je F(z,y) =0, onda pridruzivanjem = +— 1y definiramo funkciju y(x). Kazemo

da je funkcija y(z) implicitno zadana jednadzbom F(z,y) = 0.

Primjer 2.9. Jednadzbom x*—y = 0 implicitno je zadana funkcija y(x) = 22
Primjer 2.10. Jednadzbom x? + y* + 1 = 0 nije zadana nikakva funkcija,

jer niti za jedan x ta jednadzba nema rjesenje po y.

Ako se jednadzba F'(z,y) = 0 moze rijesiti po y, onda funkciju y = y(z) imamo
u eksplicitnom obliku.

Primjer 2.11. F(z,y) = ye¥ — z.

Na intervalu (0,00) za svaki x imamo jedinstveni y za koji je x = ye¥. To
znamo jer je y inverzna funkcija od xe*. Ta funkcija postoji jer je xe® bijek-
cija s (0,00) na (0,00). Funkcija y se ne moze dobiti u eksplicitnom obliku

preko elementarnih funkcija. Unatoc tome, ona je dobro definirana.

Slika 2.16: Graf implicitno zadane funkcije y

Pitanja:
1° Kada je jednadzbom F'(x,y) = 0 implicitno zadana funkcija y = y(z)?

2° Mozemo li o funkciji y(z) implicitno zadanoj jednadzbom F'(z,y) = 0 Stogod
zakljuciti i ako je ne mozemo eksplicitno prikazati?
(Rast, pad, ekstremi,...)
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S pojmovima eksplicitno i implicitno smo se susretali kod jednadzbe pravca.

Mozemo li iz tog iskustva izvuéi neke zakljucke?

Primjer 2.12. F(z,y) = Az + By+C =0

A C
y——EIL’—EZO/B#O

B C
x——zy—zzaA#O

Ako su A, B =0, jednadzba C = 0 ne opisuje pravac. Dakle, da bi jednadzba
Azx+ By+C = 0 opisivala pravac (tj. graf polinoma 1. stupnja), barem jedan
od A, B mora biti razlicit od nule, tj. A2+DB? > 0. Eksplicitno se moZe izraziti
ona koordinata uz koju je koeficijent razlicit od nule. Koeficijenti su vezani
uz nagib, nagib je vezan uz derivaciju. Zaista, uz F(z,y) = Az + By + C
: or oF

imamo A= —, B =

ox’ T oy’

Ova se opservacija formalizira sljede¢im teoremom.

Teorem 2.9. (O implicitnoj funkciji) Neka je funkcija F(x,y) definirana i
neprekidna na (xg — 41,0 + 01) X (Yo — 02,90 + 02) = D i neka su na D
neprekidne 1 njene parcijalne derivacije — i —. Neka je

or 0Oy

(i) F(zo,y0) =0
., OF
(1) 8—y($07y0) # 0.

Tada postogi okolina I = (xq—0, x9+0) tocke xy na kojoj je zadana neprekidna
funkeijay = f(z) i F(z, f(z)) = 0 za sve x iz (xg—0, x0+0). Stovide, funkcija
f(x) je derivabilna na I i vrijeds

dy &
f(z) = i 55

Jy
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Wof -

Slika 2.17: Implicitno zadana funkcija

Uvjet (i) jamci postojanje rjesenja, tj. da bar jedna tocka zadovoljava

F(z,y) =0, a uvjet (ii) daje jedinstvenost, a time i svojstvo bivanja funkcijom.

Gledamo desnu sliku. U tocki (x7, 1) su uvjeti zadovoljeni, na nekoj okolini od

x1 je krivulja zadana s F(z,y) = 0 graf funkcije y = fi(z). U tocki (z2,y2)
oF

je i 0, pa nema okoline od x5 na kojoj je krivulja F(z,y) = 0 graf neke

funkcije y = fa(z).

Dokaz teorema o implicitnoj funkciji:

Prva tvrdnja teorema zahtijeva puno vremena i netemo je dokazivati. Dokazat
¢emo samo tvrdnju o derivaciji. U okolini tocke (g, 7o) imamo zadan

y(z) = f(z) takav da je F(z, f(z)) = 0. Dakle je i LF(x, f(z)) = 0 za sve

tocke iz te okoline. Po pravilu za deriviranje slozene funkcije,

d OF dz  OF dy dy or
LR O L OP Y g Odatle, Y = —0r — f(y).
dx (z,y()) o dx + oy dx 0. Odatle, dx %—1; fz)

Primjer 2.13. F(z,y) = ye¥ — z.

OF
- e +ye’ = (1+y)e? >0 za sve (x,y) € (0,00) x (0,00).

9r —1 1
Sada imamo y' (z) = _éZ:}:«“ = e =
Primjer 2.14. F(x,y) = 2° + y*> — R.
OF OF

o, 29y, y(a)= -2 .
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Sliéno se moze dokazati i teorem o uvjetima uz koje jednadzba
F(z,y, z) = 0 implicitno zadaje funkciju z = f(x,y) u okolini tocke (xq, Yo, 20)

za koju je F'(zo, Yo, 20) = 0. Glavno je da vrijedi a—(xo, Yo, z0) # 0. (Prisjetimo
z

se implicitne i eksplicitne jednadzbe ravnine.)

Tada imamo:
OF

82_ g—i 6z__§

ar - OF oy~ oF
ox & oy S
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2.6 Tangencijalna ravnina i normala na plohu

Neka je S ploha zadana jednadzbom F'(x,y,z) = 0. Tocka M na plohi S je

regularna (nesingularna) tocka ako sve tri parcijalne derivacije %—5, %—5 i %—f
postoje i neprekidne su u tocki M i barem jedna od njih je razlicita od nule. Ako
sve tri parcijalne derivacije isCezavaju u M ili barem jedna od njih ne postoji,

tocka M je singularna.
. . (OF\® (OF\® (OF\?
Uvjet regularnosti tocke je ( — | + | — | + | =) > 0.
ox dy 0z

Primjer 2.15. Promatramo plohu zadanu s F(x,y,2) = 2% +y*> — 22 = 0.
To je stoZac s vrhom u ishodistu.

oF oF oF
or oy~ o T
Jedina singularna tocka je (0,0,0), tj. ishodiste.

2x, —2z.

Slika 2.18: Stozac

Primjer 2.16. Ravnina zadana s Ax + By + Cz + D = 0 nema singularnih

tocaka.

Kao prvo, znamo da je A?2 + B? + C? > 0 wvjet da bi gornja jednadzba

definirala ravninu. Tada ravninu moZemo shvatiti kao plohu S definiranu

jednadzbom F(x,y,z) = 0, pri demu je F(z,y,z) = Az + By + Cz + D.
0

Lagano vidimo da je a—i = A, %—Z = B, %—f = C' pa nam gornji uvjet na

koeficijente daje nesingularnost svih tocaka ravnine.

Koje je znacenje koeficijenata A, B, C' u op¢oj jednadzbi ravnine? Prisjetimo se
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da je vektor normale na ravninu Az + By + Cz + D = 0 vektor

— — d aF—» aF—* aF—’
C AT BT _oF. OF- OF.
n 1+ Bj+Ck 8xl+0y —I—azk

Vidjet ¢emo da isto vrijedi za plohe S definirane funkcijom F(x,y, z).

Slika 2.19:

U svakoj tocki grafa glatke funkcije y = f(x) imamo jedinstvenu tangentu i
normalu. Za razliku od toga, u svakoj regularnoj tocki plohe S ima beskonacno
mnogo tangenata. Moze se pokazati da su one sve okomite na isti pravac, tj.
njihovi vektori smjera su okomiti na vektor smjera tog pravca. To posebno znadi

da sve tangente na plohu S u njenoj regularnoj tocki M leze u istoj ravnini.

Tangencijalna ravnina na plohu S u regularnoj tocki P je skup svih tangenata
na S u tocki P. Pravac kroz P okomit na tangencijalnu ravninu zove se normala

na S u tocki P.

OF
Vektor 77 dan sa i = —
x |p

u njenoj regularnoj tocki P.

-

oF| - O0F| -
1+ —‘ Jj+ —’ k je vektor normale na plohu S
oy lp 0z lp

Jednadzba tangencijalne ravnine na plohu S zadanu jednadzbom F(x,y,z) =0

u njenoj regularnoj tocki P(xo, 3o, 20) dana je s

oF ( )+ oF ( )+ oF ( ) =0
— r—x — — — z—2z) =0.
0 |(z0,y0,20) 0 QY | (x0,y0,20) v 0z l(z0,y0,20) 0
Jednadzba normale u toj tocki je
r—® _ _Y~Y% _ _FT*
oF oF oF
9% | (20,0,70) % | (@o,y0,20) 92 | (@o,y0,20)
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Ako je ploha S zadana eksplicitno kao z = f(x,y), jednadzbe tangencijalne

ravnine i normale u regularnoj tocki P(xg, yo, 20) postaju

of of
z = [(xo, + = T — o)+ — ,
f(o, v0) O (mo’yo)( 0) By (myo)(y Yo)
r—% _ _Y—Y% _=2—*%
%(Ioayo) g_i(%’yo) -1

Zasto nas uopce zanima tangencijalna ravnina? Kao Sto je tangenta na graf
realne funkcije realne varijable f : R — R u tocki (zo,yo) najbolja linearna
aproksimacija te krivulje oko tocke (zg,yo) (pravac najblizi krivulji), tako i tan-
gencijalna ravnina na plohu z = f(z,y) u tocki M najbolje aproksimira plohu u

toj tocki. To je linearna aproksimacije te plohe u okolini tocke M.
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2.7 Potpuni diferencijal

Gledamo plohu S'i tangencijalnu ravninu u njenoj regularnoj tocki My = (zo, Yo, 20)-
Neka je S zadano kao z = f(x,y). Stavimo li u jednadzbi tangencijalne ravnine
x—1x9=Ax, y—yo= Ay imamo

of

0
Z— 2= %(xoa Yo)Az + a_g('r(b Yo)Ay.

Izraz na desnoj strani je promjena z-koordinate tocke na tangencijalnoj ravnini
kad se iz (o, yo) maknemo za Az po x iza Ay po y. To je linearna funkcija dviju
varijabli, Az i Ay, a koeficijenti su joj vrijednosti parcijalnih derivacija funkcije f u
tocki (g, yo). Prirast po tangencijalnoj ravnini je aproksimacija prirasta po plohi.
Polinom u dvjema varijablama h i k s koeficijentima %(mo,yo) [ g—g(xo,yo) se
zove potpuni diferencijal funkcije f u tocki (xg,yo). To je polinom 1. stupnja

u svojim varijablama.

0 0
df (zo,y0) (h,k) = 8_];(%’ Yo) h + 8—?];(3707 Yo) k
N VT N —
me argumentt koe ficijent m
0 )
df (o, yo)(dx,dy) = a—£($07 Yo)dx + 8—5(%7%)@

0 - 0 z 7 7
= (8—£(xoayo)z + a—i(xoayo)J) - (dzi + dyj).

Prisjetimo se situacije iz jedne dimenzije: df (x)(dx) = f'(zo)dz.

Y
Py
0 )éo Xo+Ax X

Slika 2.20:



