2.4 Teorem o implicitno zadanoj funkciji

Od interesa je pitanje moze li se neka zadana jednadzba F(x,y) = 0 rijesiti
po varijabli y. Odgovor na to daje sljede¢i teorem.

Teorem (o implicitno zadanoj funkciji). Neka je funkcija F klase C' defi-
nirana na otvorenom skupu Q C R?, te (zo,y0) € Q tocka za koju vrijede
uvjeti:
Fro,m0) = 0. 2 (. 0) £0.
Y
Tada postoji otvoreni interval I oko tocke xq 1 jedinstvena neprekidna funkcija
f: 1 — R takva da vrijedi f(xo) = yo 1

F(x, f(x))=0, Vxel.
Stovise, funkcija f je klase C i vrijedi formula:

% (@, f(2))

% (a, f(x))’

f(z) = Vo e 1. (2.1)

oF
Dakle, lokalno oko tocke (zg,1o) za koju je —(xg,%0) # 0 moZemo rjesiti

dy
jednadzbu F(z,y) = 0 po varijabli y, tj. zapisati je u obliku y = f(z) kao
funkciju od x (mada je cesto u praksi tesko dodéi do takve funkcije f).

Zadatak 2.15. Provjerite da se jednadzbom z¥ = y* moze zadati funkcija
y = f(x) lokalno oko tocke xg = 1. Izracunajte y'(1).

Rjesenje: Jednadzbu z¥ = y* ne mozemo rijesiti po y poznatim algebarskim
manipulacijama. Stavimo F(x,y) = x¥ — y*. Potrebno je provjeriti pretpos-
tavke teorema o implicitno zadanoj funkciji, za tocku (zo, o) = (1,v0). Zbog
uvjeta F(zg,yo) = 0, odnosno 1% = gy} moramo staviti yo = 1. Funkcija F’
je ocito klase C''. Ra¢unamo:

oF

—(1,1) = (2 - lnx —x -y~ !

oy D ( r—x-y")
Prema teoremu o implicitno zadanoj funkciji, jednadzbom x¥ = y* moze se
zadati funkcija y = f(z) lokalno oko tocke zp = 1. Prema formuli (2.1),

vrijedi

_ 0 __
\(171)_0—1 =—-1+#0.

iy 2—5(1,1)_ y- ¥l — 4% lny _1-0
y(l)__ap - 1 =——7=1.
3, (L1 rv-Inx —z-y* iy 0—-1
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Zadatak 2.16. (a) Provjerite da se jednadzbom z? + y? = 1 moze zadati
funkcija y = f(x) lokalno oko tocke (zo,y9) = (0,—1). Izracunajte

y'(0).
(b) Moze li se istom jednadzbom zadati funkcija y = f(x) lokalno oko tocke
(20, y0) = (1,0)7
Rjesenge:

(a) U ovom slucaju nema potrebe koristiti teorem o implicitno zadanoj
funkeciji, buduéi da mozemo direktno izvuci y = £+/1 — 22, Odluciti
¢emo se za y = —v/1 — 22, jer mora biti y(zg) = yo, tj. y(0) = —1.

Vrijedi:

—2x

y(0) =——— | —o.

y(0) =—o7—|._,

(b) Stavimo F(z,y) = 2% + y* — 1. Vrijedi
OF
F(1,0) =0, ali —(1,0)=2y =0,

Dy (1.0

pa nam teorem o implicitno zadanoj funkciji ne daje odgovor. Medutim,
jasno je da se radi o kruznici radijusa 1, pa iz vertikalnog testa slijedi
da nema trazene funkcije y = f(x) oko tocke (1,0).
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