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11 Vjezba
Propagacija vodnog vala u otvorenom koritu

U prirodnim uvjetima naj¢es¢i oblik toka u otvorenim koritima je nejednoliko i nestacionarno
teCenje. Nestacionarno teCenje moze se klasificirati u osnovi na dva tipa tecenja, i to na:

a) tecenje s blagim promjenama i
b) tecenje sa naglim promjenama

Kod nestacionarnog tecenja s blagim promjenama je zakrivljenost strujnica blaga a promjene
dubine vode i protoka su postupne. Vertikalna komponenta ubrzanja je zanemariva u odnosu
na ukupno ubrzanje, dok je doprinos otpora trenja znacajan.

UobicCajeni primjeri teCenja s blagim promjenama su vodni val i promjene nastale uslijed
sporog manevriranja elemenata hidrotehnickih postrojenja (zapornica, zasun, ... ). Jednadzbe
kojima se opisuje takovo teCenje su jednadzba kontinuiteta i energetska (dinamicka)
jednadzba.

Kod nestacionarnog tecenja sa naglim promjenama je zakrivljenosti strujnica velika, te profil
vodnog lica moZe imati prividne diskontinuitete (npr. vodni skok). Vertikalna komponenta
ubrzanja je znacajna, dok je efekt otpora trenja prakti¢ki zanemariv u odnosu na dinamicku
narav toka.

UobiCajen primjer za teCenje s naglim promjenama je vodni skok, i svi drugi poremecaji
nastali brzim manevrom elemenata hidrotehnickih postrojenja koji rezultiraju propagiraju¢im
strmim valom. JednadZzbe koje se koriste za hidraulicki opis su jednadzba kontinuiteta i

jednadzba ocuvanja koli¢ine gibanja.

U okviru ovog tecaja ¢e se promatrati nestacionarni tok za slucaj konzervativnog strujanja.
Opis toka se zasniva na primjeni jednadZzbe kontinuiteta i dinamicke jednadzbe.

1. Vladajuée jednadzbe

1.1 Jednadzba kontinuiteta

Jednadzba kontinuiteta za nestacionarni tok s blagim promjenama u otvorenom vodotoku (uz
uvijet nestisljivosti vode) se moZe pisati u obliku:

S ) (1)

Prvi ¢lan gornje jednadZbe oznafava promjenu protoka na promatranoj dionici korita dok
drugi ¢lan oznafava promjenu volumena vode tijekom vremena unutar promatrane dionice
korita.
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1.2 Dinamicka jednadZba

Dinamicka jednadzba za nestacionarni tok s blagim promjenama u odnosu na stacionaran
slucaj razlikuje se po dodatnom ¢lanu koji predstavlja rad sile koja je proizvela ubrzanje
(promjenu brzine u vremenu).

Dinamicka jednadzba pisana za dva bliska presjeka (1) i (2) glasi:

2 2
1

av av
Z, +h + 2 =2z, +h, + 292 +AH, + AH, .(2)

pri ¢emu je AH; dio energije 'potroSen’ na savladavanje trenja a AH, dio energije 'potroSen’ na
ubrzanje.

Moze se re¢i da ukupna promjena energije izmedu dva presjeka potroSena na svladavanje sila
trenja i na ubrzanje. Gornja jednadZba se moze pisati i kao parcijalna diferencijalna jednadzba
u obliku:

ch av ov 1lov
L e ) -(3)
OX gox ox got

Pri ¢emu je sa lp oznafen pad dna kanala. Gubitak od trenja S; moze je izraziti pomocu
2

. . \ . . .. . iy .
Chezyeve jednadzbe S; = — A pri ¢emu V i R predstavljaju osrednje veli¢ine u presjeku
C

Q)i (2).

U konacnici se dinamicka jednadzba mozZe pisati u obliku:

ch Vi vov 1ov_,

o T+ + = ..(4)
X C°’R gox got

Pojedini ¢lanovi u gornjoj jednadzbi predstavljaju:

Z—h pad pijezometarske linije

X

lo pad dna

v? L .

R pad energije uslijed sila trenja

vV OV ) C . )

5 I promjena kineticke energije u presjeku

10v . — : . . :

a at energija “potroSena” na ubrzanje (promjena brzine u vremenu na nivou

presjeka)

Nepoznate veli¢ine u dinami¢koj jednadzbi (3) su v i h. JednadZzba se rjeSava za poznati
pocetni uvjet “v” 1 “h” na cijeloj dionici proracuna i za zadani nestacionarni rubni uvjet
dubine h = h(t) i protoka Q = Q(t) na rubu prorac¢unske dionice (kontrolni profil).
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Interpretacijom c¢lanova dinamicke jednadzbe moze se iskazati zakon o€uvanja energije na
razini kontrolnog volumena promatranog u jedinici vremena, tj. da je ukupna promjena
energije (polozaja, tlaka i kineticke energije) jednaka radu sila trenja 1 sila inercije.

U matematickom smislu, dane jednadzbe su parcijalne diferencijalne jednadzbe s dvije
nezavisne koordinate (prostor i vrijeme), koje se zatvaraju pocetnim i rubnim uvjetom.
Pocetni uvjet definira protok i razinu u Koritu u pocetnom trenutku (za t = 0) i to na cijelom
prostornom podrucju analize tj. na cijeloj modeliranoj dionici korita. Ako se razinu i/ili
protok na rubu modelirane dionice korita mijenjaju u vremenu, i ako se ta zakonitost poznaje
za cijelo vremensko razdoblje analize, govori se o tzv. nestacionarnom rubnom uvjetu.

2. RjeSavanje vladajuéih jednadzbi

U opcem slucaju se vladajuée jednadzbe ne mogu rijesiti analitiCkim putem ve¢ se koriste u
matematiCkom smislu priblizna rjeSenja.

U okviru vjezbi iz hidraulike ¢e se prikazati najjednostavniji proracun s ciljem da se pokaze
moguc¢nost proracuna a suvremeni modeli se zasnivaju na znatno sloZenijim i1 u¢inkovitijim
algoritmima.

Diskretizacija jednadzbi (1) i (2) postavlja se na razini prostornog inkrementa Ax i
vremenskog inkrementa At, koji se definiraju pomocu uzastopnih prostornih i vremenskih
vrijednosti X; I Xj+1 te ty i ty+q izrazima:

Ax = Xis1 — X

At = te1 —

i+q

Slika 2.1 Definicijska skica



Praktikum iz hidraulike Str. 2-4

Promjenjivim veli¢inama (npr. h,v i A) iz jednadzbi (1) i (2) prilikom diskretizacije dati su
indeksi 1,2,3 i 4, a koji imaju slijede¢a znacenja:

- Indeks “1” oznacuje promjenjivu veli¢inu u profilu X; u trenutku ty

- Indeks “2” oznacuje promjenjivu veli¢inu u profilu x; u trenutku ty:1

- Indeks “3” oznacéuje promjenjivu veli¢inu u profilu Xj+1 U trenutku tg

- Indeks “4” oznacuje promjenjivu veli¢inu u profilu Xj+1 U trenutku t+q

Velicine B, v i R sada se osrednjavaju na razini prostornog i vremenskog inkrementa izrazima:

B_Bl+BZ+BB+B4 V_V1+V2+V3+V4 R_R1+R2+R3+R4
- 4 - 4 - 4

A A +A+A +A
4

Parcijalne derivacije promjenjivih veli¢ina po prostoru i vremenu se predstavljaju kona¢nim
diferencijama u slijede¢em obliku:

oh 1 (h3—hl+h4—h2
S22

1
= hy +hg —hy —h
OX AX AX j 2Ax(3 4~ =)

aV_ 1 (V3—V1 +V4 -V

1
- = Vg +Vy4 —Vy —V
ox 2 AX AX ] 2AX (V3 +Vq =V1 = V2)

oA-v) 1 [AsVs — AV AV — AoV

1
= Agvy + Agvy — Avp — Ayv
~ 2 ~ ~ jzAX(ss Vg — AV — AgV2)

oh 1 (hy—h, hy—hs) 1
—= + = h, +hgy —hy —h
[At o (ha +hg —hy —h3)

ot 2 T oAt

1
%2 = (Vo +Vg4 —Vp —V3)

ov 1 (vz Vi V4 —v3j_
2At

ot At At

Uvodeci ove zamjene u jednadzbe (1) i (2), dobiva se:

AX
A3V3 + A4V4 - A]_Vl - A2V2 Zm(Bl + BZ + BS + B4)(h1 +h3 —h2 —h4) (13.)
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(v, +V, +Vv, +V, ) +(v1+v2+v3+v4)~(v3+v4—vl—v2)
89AX

1
m(h3+h4—h1—h2)—|0+ +

16¢° 411(R1 +R, +R, +R,)

V2tV VY
20At

...(2a)

U ovim diferencijskim jednadzbama, na razini jednog prostornog i vremenskog inkrementa,

nepoznate veli¢ine su Vq4 i hy, ukoliko se:

- za pocetni uvjet, u trenutku t = 0, pretpostavi poznata raspodjela brzine i dubine vode
na Citavom prostornom podrucju analize,

- za rubni uvjet, na uzvodnom rubu prostornog podrucja analize, pretpostavi poznata
raspodjela protoka i dubine vode (time i brzine) u cijelom vremenskom razdoblju
analize.

Rjesavajuci jednadzbu (1a) po v, te jednadzbu (2a) po hs, dobije se:

1 ( AX
Vg =—|—(B;y +By +B3+B,)-(hy +hg—hy —hg)+ Ajvi + Aovy — AgV
4 A4(4At(1 2 +B3+By)-(hy +hz —hy —hy)+ Ay + Ay, 33) ..(1b)

2AX - (V, +V, +V, +V,) . 2AX-(V, +V, + V3 +V,) - (v, +V, =V, —V,) . 2AX - (v, +V, -V, —V,)
16¢? j,(Rl +R, +R, +R,) 8Ax 20At
+h +h, —h, ...(2b)

h, = 2AxI, -

Odredivanje nepoznatih v4 i1 hg vrSi se iterativno odnosno pretpostavljanjem vrijednosti
“hs”izraCunavanjem velic¢ine “v,” u jednadzbi (1) ili (1a) i uvrStavanjem u jednadzbu (2).
nakon korekcije pretpostavljene dubine odrede se h i Q, i sa ratunom se prelazi na slijedeci
element po prostoru. Kada su izraCunati svi elementi po prostoru prelazi se na novi
vremenski inkrement.

Nakon Sto se izracuna v i h za ¢itavo prostorno podrucje analize za jedan vremenski
inkrement, prelazi se na idu¢i sve dok se ne prijede citavo razdoblje analize. Kao preporuka
odabira vrijednosti prostornog i vremenskog inkrementa sa stanovista stabilnosti racuna moze
posluziti odnos:

AXmax <+/ghg - At , gdje je At iskazan u minutama, dok su AXmax I o iskazani u metrima.
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3. Primjer

Na dionici otvorenog korita su u po¢etnom (uzvodnom) presjeku A zadani Q/Q, -tih/h,—t
dijagram, ¢ime je opisan prolazak vodnog vala kroz kontrolni presjek (rubni uvjet). Za zadane
hidraulicke parametre korita odredi Q —t, h —t 1 Q — h dijagram u tocki B te usporedi Q — h
dijagram s konsupcionom krivuljom za normalno te¢enje. Kanal je pravokutnog poprecnog
presjeka Sirine B i duljine L sa Manningovim koeficijentom hrapavosti n pad kanala I, je

konstantan.

Slika 2.2 Shema za prorac¢un

25
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Slika 2.3 Parametri vodnog vala

Zadano: I, = 0,00025
B =50 [m]
n =0,02[s/m*?®]
Qo =50 [m%/s]
Ax=100[ m]
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b BaSOm e —

Slika 2.4 Poprecni i uzduZni presjek korita u pocetnom trenutku t,

Obzirom da se pretpostavlja da je prije dolaska vodnog vala bilo stacionarno strujanje,
potrebno je izraunati normalnu dubinu hy. Normalna dubina ¢e se poslije usvojiti kao dubina
hi tj. dubina na pocetku modelirane dionice korita prije nailaska vodnog vala.

3.1 Odredivanje normalne dubine

Normalna dubina se odreduje iterativno tako da se pretpostavi vrijednost normalne dubine
(ho), izraCuna protok(Q'), te se na osnovu odnosa izmedu izraunatog i zadanog protoka
usvaja nova vrijednost normalne dubine. Postupak se ponavlja dok razlika izmedu zadane
(Qo) 1 izracunate protoke (Q') ne postane manja od dozvoljenog odstupanja (J).

S NTIEISIT
o |o0=B+2n| A=Bn | A | Q= AR
0

[m] [m] m? ] [m] m? /]
Pretpostavljen 1,0 52,0 50,0 0,9615 38,507
o\l 11395 | 52279 | 56,975 | 1,090 47,701
h? = hs (—j 1,666 | 52,3332 | 58330 | 1,115 49,573
Q 11716 | 52,3432 | 58580 | 1,119 49,921
11725 | 52345 | 58625 | 1,120 49,984
11727 | 52,3454 | 58635 | 1,120 49,998

Usvojena je normalna dubina: ho=1,1727 m — & = |Q — Q] =[50 — 49,998| = 0,002 m*/s

Normalna dubina je ujedno i dubina hy. Djele¢i protok (Q=50 m?/s) sa povrsinom proticajnog
presjeka se dobiva brzina u po¢etnom stanju v=0.8528 m/s.

3.2 Definiranje hy 1 Qq4

U prvom vremenskom stanju t; i na prvom prostornom inkrimentu su dubine h; i hs jednake
normalnoj dubini hy. Brzine v; i v3 se mogu odrediti na osnovu poznate pocetne dubine hy i
pocetnog protoka Qg. U prvom prostornom inkrimentu su v i h, definirani kao rubni uvjet (u
ovom slucaju uzvodni).Preostaje da se za prvi prostorni inkriment u prvom vremenskom
stanju t; izracuna vy i hy.

Kao prvo se odredi vrijeme t; za koje se rac¢una oblik vodnog lica. Ovo vrijeme se dobiva kao
zbroj pocetnog vremena tp i vremenskog inkrementa Az (pretpostavit ¢e se ta je t,=0)

t; =t, + 4t =0+ 1000 [s]= 1000 [s]
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Prvi oblik vodnog lica se dakle racuna za trenutak t; koji je 1000 s nakon zadanog pocetnog
stanja. Obzirom da je prostorni inkriment A4x = 100 m dubina i protok hs i Q4 ¢e se racunati za
profil koji je na udaljenosti x; od po¢etka promatrane dionice.

X1 =Xo+Ax =X, + 100 m

Slika 2.5 Razina vode u jednom prostornom inkrimentu u dva vremenska stanja

Na osnovu diagrama prikazanog na slici 2.3 moze se ocitati prirast razine i protoka u
pocetnom profilu (rubni uvjet) nakon 4¢ = 1000 s.

hy =1,017
h

0
%%:4@5 = Q,=0Q,-105=525m"/s

0

= h,=h,-1017=1192m

Sada se mogu definirati hidraulicki parametri za presjeke i = 1,2,3 (slika 2.5)

Profil vrijeme hi Oj=B+2h; | A =Bh; A Q,
_ t R = E Vi = X

| [s] [m] [m] [m?] [m] [m/s]

1 0 1,1727 52,3454 58,635 1,120 0,8527
1000 1,192 52,384 59,60 1,1377 0,8808

3 0 1,1727 52,3454 58,635 1,120 0,8527

Brzina v, je definirana jednadzbom:

)

1 AX
v4=7I{ANL+ANZ—AWS+ZZ?4Bm,4B+h?—m{

Kako u prvom vremenskom stanju vrijedi A;vi = Asvs = AoVo i hy = hg = h, jednadzZba za
racunanje brzine v, Se transformira u oblik:

Vv, :L[sz2 +A—t- B

A4

AX

@m—m—mﬂ
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Za racunanje dubine hy vrijedi jednadzba:

(v, +v, +v, +v, ) (v, +V, + Vg +V, )V, =V, —V, —v4).2Ax+

h, =1, -2Ax -
8gAX

- 2AX +

1602-i(R1+-R24—R3+—R4)

(v, =V, +V, =V, )- 2AX
2QAt

+h +h, —h,

U prvom vremenskom stanju vrijedi:

hl =h3 =ho

1 l 1 1/6
V, =V, =V, C:HRM:H[Z(R1+R2+R3+R4)j
R =R, =R,

pa se jednadzba za razinu na kraju promatranog prostornog inkrimenta u prvom vremenskom
stanju dobiva pomocu jednadzbe:

n2(2v, +v, +v, ) -Ax  (2v, +v, +Vv, |V, —v4)+(2v0 —V, -V, JAX
4Y*(2R, +R, +R,)""* 49 gAt

h, =21 ,AXx— +h,

Uz pomoc¢ izvedenih jednadzbi se mogu iterativno odrediti hy i v4 Sto je prikazano u tabeli.
Prvo se usvoji vrijednost hy u prvom koraku (moZe se usvojiti hy = h, ) te se izracuna brzina
V4. Sa tako izraGunatom brzinom se moze Ponovo izracunati h,. Postupak se ponavlja sve dok

izraCunata vrijednost dubine hy4 nije identi¢na na pocetku iteracije pretpostavljenoj vrijednosti
hy.

A4
h4 Os=B+2hy A;=Bhy R4:O_ V4
4
[m] [m] m’ | [m] [m/s]
1,192 (= hy) 52,36 59,60 1,1268 0,8875
1,1899 52,37 59,47 1,1355 0,8796
1,1907 52,38 59,53 1,1365 0,8786
1,1908 52,38 59,54 1,1366 0,8785
1,1908

U gornjoj tabeli su izraunati hy =1,1908 m i v, =0,8785m/s. Na slici 2.6 na kojoj su prikazani
rezultati proracuna su hy i v4 oznaceni kao hy 1 .

Sada se moze preci na iduci (drugi) prostorni inkriment pri ¢emu hy i v4 iz prvog prostornog
inkrimenta postaju h; i vo u drugom prostornom inkrimentu te se postupak ponavlja.

t, =t +At=t, +1000s=1000s
X, =X +AX =X +100 m =200 m
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Profil vrijeme A Q,
t hi Oi=B+2h; Ai =Bh; Ri = 6 Vi = X

| [s] [m] [m] [m’] [m] [m/s’]

1 0 1,1727 52,3454 58,625 1,120 0,8529

2 1000 1,1908 52,3816 59,540 1,136 0,8785

3 0 1,1727 52,3454 58,625 1,120 0,8529

Sada se istim iterativnim postupkom moZe dobiti h, i v4 za drugi prostorni inkriment u prvom
vremenskom koraku.

A4
h4 Os,=B+2hy A;=Bhy R4:O_ V4
4
[m] [m] m’ | [m] [m/s]
1,1800 52,360 59,000 1,1268 0,8845
1,1886 52,377 59,433 1,1347 0,8773
1,1897 52,379 59,484 1,1356 0,8764
1,1898 52,379 59,491 1,1357 0,8764
1,1898

U idu¢em koraku se numericka shema pomice za jedan prostorni inkriment te se dobivaju
novi v4 =0,8764 m/s i hy = 1,1889 m ( na slici 2.6 oznaceni kao V¢ i hg) . Skica izracunatih
vrijednosti za prva dva prostorna inkrimenta u prvom vremenskom koraku je prikazana na
iducoj slici (slika 2.6).

|
"I' = "' "*—'E:fl\l'_
T |

TEVR=0.RE8 A thp= A SRS T = MASRR ey
Tt R DEREED wa f.; 1 e ;
ey L i Vo= 0,878 [
|
|

T!. 1 T
|
|

|
= == — — e pRe L

Slika 2.6 Rezultati proracuna za prva tri prostorna inkrimenta

Opisanim postupkom se moZze izraCunati oblik vodnog lica za cijelu promatranu dionicu u
prvom vremenskom koraku. Nakon $to je izracunat oblik vodnog lica za prvi vremenski korak
t; prelazi se na proracun vodnog lica za drugi vremenski korak t5.
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t, =t, + 2At =t, + 2000 s = 2000 s
X, =X, + AX =X, +100 m =100 m

Opisani postupak treba ponoviti do zavrsSetka proracuna.

U inzZenjerskoj praksi je uobicajeno da se prilikom modeliranja teCenja u otvorenom koritu
koriste postojec¢i programi. Takvim pristupom se jednostavnije 1 brze dolazi do rjeSenja ali
valja imati na umu da rezultati bitno ovise o ulaznim podacima te da nestrucno koriStenje
gotovih programa moze dati neto¢ne rezultate. Za dobivanje to¢nih rezultata koristenjem
gotovih programa je bitan korektan inZenjerski pristup i iskustvo.

Od dostupnih programa se preporuca koristenje programa HEC-RAS izradenog u US Army
Corps of Engineenrs — Hydrologic Engineering Centar. Program je dostupan na stranici
http://www.hec.usace.army.mil/software/hec-ras/  (program je besplatan) a popis ostalih
dostupnih  programa izradenih u istoj organizaciji se nalazi na stranici
http://www.hec.usace.army.mil/ .
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Zadatak 2 :  Nestacionarno tefenje

U kanalu pravokutnog popre¢nog presjeka Sirine B, duljine L, padom dna |, i Manningovim
koeficientom hrapavosti n se odvija nestacionarno strujanje

U profilu A zadani su Q/Qo-t i h/hg-t dijagram. Odredi Q-t, h-t i Q-h dijagram u tocci B te

usporedi Q-h dijagram s konsumpcionom krivuljom za jednoliko tecenje.

= [m]

= [s/m
Qo= [m?/s]
L= [m]

1/3]

i X
A
h
—E
2.5
2
15
1
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 11000 12000 13000 14000
Zadano: Pregledao:

Rok predaje:
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