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1. Uvod

1.1. Motivacija

Mnoge se fizikalne pojave u prirodi mogu izraziti pripadnim matemati¢kim jednadzbama i rubnim uvje-
tima. Pripadne su jednadzbe najéesée u obliku parcijalnih diferencijalnih jednadzbi (PDJ), obi¢nih difer-
encijalnih jednadzbi (ODJ) ili integralnih jednadzbi (IJ). Matematicki, metoda kona¢nih elemenata nu-
mericka je metoda za rjeSsavanje skupa povezanih diferencijalnih jednadzbi.

Inzenjerski, metoda konac¢nih elemenata (MKE) numericka je metoda za rjeSavanje skupa povezanih
jednadzbi dobivenih aproksimacijom nepoznatih varijabli kontinuiranog podru¢ja skupom nepoznatih
varijabli u kona¢nom broju diskretnih toc¢aka (¢vorova) tog polja. U prora¢unu konstrukcija, povezane
jednadzbe su jednadzbe ravnoteze, a skup varijabli su pomaci ¢vorova. Postupak rjesavanja MKE svodi
se na kompletnu transformaciju diferencijalnih jednadzbi (stacionarne zadace) ili transformaciju PDJ u
ekvivalentne ODJ pogodne za rjesavanje metodom konaé¢nih elemenata.

Mnoge inzenjerske zadace imaju vrlo slozenu geometriju i rubne uvjete, sto dovodi do nemogucnosti
dobivanja analitickih (zatvorenih) rjesenja polaznih jednadzbi. Analiticko rjeSenje rubnih zadada u
zatvorenom obliku moguée je iskazati samo za pojedine posebne sluc¢ajeve s nizom pojednostavljenja
u odnosu na izvornu zadacu. Zbog toga su osmiSljene mnoge numericke metode, (MKE, engl. FEM
- finite element method), metoda konac¢nih traka (MKT, engl. FSM - finite strip method), metoda
kona¢nih razlika (MKR, engl. FDM - finite difference method), metoda kona¢nih volumena (MKYV,
engl. FVM - finite volume method), metoda rubnih elemenata (MRE, engl. BEM - boundary element
method), hibridna RE-KE metoda, za dobivanje uporabom racunala pribliznog rjesenja polazne zadace
koje je zadovoljavajucée tocnosti. Numericke metode daju rjesenje u obliku skupa rjesenja jednadzbi koje
matematicki opisuju fizikalnu pojavu u pojedinim tockama podru¢ja nad kojim je postavljena zadaca.
Polazna jednadzba ne rjeSava se izravno nego se tijekom procedure rjeSsavanja svodi na konacni sustav
algebarskih jednadzbi. RjeSenje sustava jednadzbi priblizno je rjesenje polazne jednadzbe u kona¢nom
broju tocaka.

Izmedu svih navedenih metoda, MKE je najraspostranjenija, najprimijenjenija, ali i najprimjerenija
metoda koja je i sastavni dio veéine komercijalnih programskih paketa u podrucju inzenjerske anal-
ize. S obzirom da MKE moze biti prilagodena zadacama velike slozenosti i neuobicajene geometrije
podrucja zadace, posebno je znacajno i korisno sredstvo u rjeSsavanju kriticnih zadaé¢a prora¢una kon-
strukcija, provodenja topline ili mehanike fluida. Dostupnost racunala omogucéuje inzenjerima svakod-
nevno rjeSavanje inzenjerskih zada¢a metodom konacnih elemenata. MKE aktualno je najdominantnija
metoda za numericki prora¢un rubnih zadaca nastalih kao matematicki model fizikalnih pojava. Razvoj
racunalnih procesora omogucio je rjesavanje velikih sustava jednadzbi u kratkom proracunksom vremenu.
Na taj nacin suvremeni proracun daje moguénost optimalnog dimenzioniranja i projektiranja konstruk-
cija. Proracun konstrukcije zapravo je pokusaj proracuna teoretske konstrukcije sto sli¢nije stvarnoj,
izvedenoj konstrukciji. Metoda kona¢nih elemenata i suvremeni proracunski programski paketi znacajno
olaksavaju inzenjerski posao, ali uz nuznu ispravnu procjenu realnosti odabranog numerickog modela i
kvalitete dobivenih rezultata proracuna.

1.2. Razvoj metode konaénih elemenata

Razvoj proracuna konstrukcija prvenstveno moze biti promatran kroz prizmu razvoja proracuna greda
i okvira. U pocetku proracuni su temeljeni na Metodi sila pri ¢emu su nepoznanice bile nepoznate sile u
oslobodenim vezama konstrukcije. Takav pristup nije mogao mnogo pridonijeti razvoju proracuna zbog
nac¢ina provedbe postupka. Za svaku novu konstrukciju potrebno je provesti niz prora¢unskih procedura
koje su kod slozenijih konstrukcije zahtijevale znacajan opseg proracunskog posla.

Iskorak u proracunu konstrukcija dogodio se definiranjem metode pomaka ili metode deformacija.
Nepoznanice u postupku prora¢una nepoznati su pomaci (translatorni pomaci u smjeru koordinatnih
osi i kutevi zaokreta) definiranih ¢vorova konstrukcije. Metoda pomaka zapravo je prethodnica metodi
konac¢nih elemenata. To se posebno odrazava kod proracuna greda i okvira pri ¢emu metoda pomaka i
metoda konac¢nih elemenata vode do istih sustava jednadzbi. Matri¢na formulacija jednadzbi dodatno
doprinosi razvoju numerickih prorac¢unskih metoda. Istovremeno dolazi do izuma prvih rac¢unala i pri-
padnih kodova za proacunske postupke. Prednost i primjenjivost metode pomaka pritom dolazi do punog
izrazaja. Takvo okruzje posebno je pogodno za razvoj numerickih postupaka s naglaskom na metodu
konac¢nih elemenata. Razvojem ra¢unalnih procesora veliki broj jednadzbi u sustavu vise ne predstavlja
nikakav rac¢unski problem. Potpunim preuzimanjem numerickih prorac¢unskih postupaka metoda konac¢nih
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elemenata nametnula se kao najkvalitetniji aparat za proracun konstrukcija. Varijacijska formulacija,
princip virtualnog rada pojavili su se kao podloga za postavljanje teorijskih temelja za metodu konaénih
elemenata. Iz tih osnovnih teorijskih postavki proizlazi razvoj matematicke formulacije metode konacnih
elemenata. Postavljeni su nuzni teoremi kojima je dokazana egzistencija rjeSenja, a posebno jedinstvenost
rjeSsenja metodom konac¢nih elemenata i pripadne ocjene pogreske proracuna za rubne zadace postavljene
za razne fizikalne pojave (savijanje grede, savijanje ploce, proracun zidova, ...).

U numerickom smislu metoda konac¢nih elemenata izravno je poboljsanje Ritzove metode. Ritzova
metoda je zbog zahtjeva prema koordinatnim funkcijama bila relativno ogranicena. Na glatkim rubnim
zadacama rjesenja su bila prihvatljiva, ali ve¢ kod malo zahtjevnijih zadaca (koncentrirane sile, otvori, .. .),
za dobivanje kvalitetnih rjesenja potrebno je uloziti znacajan trud u dobar izbor koordinatnih funkcija.
Problem je rijeSen metodom konac¢nih elemenata. Podrucje je podijeljeno na niz dijelova, elemenata
i svaki element je promatran kao zasebna rubna zadaca koju rjesavamo Ritzovom metodom. Rubni
uvjeti su ujedno bile i nepoznanice na krajevima elemenata. Koordinatne funkcije su odabrane tako
da su te nepoznanice na krajevima elemenata koeficijenti linearne kombinacije koordinatnih funkcija.
Zbog uvjeta kompatibilnosti i uklapanjem svih elemenata u jednu cjelinu proizlazi sustav jednadzbi s
nepoznatim pomacima u tockama izmedu elemenata (Gvorovima).

1.3. Proracun konstrukcije pomoé¢u MKE

Osnovni korak proracuna metodom konac¢nih elemenata diskretizacija je podrucja. Konstrukcija je
diskretizirana podjelom na mrezu konac¢nih elemenata. U odnosu na stvarno ponaSanje konstrukcije
imamo dvije pogreske, pogresku modela i pogresku diskretizacije. Pogresku modela mozemo smanjiti
boljim modelom konstrukcije koji bude kvalitetnije opisivao stvarno ponasanje konstrukcije. Pogresku
diskretizacije mozemo smanjiti kvalitetnijom, finijom mrezom konac¢nih elemenata ili pove¢anjem stupn-
jeva slobode (polinomi viseg stupnja) kona¢nih elemenata za opis polja pomaka.

Jednodimenzionalna mreza K" otvorenog skupa Q, familija je duzina (K;), takvih da je VK, K; € K"
zadovoljeno samo jedno od sljedeéih svojstava:

K;=K;
K;NKj je zajednicki ¢vor (1.3.1)
Kz' n Kj =Q 3
i vrijedi
U, ernKi =Q . (1.3.2)

To znaci da u jednodimenzionalnom slu¢aju (npr. greda) mreza konacnih elemenata mora pokriti cijelu
gredu, a da dva elementa mogu imati zajednicki ¢vor, ili nemaju nikakvih zajednickih tocaka, ili je to
jedan te isti element. Lagrangeov konaZni element je trojka (K, Xk, P), gdje je K duzina, X skup ¢vorova
na K i P prostor polinoma definiranih na K.

Dvodimenzionalna mreza K" otvorenog skupa (2, familija je trokuta ili cetverokuta (K;), takvih da je
VK, K; € K" zadovoljeno samo jedno od sljedeéih svojstava:

K;=K;
K; N K; je zajednicka stranica (1.3.3)
K; N K, je zajednicki ¢vor o
KinK; =0,

i vrijedi

Za dvodimenzionalne elemente to zna¢i da dva elementa imaju ili zajednicki ¢vor, ili zajednicku stran-
icu, ili nemaju nijednu zajednicku tocku ili je to jedan te isti element. Kod mreze dvodimenzionalnih
konaé¢nih elemenata sa slozenim oblikom ruba (npr zakrivljeni rub), mrezom kona¢nih elemenata potpuno
je pokriveno podrué¢je aproksimirano poligonalnim rubom izmedu ¢évorova definiranih na rubu podrucja.
Lagrangeov konatni element je trojka (K, Xk, P), gdje je K trokut ili ¢etverokut, X skup ¢vorova na K
i P prostor polinoma definiranih na K.
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Trodimenzionalna mreza K" otvorenog skupa €2, familija je tetraedara ili heksaedara (K;), takvih da
je VK;, K; € K" zadovoljeno samo jedno od sljedeéih svojstava:

K;=K;

K; N K; je zajednicka stranica

K; N Kj je zajednicki brid (1.3.5)
K; N K; je zajednicki ¢vor

K; N Kj =0,

i vrijedi

Za trodimenzionalne elemente to znac¢i da dva elementa imaju ili zajednicki ¢vor, ili zajednicki brid,
ili zajednicku stranicu, ili nemaju nijednu zajednicku tocku ili je to jedan te isti element. Lagrangeov
konatni element je trojka (K, Xk, P), gdje je K tetraedar ili heksaedar, ¥ skup ¢vorova na K i P prostor
polinoma definiranih na K.

Uporabom ra¢unala dolazi i do moguce numericke pogreske. Numericka pogreska je uobicajeno mala,
ovisi 0 moguénosti spremanja numerickih veli¢ina u memoriju (spremanje odredenog broja znacajnih
znamenki). U posebnim sluc¢ajevima, npr. velike razlike u krutostima pojedinih dijelova konstrukcije,
numericka pogreska moze imati i veéi utjecaj. Numericka i diskretizacijska pogreska su zapravo ra¢unalna
pogreska.

1.4. Izbor konacnog elementa
1.4.1. Klasa nepoznatog polja pomaka, uvjet integrabilnosti

Rjesenje metodom konaé¢nih elemenata mora zadovoljiti odredene uvjete za konvergenciju prema anal-
itickom rjesenju pripadne rubne zadace. Zbog fizikalne prirode rubnih zadaca, osnovni uvjet za izbor polja
pomaka je neprekidnost duz kona¢nog elementa. Polinomijalna aproksimacija nepoznatog polja izravno
ispunjava potreban uvjet neprekidnosti. Polinomijalna aprokismacija mora imati derivaciju reda koji se
javlja u podintegralnoj funkciji za dobivanje elementarne matrice krutosti.

Podintegralna funkcija mora imati primitivnu funkciju. Za integrabilnost podintegralne funkcije
potrebno je definirati vezu s redom derivacije u formulaciji rubne zadaée primjenom principa virtualnog
rada. Ako se u principu virtualnog rada za pripadnu rubnu zadacu javlja m-ta derivacija polja po-
maka, polje pomaka mora imati neprekidnu derivaciju reda (m — 1), polje pomaka mora biti klase C"~!
na podruc¢ju na kojem je definirana rubna zadaca. Najjednostavniji primjeri su uzduzno i popre¢no
opterec¢ena greda. Za uzduzno opterecenu gredu u principu virtualnog rada javlja se prva derivacija polja
pomaka $to znaéi da je nuzno da je na elementu aproksimacija polja pomaka klase C°, da je aproksi-
macija polja pomaka neprekidna na elementu $to je izravna posljedica polinomijalne aproksimacije. Za
poprecno optereéene grede u principu virtualnog rada javlja se druga derivacija Sto znaci da je nuzno da
aproksimacija polja pomaka ima neprekidnu prvu derivaciju na zadanom podrucju, odnosno da je klase
Ct.

1.4.2. Uvjet krutog tijela i uvjet konstantne deformacije

Polje pomaka ne moze dozvoliti deformaciju unutar elementa nastalu zbog pomaka ¢vorova kao po-
maka krutog tijela. To je jednostavni fizikalni uvjet, zapravo znaci da ako fizicki premjestamo konstrukciju
kao cjelinu nema naprezanja i deformacija unutar same konstrukcije. Ako promatramo najjednostavniji
element s dva ¢vora koji imaju jednak pomak onda i svi pomaci unutar elementa imaju istu tu vrijednost
pomaka. Matematicki je taj uvjet zadovoljen ako je zbroj vrijednosti funkcija oblika, N;, u svakoj tocki
unutar elementa (e) jednak 1, Y N;(z) =1, Vx € (e).

Polje pomaka mora biti tak\zfo da su pomaci ¢vorova kompatibilni s poljem konstantnih deformacija.
Smanjivanjem dimenzije elementa deformacije bliske konstantnim postaju konstantne. Uvjet konstantne
deformacije zapravo je poseban sluc¢aj uvjeta krutog tijela kad je polje deformacija jednako nuli. Ispun-
javanje ova dva uvjeta daje kvalitenije i konvergentno rjesenje.

1.4.3. Uvjet kompatibilnosti, uvjet potpunosti i geometrijska invarijantnost

Konacni elementi trebaju biti kompatibilni. To znaci da polje pomaka klase C™ mora imati neprekidnu
m-tu derivaciju na dodiru elemenata (u zajednickom ¢voru u 1D, na zajednickoj stranici u 2D). Takve
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elemente nazivamo konformni elementi. Ovaj uvjet nacelno je zadovoljen kad je polje pomaka definirano
polinomima s jedini¢nom vrijednosti u évorovima kona¢nih elemenata. U posebnim sluc¢ajevima (neki
elementi za ploce) to nije dovoljno za kompatibilnost. Elemente koji ne ispunjavaju uvjet kompatibilnosti
nazivamo nekonformni elementi. Rjesenja dobivena uporabom nekonformnih elemenata konvergiraju ako
elementi zadovoljavaju patch-test. To znaci da vrijednosti na rubu konvergiraju ispunjenju uvjeta ako
progustimo mrezu konaé¢nih elemenata.

Rjesenje metodom konacnih elemenata zapravo je jednako kona¢nom dijelu Taylorovog reda anal-
itickog rjesenja. Polinomijalna aproksimacija rjeSenja polinomom stupnja m moze dati analiticko rjesenje
istog stupnja samo ako polinomijalna aproksimacija sadrzi sve ¢lanove polinoma m-tog stupnja. U tom
slucaju rjesenje konvergira redom (m+1). Nepotpuni polinomi uobic¢ajena su pojava kod visedimenzionalnih
zadaca zbog manje nepoznanica. Pozeljno je polimonijalnu aproksimaciju provesti potpunim polinomima,
a ako se provodi s nepotpunim polinomima treba pokusati da budu sto je moguce potpuniji. Koristenje
nepotpunih polinoma ne isklju¢uje konvergenciju rjesenja.

Za konacne elemente pozeljno je, ali ne i nuzno da budu geometrijski invarijantni. To znaci da su svi
stupnjevi slobode izrazeni istim polinomima i ne ovise o promjeni koordinatnog sustava. Za geometrijsku
invarijantnost dovoljno je uzimati kompletne interpolacijske polinome.

1.4.4. Konacni elementi viSeg reda ili viSe kona¢nih elemenata manjeg reda

Konaé¢ni element mora omoguéiti dostizanje rjeSenja koje odgovara pocetnoj fizikalnoj zadaci. Izbor
elementa viseg reda ili ve¢eg broja elemenata manjeg reda standardna je dvojba na pocetku rjeSavanja
zadace. RjeSenje elementima viseg reda imaju veéi red konvergencije, ali i veéi broj racunskih operacija
za dobivanje sustava jednadzbi. Elementi viseg reda s ve¢im brojem nepoznanica u ¢vorovima zahtjevaju
i stroze uvjete za neprekinutost derivacije u ¢vorovima $to na mjestu koncentriranih sila ili promjena
krutosti ne mora uvijek niti biti u prirodi fizikalne zadaée koju rjesavamo (npr. kvinticki element za
poprec¢no optereéenu gredu kao rjesenje daje progib s neprekinutom drugom derivacijom u ¢vorovima
§to u tockama u kojima je zadana promjena krutosti grede na savijanje uopce nije fizikalno toéno).
Nacelni parametar za odluku o izboru izmedu elemenata moze biti odnos to¢nosti i broja nepoznanica
po ¢voru. Problem je jer kod rjesavanja rubnih zadaca ne znamo unaprijed rjeSenje, pa ne mozemo
uvijek eksplicitno izraziti to¢nost. Razvojem racunala ¢ime proracun vecih sustava linearnih jednadzbi
ne predstavlja problem, moze se uvijek pocetna rjesenja dobiti s ve¢im brojem elemenata manjeg reda.
U dvojbi izmedu dva elementa razlic¢itog reda, nacelno treba uzeti jednostavniji konacni element sto je
zapravo konacni element manjeg reda.

1.5. Greska rjeSenja metodom konacnih elemenata
1.5.1. Greska diskretizacije

Greska diskretizacije izravna je posljedica uzimanja konac¢nog dijela Taylorovog reda. Greska je reda
jednakog potenciji prvog izostavljenog ¢lana Taylorovog reda. Za jednodimenzionalnu zadaéu uz poli-
nomijalnu aproksimaciju polinomom stupnja m ograda greske iznosi

e m—+1
err = CL( ) M(m+1),(e) 5 (151)

pri cemu je L) duljina elementa (€), M(p41),(e) maksimalna vrijednost m 4 1-ve derivacije na elementu
(e), a C konstanta ovisna o tipu elementa. Iz izraza za gresku, (1.5.1) o¢ito je da gresku mozemo smanjiti
profinjenjem mreze elemenata ili poveéanjem stupnja polinoma aproksimacije.

1.5.2. Greska aproksimacije geometrije

Takva greska se javlja uglavnom kod aproksimacije zakrivljenih rubova poligonalnim rubom. Mreza
konac¢nih elemenata i definirani tipovi elemenata izravno definiraju aproksimaciju ruba podrucja koji je
ujedno i rub elementa. U sluc¢ajevima kad se taj aproksimirani rub ne poklapa sa stvarnom geometrijom
ruba podrué¢ja zapravo dobivamo rjeSenje za priblizno podruéje. Ocito da ¢e uzimanjem vise ¢vorova
na rubu aproksimacija biti kvalitetnija. Takva greska se ne javlja kod linijskih konstrukcija i ravninskih
konstrukcija s pravilnim (poligonalnim) rubovima zbog poklapanja ruba elemenata s rubom zadanog
podrugja.
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1.5.3. Greske povezane s definiranim zakonima ponaSanja

Takve su greske posljedica pogresno definiranih svojstava materijala. Prora¢unske jednadzbe defini-
rane su za linearno elasticno ponasanje materijala, a stvarno ponasanje materijala pod djelovanjem
optere¢enja u odredenim podruc¢jima moze odstupati od pretpostavljenih odnosa. Pretpostavljena ho-
mogenost i izotropnost materijala ne mora u potpunosti odgovarati stvarnom materijalu konstrukcije.
Greske u definiranim svojstvima materijala mogu biti veé¢e od svih ostalih spomenutih gresaka u prora¢unskoj
proceduri.

1.5.4. Greske proracuna

Greske proracuna su greske u algoritmima definiranim u proracunskoj proceduri. Takve greske se
javljaju kod numericke integracije, rjesavanja sustava jednadzbi.

Za egzaktnu numericku integraciju potrebno je imati dovoljan broj to¢aka integracije sukladno stupnju
podintegralne funkcije. Nedovoljan broj tocaka integracije dovodi do greske ve¢ kod prora¢una elemen-
tarnih matrica krutosti. U nekim slucajevima egzaktna integracija nije niti moguca ako su podintegralne
funkcije racionalne funkcije. Povecanje broja tocaka integracije dovodi do toc¢nije vrijednosti integrala,
ali moze i znacajno povecati broj proracunskih operacija ¢ime opet neizravno (zaokruzivanje, oduzimanje
bliskih brojeva, ...) dobivamo dodatna odstupanja od egzaktnih vrijednosti. U nekim slucajevima
uzimanje manjeg broja tocaka integracije moze ¢ak dovesti i do kvalitetnijeg rjesenja.

Rjesavanje sustava linearnih jednadzbi standardni je dio proracunske procedure kod rjeSavanja rubnih
zadac¢a metodom konac¢nih elemenata. Neovisno o metodi rjesavanja sustava jednadzbi greske se javljaju
zbog lose uvjetovanosti (engl. ill-conditioning) matrice sustava, zaokruzivanja vrijednosti ili odbacivanja
dijela brojeva izvan proracunske memorije ra¢unala. Losa uvjetovanost matrice sustava znaci da mala
promjena matrice krutosti ili vektora optereéenja uzrokuje bitnu promjenu rjesenja. Uzrok lose uvjeto-
vanosti moze biti povezanost elemenata velike i male krutosti. U tom sluc¢aju postoje velike razlike u
redu veli¢ine ¢lanova matrice krutosti i matrica postaje bliska singularnoj matrici. Kod velikih razlika
izmedu ¢lanova proracunskih operacija, manja veli¢ina, zbog zaokruzivanja ili odbacivanja nakon nekih
proracunskih operacija, moze u potpunosti izgubiti utjecaj na rjesenje. Zaokruzivanje proracunatih vri-
jednosti najmanje je utjecajno na rjesenje, razlika zbog zaokruzivanja je zapravo samo u zadnjoj znamenki
brojeva koje ra¢unalo memorira za daljnji prora¢un. Uzimanjem u obzir dvostruke preciznosti (double
precision) takva odstupanja praktiéno su zanemariva. Vedi utjecaj ima greska zbog odbacivanja zna-
menki nakon znacajnog broja znamenki koje ra¢unalo memorira. To je posebno uocljivo kod operacija s
brojevima bitno razli¢itog reda veli¢ine, pri ¢emu broj manjeg reda vise ne utjece na medubroj (posebno
kod zbrajanja ili oduzimanja) ili kod oduzimanja bliskih brojeva pri ¢emu su znacajne znamenke rezultat
iz podrucja odbacivanja ili zaokruzivanja.

Uvjetovanost matrice mozemo izracunati prema izrazu

condK = [Amac| (1.5.2)

)

gdje su A\jpaz 1 Amin Najveca i najmanja svojstvena vrijednost matrice K.
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2. Matematicki model konstrukcije

2.1. Materijalni kontinuum

Promatramo podruéje Q € R3. Rub podruéja € oznagimo 02 = I'. Polozaj svake tocke unutar
podruéja © jednoznacno je odreden uredenom trojkom (z,y,z) € R3. Izmedu proizvoljne dvije tocke
podruc¢ja € uvijek postoji jo§ barem jedna tocka. Takvo podru¢je zovemo kontinuum. Kontinuum
sadrzi beskona¢no mnogo toc¢aka. Proizvoljne dvije tocke kontinuuma mozemo uvijek spojiti proizvoljnom
neprekidnom krivuljom.

Stvarno stanje konstrukcija zapravo je drugacije. Materija je sastavljena od vrlo bliskih atoma i
molekula. U mikroskopskim uvjetima znaci da model kontinuuma ne vrijedi. Izmedu dvije Cestice mozemo
nadi prazninu. Kod nekih gradiva diskontinuiteti su i makroskopski o¢iti, npr. pukotine u drvetu, pukotine
u betonu, diskontinuitet stjenovitog temeljnog tla.

Idealizacija konstrukcija kontinuumom svejedno je dobra. RjeSenja diferencijalnih jednadzbi temel-
jenih na kontinuumu pokazala su poklapanja s rezultatima pokusa uz relativho mala rasipanja oko
prosjecnih vrijednosti. To zapravo znaci da materija na makroskopskoj razini tezi uprosjecenju svojih
svojstava na mikroskopskoj razini. Znakovit primjer za takav stav su rezultati dobiveni ispitivanjem be-
tonskih uzoraka, pri ¢emu je razdioba rezultata betonskih uzoraka pripremljenih u istim uvjetima nacelno
grupirana oko prosjec¢ne vrijednosti s vrlo malim odstupanjima. Na temelju takvih razmisljanja mozemo
pretpostaviti da ¢e kontinuum dovoljno dobro aproksimirati mikroskopske konfiguracije konstruktivnih
gradiva. Takvom idealizacijom znac¢ajno mozemo smanjiti broj nepoznanica u standardnim zadac¢ama
proracuna konstrukcije.

U praktiénom prorac¢unu mozemo uvesti i dodatna pojednostavljenja. Pretpostavljamo da kontin-
uum ima jednaka fizikalno-mehanicka svojstva u svim svojim tockama - kontinuum je homogen. Kod
nekih gradiva mozemo pretpostaviti da ima jednaka fizikalno-mehanicka svojstva u svim smjerovima -
kontinuum je izotropan.

2.2. Geometrijske (kinematicke) ovisnosti

Konstrukcija se pod djelovanjem opterecenja deformira. Nastaje tenzorsko polje deformacija, €, matrica
skalarnih funkcija,

€= |eyr €y €| llie= [y €y Tyl - (2.2.1)
€z €zy €zz Vzx  Vzy  €zz

Za posmicne komponente deformacija vrijedi odnos 7;; = 2¢;;. Tocke deformabilnog tijela, tocke unutar
podrucja (konstrukeije) mijenjaju svoj polozaj. Na taj nac¢in nastaje vektorsko polje pomaka, w, vektor
skalarnih funkcija,

w=[w, wy, wz]T . (2.2.2)

Ocito je da izmedu deformacija i pomaka postoji medusobna ovisnost. Ovisnost deformacije i pomaka
nazivamo geometrijska ovisnost. Komponente deformacija mozemo izraziti kao funkcije pomaka,

1 /0w; Ow;j dwy, Owy,
€j = = —_— ke{r,yz}———, 10, €x,y,2. 2.2.3
=5 (Gt G )+ ke o) G ey (223
Matrica tenzora deformacije je simetricna (simetri¢nost ocito slijedi prema definiciji geometrijske ovisnosti
pojedinih komponenata), €;; = €;; , i,j € x,y,2, pa tenzor deformacije mozemo prikazati preko 6
komponenti
T
€= [em €yy €2 €y €Eyz em] , (2.2.4)
ili
T
€ = [ewx €yy €2z Voy  Vyz 'sz] . (225)

Kod realnih konstrukcija relativne su duzinske deformacije (Qw,/0z, ...) i kutovi zaokreta (Jw, /0, . ..)
mali (u odnosu na dimenzije konstrukcije), sto povla¢i da mozemo zanemariti kvadratne ¢lanove te slijede
poznate linearne komponente Cauchyjevog tenzora deformacija

1 (6ui Ou;

ij =z - =) ,,]E€Ex,Y,%. 2.2.6
€ij 5 8]+8z) i,] €Ex,Yy,2 ( )
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Sustav jednadzbi, (2.2.3), mozemo zapisati i u matricnom obliku, uz uporabu +;; oznaka za posmi¢nu
deformaciju

€e=Lw, (2.2.7)
gdje je L diferencijalni operator
-5 -
3 0 0
o)
0 By 0
)
0 0 4
L= . (2.2.8)
2 0
Jy ox
a 8
o) )
5z 0 5l

2.3. Uvjeti neprekinutosti (kompatibilnosti)

Konstrukcija pod djelovanjem optereéenja postaje deformirana. Uvjet kompatibilnosti zahtijeva da je
polje deformacija nastalih zbog djelovanja optere¢enja neprekidno i jednoznac¢no odredeno. To zapravo
znaci da kontinuum i nakon deformiranja ostaje kontinuum. Ako je polje deformacija neprekidno onda
su i komponente polja deformacija integrabilne sto povlaci da je i polje pomaka neprekidno.

Neprekidnost i jednoznacnost nuzni su uvjeti koje mora zadovoljiti polje deformacija. Derivacijom
neprekidnog i jednozna¢nog polja pomaka jednostavno mozemo odrediti polje deformacija. Medutim, ako
iz polja deformacija zelimo integriranjem dobiti polje pomaka zadaca postaje matematicki preodredena,
iz 6 komponenti polja deformacija potrebno je odrediti 3 komponente polja pomaka. To znaci da su
komponente deformacija medusobno ovisne. Postoje tri dodatna uvjeta, tri jednadzbe koje ¢e odrediti
medusobnu ovisnost komponenti deformacija. Deriviranjem jednadzbi (2.2.6) dobivamo tri jednadzbe

826ii 826]‘]‘ 8262‘j

952 + 9i2 _25i3j =0, (Z’j) € {(:E7y),(y,z),(z,x)}7 (2-3-1)

koje predstavljaju ponaSanje polja deformacija u pripadnim koordinatnim ravninama xy, yz i zx. Na isti
nacin kombiniranjem derivacija jednadzbi (2.2.6) dobivamo nove tri jednadzbe

D%y +2826jk 0 (afij n O€j; N O€ri

970k 9i2 i\ ok ' 0i dj

) =0 d ) € (), (o) G} s (232)
koje predstavljaju ponasanje polja deformacija u prostoru. Jednadzbe (2.3.1) i (2.3.2) nazivamo uvjeti
neprekinutosti (kompatibilnosti) deformacija.

Sustave jednadzbi (2.3.1) i (2.3.2) moZzemo zapisati i u matri¢nom obliku pomocéu pripadnih diferen-
cijalnih operatora, L, za ravninske uvjete i L, za prostorne uvjete

[ o2 9 9 T
o o 0 2oy 0 0
_ 9 9 9
L, = 0 5= 7 0 —2@ 0 , (2.3.3)
o 9% 9 92
Loz 0 3 0 0 —2520:
(2.3.4)
r o 9 9?2 8% 7
Oyoz 02 0 B 8961292 8722 B agay
_ ) o) ) )
Lp - 0 0z0x 0 B Bg{)z " dyox TQH ’ (235)
0 0 0% okl _o
L Oxdy 922 920x 920y |
a sustavi jednostavno slijede
L,e=0, Ly,e=0. (2.3.6)

Deformacije (2.2.7) uz jednu od grupa jednadzbi neprekinutosti (2.3.6) daju jedinstveno polje pomaka.
Uz devet nepoznanica (tri komponente vektora pomaka i Sest komponenti tenzora deformacija) imamo i
devet jednadzbi. Polje pomaka je dovoljno puta derivabilno, klase C, pa vrijedi i obrat.
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Uvjet neprekinutosti ne dozvoljava proizvoljan izbor polja deformacija. Komponente deformacija
moraju biti medusobno povezane. Struktura realnih konstrukcija ne odgovara u potpunosti definiciji
kontinuuma. To znac¢i da niti uvjet neprekinutosti ne moze biti zadovoljen. Uprosjecenje pogresaka u
strukturi omoguéuje primjenu uvjeta neprekinutosti.

2.4. Uvjeti ravnoteze

Prema poznatom I. Newtonovom zakonu tijelo u inercijalnom sustavu miruje samo ako na njega ne
djeluje sila. Tijelo miruje ako je rezultanta svih sila i momenata jednaka nul-vektoru

n

Y fi=o0, (2.4.1)

i=1

j=1 i=1

gdje su f; sile, m; koncentrirani momenti koji djeluju na tijelo, a r; radijus vektori hvatista sila. Jednadzbe
(2.4.1) i (2.4.2) predstavljaju uvjete ravnoteZe.
U opterecenoj konstrukciji dolazi do pojave naprezanja. Nastaje tenzorsko polje naprezanja, o, matrica
skalarnih funkcija,
Ozx Ogxzy Ozxz
o= |0yz Oyy Oys| - (2.4.3)
Ozx Ozy Ozz

Za posmicne komponente naprezanja cesto se koristi oznaka 7;;. Komponente naprezanja moraju zado-
voljiti i diferencijalne uvjete ravnoteze koje mozemo izvesti iz jednadzbe (2.4.1)

0oy
ol

l=x,y,z

+fi=0, i=uzyz2, (2.4.4)

pri ¢emu su f;, fy, f- komponente vektora volumenskih sila unutar konstrukcije,

= [fx f’y fz] : (2'4'5)

Iz jednadzbi (2.4.2) mozemo izvesti zakon o uzajamnosti posmi¢nih naprezanja, §to povlaci simetri¢nost
tenzora naprezanja o;; = 0j; , 4,J € x,y, z. Tenzor naprezanja mozemo prikazati pomocu 6 komponenti
vektora

a:[am Oy 0. Ozy Oys sz]. (2.4.6)

Sustav jednadzbi ravnoteze (2.4.4) mozemo prikazati matri¢no
L'¢e +f=0, (2.4.7)

ili tenzorski
dive +f=0 . (2.4.8)

Ako je optereceno tijelo u mirovanju, tada miruje i svaki dio optereéenog tijela. Tada i svaki izdvojeni
dio opet mozemo promatrati kao optereéeno tijelo koje miruje i za taj dio opet vrijedi prvi Newtonov
zakon. To znaéi da i svaki izdvojeni dio tijela mora biti u ravnotezi, rezultanta svih sila i momenata koji
djeluju na taj izdvojeni dio tijela mora biti jednaka nul-vektoru.

Nakon optereéenja tijelo poprimi deformirani polozaj i nalazi se u stanju ravnoteze. To znaci da
bi uvjete ravnoteze morali postaviti na deformiranom stanju. Ali, deformirano stanje nije unaprijed
poznato. Deformirano stanje je rezultat proracuna. Jednadzbe ravnoteze su nelinearne. Kod relativno
malih deformacija uvjete ravnoteze mozemo linearizirati, mozemo prethodno nepoznati deformirani oblik
tijela aproksimirati pocetnim nedeformiranim oblikom tijela.

Za nepoznatih Sest komponenti naprezanja imamo samo tri jednadzbe ravnoteze. To znaci, kao i kod
deformacija, da su naprezanja medusobno zavisna. Tri dodatne jednadzbe mozemo dobiti ako u jedan
od uvjeta neprekinutosti, jednadzbe (2.3.6), uvrstimo zakon ponasanja. Dobivamo uvjete kompatibilnosti
naprezanja (Beltrami-Michellove jednadzbe).
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2.5. Zakoni ponasanja (konstitucije)

Uvjeti kompatibilnosti odnose se na polje deformacija, a uvjeti ravnoteze na polje naprezanja. Ocito
postoji veza izmedu naprezanja i deformacija. Veza izmedu naprezanja i deformacija ovisi o mehanickim
svojstvima materijala utemeljenim na silama izmedu elementarnih Cestica.

2.5.1. Elastiéni modeli

Najjednostavniji model veze izmedu naprezanja i deformacija je linearno elastican model - Hookeov
zakon. Prema Hookeovom zakonu naprezanja su proporcionalna deformacijama

o =Ce, (2.5.1)
gdje je C matrica materijalnih konstanti
(1 , , -
(1—2y) (11—2u) 1-2v 0 0 0
E 1f2u 1-2v (11f213 0 0 0
C = =3 1-aw i— 0 0 0 (2.5.2)
(I+v) | o 0 0 100
0 0 0 01 0
.| O 0 0 0 0 1]
(15 s 0 0 0]
— 1 0 0 0
E(1—-v) i 1 1 0 0 0
= - 7 oy , 2.5.3
A+nd-2) |0 0 0 ¢5 0 0 (253)
0 0 0 0 (11—_2;) 0
1—-2v
|0 0 0 0 0 =l

pri ¢emu je E modul elasticnosti, a v Poissonov koeficijent. Za ravninsko stanje naprezanja matrica
proporcionalnosti glasi

1 v O
o= 1E vo1o0 . (2.5.4)
o o a

Za jednoosno stanje naprezanja, umjesto matrice C imamo skalarnu vrijednost, konstantu proporcional-
nosti, modul elasti¢nosti materijala E
o= EFe. (2.5.5)

Postoji i nelinearno elastican model. Odnos naprezanja i deformacija je elastican, ali nije propor-
cionalan. Jednadzba nelinearno elasti¢cnog modela glasi

o=f(€) . (2.5.6)

2.5.2. Neelastiéni modeli

Idealno elasticno ponasanje veéine materijala ostvarivo je samo pod djelovanjem malih optereéenja.
Za realne materijale uobicajena su odstupanja krivulje optereéenja i rastereéenja i kod malih optereéenja.
Potrebno je poznavati trenutni prirast deformacije €, a u slozenijim sluc¢ajevima i cijelu povijest ponasanja
materijala. Takav odnos naprezanja i deformacije mozemo prikazati jednadzbom

o= f(g€) . (2.5.7)

2.6. Rubni uvjeti
2.6.1. Rubni uvjeti na rubu podrucja

Uvjeti ravnoteze i uvjeti kompatibilnosti moraju vrijediti i na rubu tijela. Uvjete ravnoteze i kom-
patibilnosti na rubu tijela zajednicki nazivamo rubnim uvjetima. Uvjete ravnoteze zovemo prirodnim ili
Neumannovim uvjetima, a uvjete kompatibilnosti zovemo geometrijskim ili Dirichletovim rubnim uvje-
tima. Rubne uvjete mozemo zapisati u obliku

olr, =00, Wlr, =wo, (2.6.1)
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gdje su I', i ', podru¢ja ruba sa zadanim naprezanjima o i pomacima wg pri ¢emu mora vrijediti
r,ur,=r,I,nl', =0. (2.6.2)

To znaci da ne moze biti preklapanja rubnih uvjeta u nekoj tocki. Rubni uvjet mora u svakoj tocki biti
jednoznaé¢no definiran. U sluc¢aju da su zadana naprezanja i pomaci na rubu jednaki 0, g = 0, wy = 0,
govorimo o homogenim rubnim uvjetima.

Na slobodnom rubu mora biti zadovoljen prirodni rubni uvjet, uvjet ravnoteze. Nema susjednog
tijela, pa nema potrebe za kompatibilnosti. Naprezanja u smjeru normale o, i komponente posmic¢nih
naprezanja ogy, i oy, moraju odgovarati komponentama zadanog naprezanja u tim smjerovima. Ostale
komponente o¢¢, 0y, O¢y 1 0pe nisu odredene rubnim uvjetima. Rubne uvjete mozemo zapisati
B 1", (2.6.3)

o= [Unn O¢n  Onn =00 = [Unn,O O¢n,0 Onn,0

pri ¢emu je o vektor totalnog naprezanja, a oo vektor vanjskog djelovanja u promatranoj tocki. Ako je
slobodni rub neoptereéen onda su i naprezanja na rubu jednaka nuli (na neoptere¢enom slobodnom kraju
konzolne grede, moment i poprecna sila jednaki su nuli, ako na slobodnom kraju konzolne grede djeluje
koncentrirana sila okomito na gredu ili koncentrirani moment onda su poprec¢na sila i moment jednaki
iznosima zadanih sile i momenta).

2.6.2. Rubni uvjeti na spoju

Ako je tijelo u ravnotezi tada je i svaki izdvojeni dio u ravnotezi. Mozemo promatrati izdvojeni dio
koji sadrzi plohu spoja dvaju susjednih tijela. Smanjivanjem promatranog dijela mozemo zadacu svesti
na ravnotezu sustava dvije bliske tocke. Naprezanja medu njima moraju biti u ravnotezi jer ne moze
postojati neuravnotezena komponenta naprezanja zbog ravnoteze cijelog sustava. Analogno vrijedi i za
deformacije, ako shvatimo cijeli sustav kao sastavljen od niza malih dijelova, mozemo opet svesti zadacu
na dvije bliske tocke. Za takve dvije tocke moraju opet vrijediti uvjeti kompatibilnosti, ne moze doci do
odvajanja toCaka na spoju. Na spoju tijela moraju vrijediti prirodni i geometrijski rubni uvjeti.

Ako je spoj dvaju tijela elastican, nepoznati su i pomaci i naprezanja. Tada mora nuzno biti zadana
veza izmedu pomaka i naprezanja na spoju. Takav rubni uvjet zovemo mjeSovit ili Robinov rubni uvjet.
Primjer za takvu vezu su tijela koja u nekoj tocki spoja u smjeru normale imaju definiranu elasti¢nu
oprugu zadane krutosti.

U prorac¢unu znamo uvesti idealizaciju da je neko susjedno tijelo apsolutno kruto i nepomic¢no. Takvo
tijelo ne moze se niti deformirati niti gibati na takvom spoju. Promatrano tijelo ne moze se gibati, ali se
moze deformirati. Za deformabilno tijelo u mirovanju vrijedi prvi Newtonov zakon. Na spoju se moraju
pojaviti reakcije koje za zadana optereéenja moraju zadovoljiti uvjete ravnoteze. Prirodni rubni uvjeti
automatski su tako zadovoljeni uslijed pojave reakcija. Pomaci apsolutno krutog i nepomic¢nog tijela
jednaki su nuli. Uvjet kompatibilnosti vrijedi i na spoju sto povlaci da tocke promatranog tijela spojene
za tocke apsolutno krutog tijela moraju pri deformiranju imati pomake jednake nuli (homogeni uvjet).
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3. Jednadzbe teorije elasti¢nosti

3.1. Uzduzno opterecena greda
3.1.1. Diferencijalna jednadzba uzduzno optereéene grede

Promatramo gredu duljine L, Q = [0, L], uzduzne krutosti EF(x), pri cemu je E modul elasti¢nosti,
a F' povrsina poprecnog presjeka grede, optereéene u smjeru svoje tezisne osi, osi x, optereéenjem n(x).
Polje pomaka u smjeru uzduzne osi grede skalarno je polje u = [u] = u(x). Relativnu deformaciju stapa

E.F

\i\

A\

<

Slika 3.1.1: Uzduzno opterecena greda

u smjeru uzduzne osi (relativiu uzduznu deformaciju) ozna¢imo €., = ¢, a pripadno jednoosno uzduzno
naprezanje o,, = o. Veza relativne deformacije i pomaka (kinematicka ovisnost) uzduzno optereé¢ene
grede glasi

du

Za jednoosno stanje naprezanja, u zakon ponaSanja, o = Ce, umjesto matrice C imamo konstantu
proporcionalnosti, modul elasti¢nosti materijala E

€

(3.1.1)

o= Fe. (3.1.2)

Veza naprezanja i relativnih deformacija dovodi do odnosa

o(z) = E(x)e(z) = E(x)j—z = E(z)u'(z) . (3.1.3)

Iz jednadzbe ravnoteze slijedi diferencijalna jednadzba uzduzno optereéene grede
(E(z)F(x)u (x)) +n(z)=0. (3.1.4)
Uzduzna sila u gredi slijedi prema izrazu
N(z) =o(x)F(z) = E(z)F(x)u/(z) , (3.1.5)
sto daje standardni difrencijalni odnos izmedu uzduznog optereéenja n(z) i uzduzne sile N(z),

dN(zx)
dz

= —n(z). (3.1.6)

Rubni uvjeti moraju biti zadani na rubu podruéja €2, u krajnjim tockama z = 0 i = L. Rubni uvjeti
mogu biti zadani kao pomaci ili kao naprezanja u krajnjim tockama, a barem jedan rubni uvjet mora biti
zadan kao pomak, geometrijski rubni uvjet. Rubne uvjete zapisujemo u obliku

olr, =00, wulr, =uo, (3.1.7)

gdje je I', podrugje ruba sa zadanim naprezanjima og, a I';, podru¢je ruba sa zadanim pomacima uy.
Jedan od primjera zadanih rubnih uvjeta je da je greda spojena na podlogu u tocki z =0, ug =0, au
tocki @ = L je zadana sila K, Sto znaci da je poznato naprezanje, o(L) = o5, = K/F.

U slucaju uzduzno opterec¢ene grede konstantne uzduzne krutosti, EF(x) = EF = const., jednadzba
uz pripadne rubne uvjete glasi

EFu"(z) +n(z) =0. (3.1.8)
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3.2. Poprecno optereéena greda, savijanje
3.2.1. Ravnoteza nedeformirane grede

Promatramo gredu duljine L, Q = [0, L], zadane krutosti na savijanje FI(z), pri ¢emu je E modul
elasti¢nosti, a I moment inercije poprectnog presjeka, optereéenu u popreénom smjeru z optereéenjem
q(z) i distribuiranim momentnim optere¢enjem m(x) duz grede.

Promatramo izdvojeni dio grede duljine dx s pripadnim optereéenjem popreéno na os grede ¢(z) i
distribuiranim momentnim optereéenjem m(z), (Slika 3.2.1). Iz osnovnih jednadzbi ravnoteze slijede

M@ [ 1 1 1 ] M+ds)

N 1|5 N+ ao

T(z) ™) ga T(x + da)

Slika 3.2.1: Izdvojeni dio popre¢no opterecene grede

diferencijalni odnosi

dr dm

d;x) =—q(z), dggx) =T(z) —m(z) , (3.2.1)
pri ¢emu je T'(z) popreéna sila, a M (z) moment u tocki z. Iz zadnja dva odnosa jasno slijedi diferencijalna

veza opteretenja i momenta

d*M(z) dm(z)
de? —ale) = dz

(3.2.2)

3.2.2. Pomaci grede

Kod ravninskih modela, svaka tocka konstrukcije ima tri stupnja slobode, dva translatorna pomaka
u(z, z) i w(z, z) usmjeru koordinatnih osi i z 1 kut zaokreta ¢(x). U proracunskom modelu promatramo
tezisnu os. Kut zaokreta ¢(x) predstavlja nagib tangente na tezinu os u promatranom popre¢nom
presjeku, a kut zaokreta ¥(x) predstavlja kut zaokreta poprecnog presjeka, (Slika 3.2.2). Svakoj tocki
tezisne osi pridruzimo pripadni poprecéni presjek ¢ija je ravnina okomita na tezisnu os u toj tocki tezisne osi
stapa. Prema Bernoullijevoj hipotezi ravnih popreénih presjeka (Bernoullijeva teorija savijanja), popreéni
presjek ostaje u ravnini nakon deformacije, u ravnini okomitoj na deformiranu tezisnu os (okomitoj na
tangentu na deformiranu tezisnu os) u svakoj tocki stapa, (Slika 3.2.2). To znaci da je zaokret presjeka,
Y(x, z), konstantan za sve tocke po visini poprecnog presjeka (zaokret poprecnog presjeka ne ovisi o z
koordinati po visini popre¢nog presjeka nego samo o polozaju duz tezisne osi),

W, z) =9 x) . (3.2.3)

Zbog pretpostavke malih pomaka, pomak okomito na tezisnu os svake tocke po visini popre¢nog presjeka
je jednak (zanemarujemo razliku popreénog pomaka zbog zaokreta popre¢nog presjeka),

w(z, z) = w(x) . (3.2.4)

Uzduzni pomak tocaka po visini popreénog presjeka ocito ovisi i o zaokretu poprecnog presjeka (tocke
udaljenije od tezisne osi u smjeru z poprime, od zaokreta teziSne osi grede, proporcionalno veéu promjenu
uzduznog pomaka u odnosu na uzduzni pomak tezisne osi grede),

u(z, z) = u(z) + 20(x) . (3.2.5)

Pretpostavka da je ravnina poprecnog presjeka okomita na tezisnu os i nakon deformacije zapravo je
zanemarivanje utjecaja relativne posmicne deformacije, a rezultira Cinjenicom da je kut zaokreta tada
jednak negativnoj derivaciji pomaka okomitog na konstrukciju
dw
I(z) = p(a) = —— = —w'(x), (3.2.6)
dx
Sto povlaci izraz za uzduzni pomak po visini popre¢nog presjeka

uw(x,z) = u(z) — 20'(x) . (3.2.7)
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Slika 3.2.2: Pomaci poprecnog presjeka grede

3.2.3. Veza pomaka i relativnih deformacija kod popreéno optereéene grede

Relativna uzduzna deformacija grede e(x) deformacija je tezisne osi grede. Odnos relativne uzduzne
deformacije i uzduznog pomaka slijedi smanjenjem duljine izdvojenog dijela grede duljine dx (dx — 0),

=u'(x) . (3.2.8)

Ako uzmemo prethodno definirani izraz za pomak po visini popre¢nog presjeka, (3.2.7), slijedi izraz za
relativnu uzduznu deformaciju po visini popre¢nog presjeka,

ou(z,z)  du(z)  dw'(z)
or dx T

Deformacije okomite na os grede ne uzimamo u obzir. Posmi¢na deformacija u ravnini =z, 7,., zbog
Bernoullijeve hipoteze ravnih popreénih presjeka jednaka je nuli. Jednadzbe (3.2.4), (3.2.7) i (3.2.9)
izrazavaju sve veli¢ine pomaka tezisne osi grede.

. u(x+dr) —u(z)  du(z)
o(z) = dlzgglo dx T dx

=u'(z) — 2w (z) . (3.2.9)

e(x,z) =

3.2.4. Veza unutarnjih sila i naprezanja, zakon konstitucije za unutarnje sile

Ako na izdvojenom dijelu grede duljine dx promatramo sva pripadna djelovanja (zadano vanjsko
opterecenje, unutarnje sile i naprezanja) iz ravnoteze svih sila u smjeru x i ravnoteze momenata oko osi
y slijedi odnos naprezanja i unutarnjih sila

M= /zo(sc,z)dF. (3.2.10)

Na temelju prethodnog izraza, (3.2.10), zakona elasti¢nosti, (3.1.2) i veze pomaka i relativnih deformacija
(3.2.9), slijede zakoni konstitucije za unutarnje sile

M = /za(x,z)dF: /zEe(x,z)dF = /Ez (v (z) — zw"(z)) dF
F F F
= —/z2Ew”(z)dF = —Eluw"(x) . (3.2.11)

F

Veza naprezanja i relativnih deformacija dovodi do odnosa

dw
M = —EI@ = Flk, (3.2.12)
gdje je k = —w" deformacija savijanja. Iz jednadZbe ravnoteze slijedi diferencijalna jednadzba savijanja

poprecno optereéene grede prema Bernoullijevoj teoriji savijanja

(EIw")" = q. (3.2.13)
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3.3. Savijanje grede prema TimoSenkovoj teoriji savijanja

Za razliku od Bernoullijeve teorije savijanja, TimoSenkova teorija savijanja ne iskljucuje relativne
posmicne deformacije. Zaokret ravnine popre¢nog presjeka, i, i zaokret tangente na tezisnu os, ¢, nisu
jednaki i razlikuju se za posmicéni kut zaokreta, -.

Slika 3.3.1: Pomaci poprecnog presjeka grede prema Timosenkovoj teoriji savijanja

Za uzduzni pomak proizvoljne tocke po visini poprec¢nog presjeka vrijedi
u(z, z) = u(z) + 20(x) . (3.3.1)
Na temelju tog izraza slijedi izraz za relativnu posmi¢nu deformaciju

_du dw

=—4+—=9—0p. 3.3.2
=L TG © (33.2)
Za sile u proizvoljnom popre¢nom presjeku vrijedi
dd dd dw
M=FI—=D,—, T=kGFy=kGF(9—¢)=D — 3.
o S kEGFvy =kGF (¥ — ¢) p (19 + dx) , (3.3.3)

gdje je EI = D krutost grede na savijanje, a kGF = D,, posmi¢na krutost grede uz korekcijski posmicni
koeficijent k koji ovisi o obliku popreénog presjeka. Uz standardne diferencijalne odnose izmedu unutarn-
jih sila, u popre¢nom presjeku slijede jednadzbe

dM d29 dw
— =T Dg— =D —_— 3.4
dx ~ Pz p<19+dm> ' (3:34)
dT d9  d?w
dx+q 0 = p(dx+dx2>+q 0, (3:35)

diferencijalne jednadzbe savijanja poprecno opterecene grede prema Timosenkovoj teoriji savijanja.

3.4. Zidni nosac

Odredeni tipovi konstrukcija u linearnoj teoriji elasti¢nosti mogu biti promatrani kao dvodimenzion-
alne rubne zadace. Ovisno o dimenzijama i opterec¢enju razlikujemo ravninsko stanje naprezanja i ravninsko
stanje deformacija.

Ravninsko stanje naprezanja je stanje kod kojeg je jedna dimenzija, debljina d, znac¢ajno manja u
odnosu na ostale dvije dimenzije. Konstrukcija je optere¢ena u svojoj ravnini. Podrué¢je proracuna
je pripadna sredi$nja ravnina zadanih dimenzija sa zadanim optere¢enjem u toj ravnini. Standardne
konstrukcije takvog tipa su zidni nosadi, zidovi optereéeni u svojoj ravnini.

Ravninsko stanje deformacija je stanje kod kojeg je jedna dimenzija, duljina, znacajno vec¢a u odnosu
na ostale dvije dimenzije. Konstrukcija je optere¢ena okomito na uzduznu os. Podrucje proracuna je
karakteristicni popre¢ni presjek sa zadanim optereéenjem u ravnini poprec¢nog presjeka. Standardne
konstrukcije takvog tipa su cijevi i tuneli.
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Promatramo zidni nosa¢ debljine d u ravnini xy optereéen u svojoj srednjoj ravnini sa zadanim
fizikalnim svojstvima, modul elasti¢nosti E i Poissonov koeficijent v. Takav zidni nosac je u ravninskom
stanju naprezanja, (0;. = 0., = 0,7 = z,y,z). Deformacija u smjeru osi z, €., nije jednaka nuli, ali
navedenu komponentu deformacije nije potrebno uzeti u daljnje razmatranje jer je pripadni rad, o,.¢€,,,
naprezanja na deformaciji u tom smjeru jednak nuli. U svakoj tocki zida definiramo vektor pomaka u,
tenzor relativnih deformacija € i tenzor naprezanja o .

S Ozx
w = {uga:,y)} L E= |€y |, 0= |oyy| - (34.1)

Vzy Txy

Za odnos relativnih deformacija i pomaka vrijede odnosi

Ju v ou  Ov
T — 4§ = 3 Ty — A a0 342
odnosno u matricnom obliku 5
T ool
e=Lw= D0 . 3.4.3
S [ .
o ox
Zakon ponaSanja za ravninsko stanje naprezanja zidnog nosaca glasi
o = De, (3.4.4)
pri ¢emu je pripadna matrica elasti¢nosti D jednaka
E 1 v 0
1—wv? 0 0 L=z

2

Za izotropne materijale matrica elasti¢nosti simetri¢na je matrica. Posmicni ¢lan, koeficijent G koji daje
izravnu vezu posmic¢nog naprezanja i posmic¢ne deformacije zovemo modul posmika,

E 1- E
- . (3.4.6)

G=1" 2(1+v)

Transformacija naprezanja i relativnih deformacija u lokalnim osima pod proizvoljnim kutem « slijedi
prema

€ = leg | =Te, (3.4.7)

za relativne deformacije pri ¢emu je matrica transformacije T definirana

cos? a sin? « sin v cos «v

T= sin? cos? a — sin acos a (3.4.8)

—2sinacosa 2sinacosa cos? a — sin® a

a za naprezanje slijedi prema
011
olF = |op| =T To. (3.4.9)
T12
Zbog jednakosti rada u oba koordinatna sustava slijedi izraz za naprezanja u lokalnom koordinatnom
sustavu,

T ok
elo = (el"k) olF = 'TTglok = glok — 7 Tq (3.4.10)
Odnos naprezanja i relativnih deformacija u lokalnim osima slijedi prema

o = T Toe=T"TDe
= T DT 'eF = Dlokelor | (3.4.11)
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pri ¢emu je matrica elasticnosti u lokalnom koordinatnom sustavu definirana
DYk = T-TDT!. (3.4.12)

Jednadzba ravnoteze, dive + q = 0, za zidni nosa¢ daje sustav jednadzbi

004y OTay
xr - O ) 34.13
oc oy T4 ( )
OTwy | Ooyy
: =0. 3.4.14
o By +qy ( )

Sile u presjeku zida dobivamo integriranjem komponenti naprezanja po debljini zida

wa % Oxx
S=|Sy| = / odz= |oyy | -d=0o-d. (3.4.15)
Say 4 Toy

3.5. Jednadzba ploce prema Kirchhoffovoj teoriji savijanja ploca (teorija sav-
ijanja tankih ploca)

Promatramo ravninski nosa¢ optereé¢en okomito na svoju sredisnju ravninu. Takav nosa¢ nazivamo
plo¢a. Pretpostavljamo da je debljina ploce konstantna i jednaka d. Debljina ploce je manjeg reda
veli¢ine u odnosu na preostale dvije dimenzije ploce, duljinu i Sirinu. Ako su progibi ploce mali u
odnosu na debljinu plo¢e, mozemo dobiti zadovoljavajuce priblizno rjesenje zadace odredivanja progiba i
momenata savijanja popre¢no optere¢ene ploce na temelju odredenih pretpostavki. Temeljne pretpostavke
su da u sredisnjoj ravnini nema relativnih deformacija, da se tocke okomice na sredi$nju ravninu i nakon
savijanja ploce nalaze na jednom pravcu okomitom na deformiranu sredisnju ravninu, odnosno da vrijedi
Bernoullijeva hipoteza ravnih poprec¢nih presjeka i da mozemo zanemariti naprezanja okomita na plocu.
Tada za sve tocke srediSnje ravnine mozemo pretpostaviti da se njihov progib ostvaruje samo okomito na
sredisnju ravninu ploce.

[ |
) | | x
| B | g
| |
w
\ Wy
\
\ \
\ /
z ! Uz
v > <

Slika 3.5.1: Prikaz izdvojenog dijela ploce prije i poslije deformacije

Koordinatni sustav postavljamo tako da se sredi$nja ravnina podudara s ravninom xy. Tocke sredisnje
ravnine imaju koordinate (z,y,0), a nakon deformacije imaju koordinate (z,y,w). Proizvoljna tocka na
udaljenosti z od sredisnje ravnine, (x,y, z), a nakon deformacije ima koordinate (x + u,y + v;, 2 + w,),
Sto znaci da dobiva pomake u smjeru sve tri koordinatne osi. Na temelju pretpostavke o debljini ploce
kao dimenziji manjeg reda velic¢ine od ostale dvije dimenzije slijedi

ow ow
'LU(JJ,y,Z) :’Uj<l‘,y) ) U(zvyaz) = 72873] ) u(z,y,z) = 72% . (351)

Promatramo plo¢u optereéenu okomito na svoju ravninu optereéenjem ¢(x,y) po gornjoj plohi. Na
temelju geometrijskih uvjeta mozemo iskazati komponente relativne deformacije proizvoljne tocke ploce
(I7 y? Z)? 5 5

exz:%:_zgm’lg , eyy:%:_zgy’%} 7
2
%y:%Jr%Z:*?ngéUy y €22 =Ygy =Yy =0.

(3.5.2)
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Prema pretpostavci o djelovanju optereéenja po gornjoj plohi imamo sljedece rubne uvjete za komponente
naprezanja

d
Ozz = —q(:c,y), Tow = 0, Tzy = 0 na z= _5 y
d
0., =0, T,y =0, 7,,, =0 na z= —|—§ ) (3.5.3)

Komponente naprezanja o, poprimaju male vrijednosti u usporedbi s komponentama o, i 0yy. To znaci
da mozemo komponente o,, zanemariti. Sada dobivamo sljede¢e odnose komponenti tenzora relativnih
deformacija i komponenti tenzora naprezanja,

€xy = E ,  Eyy = E s Yoy = 6

Opg — VOyy Oy — VOay Tay (3.5.4)

Komponente tenzora naprezanja mozemo izraziti preko komponenti tenzora relativnih deformacija, o =
De,

E E
m(em +veyy), Oy = m(eyy +Vegs), Tay = GYay - (3.5.5)
Ako uvrstimo komponente relativnih deformacija izrazene preko parcijalnih derivacija progiba w, dobi-
vamo izraze za komponente naprezanja iskazane preko parcijalnih derivacija progiba w i z koordinate

tocke u kojoj promatramo naprezanja

Ogx =

E 22 22
Ogx = — 1_52 drig +v 3;5 )
_ Ez 8w 3w
Oyy = 12 \ 9y T Va2 ) > (3.5.6)
o= — Ez 8%w
Y 7 14w 0xz0y

Na temelju ovih izraza mozemo uociti da su naprezanja ovisna o udaljenosti promatrane tocke od sredisnje
ravnine i da se naprezanja mijenjaju linearno duz osi z.

Za daljnju analizu ploce izdvojimo jedan infinitezimalni dio plo¢e i promatrajmo sva unutarnja i
vanjska djelovanja na taj izdvojeni dio, (slika 3.5.2). Umjesto komponenti naprezanja, uobicajeno je dalje

Slika 3.5.2: Izdvojeni dio ploce sa svim pripadnim djelovanjima

provoditi prora¢un pomoéu momenata savijanja i poprecnih sila dobivenih kao rezultantna djelovanja
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uslijed naprezanja

+5 +¢
Myy = /amzdz y My = /oyyzdz,
4 4
2 2
+4 +4
Mgy = /Twyzdz . Myg = /Tywzdz, (3.5.7)
_d 4
2 2
da d
+4 +4

t, = /szdz , ty = /szdz.

(M8

(SEY

Na temelju prethodnih izraza za komponente naprezanja izrazenih preko parcijalnih derivacija progiba,
integracijom dobivamo momente ploce izrazene preko funkcije progiba u obliku

(P, o
Maw = Ox? oy )’
9w 0%w
m‘yy = _D <ay2 +V3x2> ) (358)
0w

gdje je D = #‘ljﬂ) krutost ploce na savijanje.
Promatrajmo izdvojeni infinitezimalni ravninski dio ploce sa svim pripadnim djelovanjima, (Slika
3.5.3). Stanje naprezanja nije isto u svim tockama ploce Sto znaé¢i da je potrebno iskazati vrijednosti

m
YT
ty

Myy

Mgy + (0Myy/0z)dx

ty + (Oty/Ox)dx
Mgz + (OMgy/02)dx

dy

Myy + (Omy, /0y)dy
yy + (Omyy /0y) ;ty+(8ty/8y)dy

My + (Omy. /Oy)dy

dxr

Slika 3.5.3: Izdvojeni infinitezimalni ravninski dio ploce sa svim pripadnim djelovanjima

definiranih veli¢ina u presjecima = + dz i y + dy. Raspisivanjem Taylorovog reda u okolini tocke x i
zanemarivanjem visih derivacija dobivamo priblizni izraz za vrijednosti funkcija u toc¢ki = + dx izrazenih
preko vrijednosti funkcija u tocki x

OMmyy
Mgy +dm My + 5 ( )
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Na isti na¢in mozemo prikazati i sve ostale potrebne izraze u navedenim presjecima. Uzimanjem u obzir
jednadzbi ravnoteze u smjeru x i y dobivamo sljedeée jednadzbe

OMrs vy + P02 qudz — todyde = 0,

or y

OMay qudy + 20 qydg — tydyde = 0 (3.5.10)
o Y 3y Y 4dy = . 5.

Sredivanjem izraza i koristeéi se prethodno dobivenim izrazima za momente preko parcijalnih derivacija
progiba slijede izrazi za poprecne sile,

O(Aw) d(Aw)
ty=—D . t,=-D , 3.5.11
gdje je A Laplaceov operator
Pw 0w
Avw=—+—. 3.5.12
YT e + Oy? ( )
Primjenom jednadzbe ravnoteze svih sila u smjeru osi z proizlazi jednadzba
Oty ot
qdzdy + —~dzxdy + —Zdydz =0 . (3.5.13)
Jr dy
Uvrstavanjem izraza za poprecne sile, (3.5.11), slijedi jednadzba
A (DAw) =gq. (3.5.14)

Uz konstantne fizikalne i geometrijske karakteristike ploce, jednadzbu (3.5.14) mozemo raspisati u obliku

*w *w v ¢

2 = —. 3.5.15
Ox* + 0x20y> * oy* D ( )

ili prikazati pomoé¢u Laplaceovog operatora u obliku
A (Aw) = A?w = % . (3.5.16)

Ovako dobivenu linearnu nehomogenu parcijalnu diferencijalnu jednadzbu ¢etvrtog reda nazivamo difer-
encijalnom jednad?bom savijanja plote prema Kirchhoffovoj teoriji savijanja (teoriji savijanja tankih plo¢a ).

3.5.1. Rubni uvjeti

Razlika u pojedinim rubnim uvjetima je u nac¢inu oslanjanja rubova plo¢e. Osnovni moguéi uvjeti
oslanjanja rubova ploce su slobodno oslonjeni rub ploce, upeti rub ploce i slobodan rub ploce. Za slobodno
oslonjeni rub ploce paralelan osi x vrijede rubni uvjeti

0%w 0*w
Ako je slobodno oslonjeni rub paralelan osi y vrijede rubni uvjeti
0%w 0%w
Za upeti rub ploce paralelan osi x vrijede rubni uvjeti
ow
=0 , — =0, 3.5.19
w 5 (35.19)
a za rub paralelan osi y
ow
=0 — =0. 3.5.20
v T Ow ( )
Za slobodan rub ploce paralelan osi x vrijede rubni uvjeti
Pw  Pw PPw PPw
— — =0 —+2—-v)z=—==0 3.5.21
Oy? T Ox2 ooy +2-v) OyOdx? ’ ( )
a za slobodan rub paralelan osi y
0%w 0*w Pw Pw
— — =0, —4+4+2-v)=—5=0. 3.5.22
v ox3 +(2-v) 0x0y? ( )

ox? Oy?
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3.6. Jednadzba ploc¢e prema Mindlin-Reissnerovoj teoriji savijanja ploca

Za razliku od Kirchhoffove teorije savijanja, Mindlin-Reissnerova teorija savijanja ne iskljucuje rela-
tivne posmi¢ne deformacije (odnos analogan odnosu izmedu Bernoullijeve i Timosenkove teorije savijanja
grede). Zaokreti ravnina popre¢nih presjeka, ¥, i ¥, 1 zaokreti pripadnih tangenti na tezisnu ravninu,
g 1 ¢y, nisu jednaki i razlikuju se za pripadne posmicne kuteve zaokreta, v, 17y, (¥ = @i +7i,1 = x,y).
Za pomake u ravnini ploce proizvoljne tocke po visini popre¢nog presjeka ploce, uz pretpostavku da tocke
tezisne ravnine imaju samo poprecne pomake, (w(zx,y, z) = w(z,y,0) = w(z,y)), vrijede izrazi

U(ﬂ?,y, Z) = 219:6 ’ U(%Zh Z) = Zﬁy . (361)

Na temelju geometrijskih uvjeta mozemo iskazati komponente relativne deformacije proizvoljne tocke
plOée (x7 y7 Z)?

d 89,
oo = gy = 2o
_ dv _ 099,
€yy = 5y = Z By
_ Ov ou __ 0V, 0V
%y*E*a*y*Z(ay*aT)a (36.2)

Bu

’V:Ez:g g 19+é9 @wv
Vuz = gz T oy = Uy +a725*19

Komponente naprezanja mozemo izraziti preko komponenti relativnih deformacija koje su iskazane preko

parcijalnih derivacija kuteva zaokreta i progiba w i z koordinate tocke u kojoj promatramo naprezanja,

_ _FE _ _Ez oL 99y
Oza = 7257 (€xa + Veyy) = 1o ( oz TV ) o

z 99 x
Oyy = 152 (€yy + Veza) 1E1/2 (Tyy + ”859;1; )
Toy = Gy = G2 (819“ + 5, ) ) (3.6.3)
rz:nyyZZG(ﬁer%f;) .

Na temelju prethodnih izraza za komponente naprezanja izrazenih preko parcijalnih derivacija kuteva
zaokreta i progiba, integracijom dobivamo momente i poprecne sile ploce izrazene preko funkcija zaokreta
u obliku

_ _ Ed& 904 99
Maa = 1307 \9s TV 8y )

_ _Ed® 0Y,y 99,
Myy = 30—y 3y TV ) > (3.6.4)

_ Gd® (99, 99 .6.
mwy 12 oy + &ry) )

=kGd (V2 — p2)
ty = kGd (Jy — ¢y) ,
§

pri ¢emu je k korekcijski posmicni koeficijent (k = 2 za pune ploc¢e). Prikazani odnos momenata i
popreénih sila prema kutevima zaokreta mozemo pr1kazati i u matriénom obliku

é%f

M D 0
o sm 99,
[T] a { 0 Dplj oy + ax ’ (365)
Ve — Oz
Uy — ¢y

gdje su matrica krutosti ploce na savijanje Dyg,, i matrica posmi¢ne krutosti ploce D,,, definirane

‘ 1 v 0
Ed? kEd 1 0
D.,, = 1 0|, Dy=5—— = kGl . 6.
IR | o1 P21+ v) [o 1] Gl (3.6.6)
2

3.7. Teorija elasti¢nosti II. reda
3.7.1. Osnovne pretpostavke

Prora¢un po Teoriji II. reda ima smisla ako dodatni momenti AM, nastali kao produkt uzduznog
optere¢enja i pomaka uslijed djelovanja popreénog optereéenja, znac¢ajno doprinose povetanju osnovnih
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momenata na konstrukeiji uslijed djelovanja popre¢nog optereéenja. Mozemo razlikovati dva osnovna
slu¢aja. U prvom slucaju, to su konstrukcije bez pomaka ¢vorova pri ¢emu uzduzne sile moraju biti
prilicno velike jer su pomaci neznatni. U drugom slucaju, to su konstrukcije sa znacajnim pomacima
¢vorova kod kojih onda i manje vrijednosti uzduznih sila proizvode znatne dodatne momente.

Iz prakti¢nih razloga mozemo definirati osnovne smjerove unutarnjih sila na konstrukeiji nakon defor-
macije u smjeru globalnih koordinatnih osi, a ne u smjeru lokalnih koordinatnih osi u presjeku konstruk-
cije.

M

M
=N T n v n
l—> q“l: M +dM “H q“l: M +dM
T +dT N+ dN V+dV H+dH
dx dx
—> —>

Slika 3.7.1: Unutarnje sile u presjeku

Umjesto uzduzne i poprecne sile (N,T), sada promatramo horizontalnu i vertikalnu silu (H,V), a
moment ostaje isti jer je treca koordinatna os y jednaka i u lokalnom i u globalnom koordinatnom
sustavu. Na taj nacin formulacija diferencijalnih jednadzbi i rubnih uvjeta postaje jednostavnija.

3.7.2. Diferencijalni odnosi pomaka i optereéenja

Iz jednadzbi ravnoteze na izdvojenom deformiranom dijelu konstrukcije, Slika 3.7.1., slijedi

Y K,=0 = dH+ndz=0=H =-n, (3.7.1)
Y K.=0 = dV+4qgde=0=V'=—q, (3.7.2)
x+dx wHdw
> M=0 = dM+ Hdw—Vdz— / q(§) - €d¢ + / n(¢)-¢d¢ =0
=M +Huw =V . (3.7.3)

Kod malih deformacija (sinw’ = w’, cosw’ = 1) slijede izrazi za sile u lokalnim osima kao funkcije sila u
globalnim osima

N = Hcosw' +Vsinw ~H+Vuw',
T = Vcosw —Hsinw ~V — Huw', (3.7.4)
ili sile u globalnim osima kao funkcije sila u lokalnim osima

H = Ncosw —Tsinw ~N—-Tuw,
V = Tcosw + Nsinw ~T+ Nuw'. (3.7.5)
Uz pretpostavku malih pomaka i deformacija, za moment savijanja vrijedi jednak odnos kao i u linearnoj
teoriji elasti¢nosti,
M"(z) = — (ETw")" . (3.7.6)
1z jednadzbe (3.7.3) dodatno slijedi i veza momenta i poprecne sile kao i u linearnoj teoriji elasti¢nosti
M = V-Huw =T+ Nuw' — (N —Tuw )w'
= T+Nw —Nuw +T(w)?~=T. (3.7.7)

Za vertikalnu silu o¢ito slijedi odnos

V=T+Huw =-EIw"" + Huw , (3.7.8)
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pri ¢emu je uocljiva razlika u odnosu na izraz za popreé¢nu silu zbog definiranja smjera poprecne sile na
konstrukeiji nakon deformacije. Ako jednadzbu (3.7.3) deriviramo po x proizlazi

M" + Huw" + Hw' =V'". (3.7.9)
Uvrstimo 1i u jednadzbu (3.7.9) odnose iz jednadzbi (3.7.1) i (3.7.2), slijedi
M" + Huw'" —nw' = —q . (3.7.10)
Na temelju prethodnih jednadzbi slijedi diferencijalna veza pomaka i optereéenja
(EIw")" — Huw" +nw' = q . (3.7.11)
Diferencijalna jednadzba (3.7.11) opisuje geometrijski nelinearnu teoriju u smislu Teorije II. reda. Difer-
encijalna jednadzba je linearna diferencijalna jednadzba ako su koeficijenti konstantni.

3.7.3. Rjesenje diferencijalne jednadzbe

Pretpostavljamo da je krutost grede na savijanje konstantna, EI = const., po cijeloj duljini grede
(pretpostavka je smislena i za grede po dijelovima konstantne krutosti) i da je horizontalna sila u gredi
konstantna

H =const., n=0. (3.7.12)

Diferencijalna jednadzba (3.7.11) sada glasi

H v a
EI El°

"

(3.7.13)

Rjesenje diferencijalne jednadzbe (3.7.13) ovisi o predznaku horizontalne sile H, (tlak ili vlak). Uz
definiranje koeficijenta h, uzduzne karakteristike elementa konstrukcije,

[HIL2| e |H |L2
h= 3.7.14
[ o -
jednadzba glasi
<0 >0
h2 q h? q
mr Tt 49 mr o 4 3.7.15
v EY TRl YT T ED (8.7.15)
pa slijede pripadne homogene jednadzbe za oba slucaja
H<O0 H>0
" h2 " " h2 "
w"" + v = 0 w = ppw’ = 0. (3.7.16)
Homogena rjesenja sada slijede za tlaénu horizontalnu silu (H < 0)
hx h
wh(z) = 1 + cox + c35in — 7 + ¢4 cos ; , (3.7.17)
te za vlacnu silu (H > 0)
h h
wH(:c) = ¢ + cox + c3sh fm + c4ch fx . (3.7.18)

Nepoznate koeficijente c1,cs,c3, ¢4 odredimo iz rubnih uvjeta promatrane grede duljine L. Konaé¢no
rjeSenje zbroj je homogenog i partikularnog rjesenja

w(z) = w(z) + wb () . (3.7.19)
Partikularno rjeSenje za konstantno optereéenje (¢ = const.) glasi

1gq 1 q L?
P - 2 _ 4= 72
w (x) = 57" :I:2 752 (3.7.20)
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4. Konacni element za uzduzno opterecenu gredu
(”Stapni” konacni element)

4.1. Osnovne jednadzbe uzduzno opterecene grede
4.1.1. Rubna zadaca uzduzno optereéene grede

Stapni konacni element (”stap” uobicajeni naziv za element konstrukcije koji preuzima samo uzduznu
silu, zglobno spojen za konstrukciju ili podlogu na oba kraja, bez popre¢nog optereéenja, npr. element
resetkaste konstrukeije) opisuje uzduzno optereéenu gredu, gredu optereéenu samo u smjeru svoje uzduzne
osi (osi z). Kod takvih greda duljina je znac¢ajno dominantnija u odnosu na dimenzije poprecnog presjeka
(b,h << L). Opteretenje grede iskljucivo je u smjeru uzduzne osi grede, koncentrirane uzduzne sile K;
u tockama x; i distribuirano uzduzno optereéenje n(x). Pretpostavljamo samo ravne (ne i zakrivljene)
grede.

E,F

AW

A
v

Slika 4.1.1: Primjer jednostavne grede optereéene u smjeru svoje uzduzne osi

Uz zadane fizikalne, modul elasti¢nosti grede F' = F(z), i geometrijske, povrsina popre¢nog presjeka
grede F' = F(z), karakteristike (E(x)F (x) uzduzna krutost grede) i uzduzno distribuirano opterecenje
n = n(x), diferencijalna jednadzba ravnoteze grede optereéene u smjeru uzduzne osi glasi

(EFu) +n=0, (4.1.1)

uz pripadne rubne uvjete, zadani pomak na jednom kraju i zadana uzduzna sila (posljedi¢no poznato
naprezanje) na drugom kraju,
u(0) =uo , N(L) =Ny, . (4.1.2)

Slaba formulacija rubne zadace uzduzno opterecene grede, uz zadane rubne uvjete, glasi

L L
R(u,v) :/EFu'~v’dx—/n-vdx:O . (4.1.3)
0 0

4.1.2. Primjena principa virtualnog rada

Integracijom uzduznog naprezanja po popreé¢nom presjeku definiramo uzduznu silu u popre¢nom pres-
jeku,
du

N = /adF = /EedF =EF . (4.1.4)
x
F F

Uz virtualnu deformaciju de i virtualni uzduzni pomak du slijedi princip virtualnog rada za uzduzno
optere¢enu gredu

L
P
/ SeodV = / Sundz + Y 6u;K; (4.1.5)
v 0 =1

odnosno iskazano pomocu uzduzne sile u gredi umjesto naprezanja, N = [ odF,
F

L L
p
/ deNdzx = / Sundz + Y ou;K; . (4.1.6)
0 0 i=1
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4.1.3. Aproksimacija polja pomaka i deformacija

Jednadzba ravnoteze vodi prema polju uzduznih pomaka grede koje zadovoljava princip virtualnog
rada i rubne uvjete. Aproksimacija kona¢nim elementima znaci da trazimo priblizno rjesenje u(x) koje
zadovoljava rubne uvjete i princip virtualnog rada. Izmedu svih takvih polja uzduznih pomaka pret-
postavimo polje pomaka polinomijalnog oblika

u(z) U(x) =ag + @z + ... +a, 12" = Z a;xt, (4.1.7)

gdje je n broj tocaka s poznatim uzduznim pomakom. Takve tocke na gredi zovemo &vorovi kona&nog
elementa. Aproksimaciju polinomom n — 1-og stupnja mozemo prikazati i u obliku

u(w) ~ () = N (@)l + N (@)us” + ...+ N (@yuly) = Z N (4.1.8)

(e)

gdje su Ni(e)(x) interpolacijski polinomi stupnja (n—1) definirani na kona¢nom elementu (e), u;’ uzduzni

pomaci (ili aproksimacije uzduznih pomaka) i-tog ¢vora. Funkcije Ni(e) () zovemo funkcije oblika (form
function, shape function) u &voru i i vrijedi

@ y_s. _J L i=7
N7 (zj) =6;5 = { 0 itj (4.1.9)
4.2. Linearni konacni element za uzduzno opterec¢enu gredu

4.2.1. Ravnoteza izdvojenog elementa

Na izdvojenom elementu (e) = [y, 3], duljine L), (Slika 4.2.1), uz uzduznu silu u elementu N(©)
iz jednadzbe ravnoteze elementa, (4.1.6), slijedi

(EF)(E)
T, u
I = ="
Ka(:?) 1@ n(e) Ké?

< >

Slika 4.2.1: Izdvojeni element (e) uzduzno optereéene grede

ZTo T2
/65(6)N(e)dx = /5u(e)n(e)dx + 5uge)Kg(j) + 5ug€)K§;) . (4.2.1)

1 1

Za virtualno polje uzduznog pomaka pretpostavimo linearnu razdiobu duz elementa (e). Uzduzni pomak
u proizvoljnoj tocki kona¢nog elementa iskazan je kao linearna kombinacija uzduznih pomaka ¢vorova
elementa, $to daje linearni izraz za virtualno polje uzduznih pomaka i konstantne vrijednosti virtualnog
polja uzduznih deformacija duz elementa (e)
d(du@)  dn{ dN(
de  dz

5u§e)

sul® = NOgul® 4 NOgul® | 5@ = (4.2.2)

Prikazane izraze uvrstimo u jednadzbu ravnoteze, (4.2.1), koja je onda iskazana u obliku

Z2

AN AN
/( T (@ 4 e 5u§e>> N(e)dz:/<N<e>5 © 4 N su (e)) Odz + 5l KO + 50O K .
i i

Z1 Z1

(4.2.3)
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Grupiranjem clanova uz virtualne pomake ¢vorova slijedi jednadzba

Zo

P an©
5“16) /d N©de /Nl(e)n(e)da:—Ké? +

dx
LT 1 Z1 -
T2 xr2 ]
. dN(E) e
sl / N / NOn@dz — KO | = 0. (4.2.4)
LT1 1 m

Jednadzba vrijedi za proizvoljne odabrane virtualne pomake ¢vorova 5uge) i 5u§e) §to znaci da izrazi u
zagradama moraju biti jednaki nuli,

T2
an{®

/ © N(e)dxf/Nl(e)n(e)dx—Kg) = 0, (4.2.5)

i

T T
FANS) ©

/ —2 Ny /Ne n@de - K = 0. (4.2.6)
dx

T 1

U dobivene jednadzbe uvrstimo izraz za linearnu aproksimaciju uzduzne sile u uzduzno opterec¢enoj gredi

dN( e) dN(e)
N© — (EF)© MO 2,08 4.2.
( ) dx 1 + dx u2 ’ ( 7)
pa slijede dvije jednadzbe
Ny AV o AN (o [ o
/ du (EF)'© e uy + e Uy dx—/Nl‘ n(e)dx—Kq(j) = 0, (4.2.8)
T 1
dN( (E'F)(e) le(e) u(e) n dN( (e) b $2N(e)n(e)dx o K(e) -0 (4 9 9)
dz de 1 dz 2 ¥2 ' o
T 1
Takav sustav jednadzbi mozemo zapisati u obliku
(e) (e) (e) (e)
7 T w? ][N KL
/ (EF)® dz = / n(® dz + : (4.2.10)
R O I A U N Sl R
§to je zapravo matri¢na jednadzba standardnog oblika
K©@ul®) = ql© + k| (4.2.11)

gdje je K(¢) elementarna matrica krutosti elementa (e), u(®) elementarni vektor nepoznatih pomaka
(uzduznih pomaka Gvorova elementa (e)), q(®) elementarni vektor optereéenja elementa (e) i k(¢ vektor
zadanih koncentriranih sila u évorovima elementa (¢).  Elementarni vektor optereéenja za konacni
element uzduzno optereéene grede (e) opéenito glasi

q©) = /n<e>N<e>de ’ (4.2.12)
()

a elementarnu matricu krutosti mozemo izraziti, uz definiranu matricu elasti¢nosti D(¢) = [EF ] i defor-
macijsku matricu B(®) linearnog konacnog elementa uzduzno optereé¢ene grede (e)

dN(©) . .
B — =- [(u;;“ ‘“;’ﬁ)] 7 (4.2.13)
pomocu opcenitog izraza
L
K© _ / BOTDOBO s (4.2.14)

0
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4.2.2. Elementarna matrica krutosti linearnog konac¢nog elementa uzduzno optereéene
grede

Promatramo linearni konaé¢ni element uzduzno optereé¢ene grede duljine L(¢) i zadane uzduzne krutosti
(EF)(®). Stupnjevi slobode tog elementa uzduzni su pomaci krajeva elementa, u; = u(z1) = u(0) i

U1 (EF)(e) U2
—

e

< >

Slika 4.2.2: Linearni konacni element uzduzno optereéene grede

uy = u(x) = u(L)). Pomake unutar elementa izrazavamo kao polinom prvog stupnja,

Co

u(x) =co+ecz=[1 z { ] = dc. (4.2.15)

C1

Uvrstavanjem vrijednosti u jednadzbu (4.2.15) dobivamo sustav jednadzbi za nepoznate koeficijente vek-
tora ¢

u®@ = Ac (4.2.16)
[Z;] - E L?e)} [Zﬂ (4.2.17)

Iz prethodne jednadzbe slijedi vektor nepoznatih koeficijenata,
c=A"1u . (4.2.18)
Uvrstavanjem izraza (4.2.18) u jednadzbu (4.2.15) slijedi
u(x) = @A = Ny (4.2.19)

Uzduzne pomake tocaka duz kona¢nog elementa (e) zapravo smo izrazili kao linearnu kombinaciju pomaka
¢vorova elementa

u(@) = N (@)ur + N3 (2)uz = NOu© | (4.2.20)
pri cemu je elementarna matrica funkcija oblika N(¢) eksplicitno izrazena u obliku
e e e (e) _
NO = M) NO@)] =L 2] (42.21)

Za funkcije oblika Ni(e) vrijedi da je vrijednost u pripadnom ¢voru z; konac¢nog elementa (e) jednaka 1,
a u ostalim ¢vorovima (z;,j # ¢) jednaka 0,

. 1 i=j
N () =6 = {0 Z.#; . (4.2.22)

Slika 4.2.3: Funkcije oblika N{ i N{®

Linearna funkcija uzduznih pomaka tocaka unutar elementa (e) sada glasi

L) — g x
—N@ e =
u(x) = Ny T “ + T2 (4.2.23)
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Deriviranjem funkcija oblika, Nl(e) (z) i NQ(e) (z) slijedi, u varijacijskoj formulaciji potrebna prva derivacija

. . . . , (e) (e)
za linearni konaéni element uzduzno optereéene grede, B(¢) = 42 (¢ = du ¢(e) — %u(e)),

dx dz’
dN(©) () (e)
B() = S = {dg; an; } — -5 5] - (4.2.24)
Uz matricu elastiénosti, D(¢) = [EF ](e), kona¢nog elementa (e) slijedi elementarna matrica krutosti za
linearni konaéni element uzduzno opterecene grede,
L
T
KO _ / [B@} DEOBO 4z
0
(BP9 71 1
- =10 (4.2.25)

U slucaju linearnog konacénog elementa kod kojeg geometrijske i/ili fizikalne karakteristike nisu kon-
stantne slijedi integralni izraz za elementarnu matricu krutosti

LT B(@)F(z)  —E(2)F(z)

1
K® = _— / dz . 4.2.26
I(e)2 . x ( )

Prikazani integral za proracun elementarne matrice potrebno je numericki integrirati. Za uzduzno
optereéenu gredu konstantnog modula elasticnosti i linearno promjenjivog poprecnog presjeka dovoljna
je numericka integracija samo s jednom integracijskom tockom (u sredini elementa). Za takvu gredu, uz
linearnu promjenu povrsine poprecnog presjeka po funkciji F(z) = F(L(®) 4 2)/L(®), slijedi elementarna

matrica krutosti o
L _ _
K<€>—EF(2) L1 gpp [t -
o L) T or(e)

(4.2.27)

-1 1 -1 1

4.2.3. Elementarni vektor optereéenja linearnog kona¢nog elementa uzduzno opterecene
grede

Elementarni vektor opterecenja linearnog kona¢nog elementa uzduzno opterec¢ene grede izratunamo
prema izrazu (4.2.12),

(e) L (e)
L T f n(x)LL(;Idx
q© = / n(@) [NO| dw= | 0, . (4.2.28)
0 I n(x) 5 da
0

Za poseban slucaj jednoliko kontinuiranog optereéenja duz elementa, n(x) = n, slijedi elementarni vektor
optereéenja
)
2
q® =n : (4.2.29)
e
2

4.3. Kvadratni konac¢ni element uzduzno opterecene grede

4.3.1. Elementarna matrica krutosti kvadratnog konac¢nog elementa uzduzno opterecene
grede

Promatramo kvadratni konaéni element uzduzno optereé¢ene grede duljine L(¢) i zadane uzduzne kru-
tosti (EF )(e). Stupnjevi slobode kvadratnog konac¢nog elementa uzduzno opterecene grede uzduzni su
pomaci krajnjih évorova elementa, uq = u(x1) i us = u(xs) i uzduzni pomak sredisnje tocke (sredisnjeg
¢vora) konacnog elementa us = u(zs). Pomake unutar elementa izrazavamo kao polinom drugog stupnja
u obliku,

u(r) = co + 1w + co2? . (4.3.1)
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ueEF) (e) u us
— E— R

e

< >

Slika 4.3.1: Kvadratni konacni element uzduzno optereéene grede

Uvrstavanjem nepoznatih vrijednosti pomaka u évorovima elementa, u(0) = wui, uw(L(®)/2) = wuy i
u(L(e)) = ug, slijedi kvadratna funkcija pomaka tocaka unutar elementa kao linearna kombinacija pomaka
¢vorova kvadratnog konacnog elementa

22 3x 422 4x 22 T
— N, — _ _ — ) u
u(z) = N@yle) = (L<e>2 G 1) up + ( PEE + L(e)> ug + (L(€)2 L(e)) uz . (4.3.2)

Za funkcije oblika kvadratnog konacnog elementa vrijedi Ni(e) (xj) = dij.

N S P N (x)L(e)
x

N§9 ()

Slika 4.3.2: Funkcije oblika N{®, N{® i N{®

Deriviranjem funkcija oblika za kvadratni konaé¢ni element uzduzno optereéene grede slijedi, u vari-

jacijskoj formulaciji potrebna derivacija funkcije oblika kvadratnog konac¢nog elementa, B(¢) = dld\I;e) ,

B — dN() :[dN{e) AN dN:,E@}

dx dx dz dx
_ 4 3 8 4 4 1
= [(T(f)? - ﬁ) (*Tf)z‘ + ﬁ) (Tmﬂ - m)] : (4.3.3)

Uz matricu elasticnosti D(¢) = [EF) © slijedi elementarna matrica krutosti kvadratnog kona¢nog elementa
uzduzno optere¢ene grede

L
K© _ /[Bw) DOBO 4y
0
rz _8 1
3 3 3
(EF)(G) 8 6 8
- B e g (4.3.4)
1 _8 7
L 3 3 3
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4.3.2. Elementarni vektor optereéenja kvadratnog konaénog elementa uzduzno optereéene
grede

Za kvadratni kona¢ni element uzduzno opterec¢ene grede slijedi pripadni elementarni vektor optereéenja

_L(e)
[ n(x) (%—%—Fl)dx
0
L
() ©]" v 2
4 0
L R
[ n(@) (2 - ) da

Za jednoliko kontinuirano optereéenje duz elementa, g(x) = ¢, elementarni vektor optereé¢enja glasi

L
6

a“ =q 22| . (4.3.6)

L
6

4.4. Proracun uzduzne sile u uzduzno opterecenoj gredi

Za uzduznu silu u nekom presjeku uzduzno opterecene grede vrijedi
N(z) = EFJ/(z) . (4.4.1)

Vrijednost sile u bilo kojoj tocki konacnog elementa uzduzno optereé¢ene grede mozemo izracunati uvrstavanjem
koordinate presjeka x u lokalnom koordinatnom sustavu tog kona¢nog elementa u izraz

N©(z) = [EF]© () (B<e) (w)) u© (4.4.2)

gdje je u(®) vektor pomaka Gvorova promatranog kona¢nog elementa. Pozitivna proracunata vrijednost
predstavlja vla¢nu silu, a negativna vrijednost tla¢nu silu u elementu.

Kod linearnog konaé¢nog elementa dobivena funkcija daje konstantnu silu duz konacnog elementa.
Kod izravno neoptereéenih elemenata takva razdioba jednaka je analitickoj funkciji za silu. Kod izravno
opterec¢enih elemenata analiticka funkcija za silu nije konstantna sto dovodi do odstupanja ovakvog prikaza
od analiticke funkcije. Povecanjem broja elemenata dobivamo toc¢nije rjesenje s linearnom konvergencijom
(dvostruko manja duljina kona¢nog elementa povla¢i dva puta manju pogresku). Iznos uzduzne sile u
tocki integracije (u sredini linearnog kona¢nog elementa) jednak je analitickom iznosu uzduzne sile u tocki
integracije. Linearna interpolacija funkcije izmedu iznosa u tockama integracije rezultirat ¢e linearnom
razdiobom uzduzne sile jednakoj analiticko] razdiobi uzduzne sile u jednoliko uzduzno opterecenoj gredi.

Kod uzduzno optereéenih elemenata mozemo dobiti funkciju jednaku analitickoj funkciji ako izraz
(4.4.2) korigiramo sa Née) (x), utjecajem opterecenja i elementarnog vektora opterecenja na funkciju za
silu duz elementa,

NOw) = (BF) (2) (B (@) u) + N7 (o) (443)
Za jednoliko kontinuirano optereéenje n(x) = n duz elementa taj utjecaj iznosi

(e
N (z) = ”T —na, (4.4.4)

a opéenito mozemo iskazati kao

L T

NP = [ nomdc- [nac (1.45)

0 0
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Korekceijski ¢lan, u stvari, slijedi iz lokalne jednadzbe ravnoteze promatranog kona¢nog elementa (e).

Kod kvadratnog konacnog elementa dobivena funkcija daje linearnu razdiobu sile duz konac¢nog ele-
menta. Takvim konacnim elementom, i za grede uzduzno opterecene jednolikim kontinuiranim optere¢enjem,
izraz dobiven numerickim prora¢unom jednak je analitickom izrazu za razdiobu sile duz elementa.

Sile u ¢vorovima kona¢nog elementa slijede iz jednadzbe ravnoteze

(e) (e)
N, [EF] 1 —1] [u q
() — [*Vik _ (e),(e) _ (&) — 1 |4
’ [N,s?] R s R IR
(BF)* [—<u2 = u1>] H
= — — . 4.4.6
L(C) (u2—u1) Q2 ( )

Na taj nacin proracunate pozitivne vrijednosti uzduzne sile u pocetnom ¢voru predstavljaju tlacnu
uzduznu silu, a u krajnjem ¢voru vlacnu uzduznu silu. Ako je uzduzna sila duz grede konstantna,
prorac¢unate vrijednosti u ¢vorovima bit ¢e jednake, ali suprotnog predznaka.

4.5. Transformacija elementarne matrice krutosti u globalni koordinatni sus-
tav

Promatramo konaéni element uzduzno optere¢ene grede duljine L(¢) i uzduzne krutosti (EF )(E) u
proizvoljnom polozaju u ravnini xz pod kutem a u odnosu na os x. Kut a predstavlja zaokret lokalnog

T

2N o

ZI

Slika 4.5.1: Uzduzno opterecena greda u proizvljnom polzaju u ravnini

koordinatnog sustava x’z’ prema globalnom koordinatnom sustavu zz.
Neka su ny i np pomaci ¢vorova elementa u lokalnom koordinatnom sustavu, a uq, vy, ug, v2 pomaci
¢vorova u globalnom koordinatnom sustavu,

ul"kT:[m na| ung:[Ul o1 up ol . (4.5.1)

Pomake ¢vorova u globalnom koordinatnom sustavu mozemo izraziti kao funkciju pomaka ¢vorova u
lokalnom koordinatnom sustavu,

u; =mn;cosa, v; = —n;sina, i =1,2, (4.5.2)

a pomake ¢évorova u lokalnom koordinatnom sustavu mozemo izraziti kao funkciju pomaka ¢vorova u
globalnom koordinatnom sustavu,

n; =u;cosa —v;sina, i =1,2. (4.5.3)

Iskazane relacije mozemo prikazati i u matri¢cnom zapisu

ugl _ Tlok—»glulok , ulok _ Tgl—)lokugl , (454)
pri ¢emu su matrice transformacije
cos 0

lok—al — |~ sin o 0 mol—lok _ [COSQ — sin 0 0 155

a 0 cosa |’ 10 0 cosa —sina (4.5.5)

0 —sina
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Kod numeric¢kog proracuna na ra¢unalu za konstrukciju upisujemo koordinate ¢vorova, pa prethodne
transformacije mozemo izraziti i bez trigonometrijskih funkcija, samo pomoc¢u koordinata ¢évorova. Za
koordinatni sustav xz matrice transformacije glase

To — X1 0
lok—gl _ I |z—2 0 Tol—lok _ I |zo—21 20— 21 0 0 /
L(e) 0 To — x| ] L(e) 0 0 To —T1 29— 21
O Z9 — 21

(4.5.6)

pri éemu i duljinu konaénog elementa, L(¢), mozemo izraziti preko koordinata évorova

1O = /(@3 — 21) + (22— 2)’ . (4.5.7)

Transformacija elementarnog vektora opterecenja u globalni vektor opterecenja ide po nacelu trans-
formacije elementarnog vektora pomaka ¢vorova

qgl _ Tlok—»glqlok , qlok: _ Tgl—>lok:qgl , (458)

uz iste matrice transformacije kao i kod transformacija pomaka ¢vorova.

4.6. Matrica krutosti kona¢nog elementa uzduzno optereéene grede u glob-
alnom koordinatnom sustavu

Deformaciju proizvoljnog elementa mozemo izraziti preko pomaka ¢vorova u globalnom koordinatnom
sustavu

€ = B(e)ulok — B(e)Tgl—>lokugl
Uy
1 1 1] cosae —sina 0 0 vy
o L(e) 0 0 cosa  —sinal| |ug
V2
U
1
= 1® [—cosa sina cosa —sina] Z; (4.6.1)
V2
Uy
1
= W [—(:ZZQ — 1‘1) —(2’2 — 21) To — T z9 — 2’1] Z;
V2
= B9,

Elementarna matrica krutosti uzduzno optereéene grede u globalnom koordinatnom sustavu glasi

(e
K% = / B9 (EF)(© B9 dys
0
COS (v COs @ —cosasina  —cosacosa  cosasina
_ EF | —sinacosa sin asin o sin o cos a —sinasina (4.6.2)
~  L(e) | —cosacosa cos asin « COS (X COS (v — cos asin « o
sin e cos —sinasina  —sinacosa sin acsin av
(g —21)? (fcz—wl)(z22—z1) — (w2 —1)? —(m—xl)(Zzz—Zl)
_ BF ] (z2— 1) (22 — 21) (22 — 21) — (w2 — 1) (22 — 21) — (22 —21)
L3 — (22 — 1) —(x2 —x1) (22 — 21) (w2 —x1)? (z2 — 1) (22 — 21)
— (w2 — 1) (22 — 21) — (22— 21)? (z2 —21) (22 — 21) (22— 21)°

4.7. Proracun uzduznih sila u kona¢nom elementu uzduzno opterecene grede
u globalnom koordinatnom sustavu

Kod konacnog elementa uzduzno optereéene grede u proizvoljnom polozaju dobivene vrijednosti po-
maka ¢vorova iskazane su u globalnom koordinatnom sustavu. Za dobivanje iznosa uzduzne sile u elementu
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potrebno je promatrati dobivene vrijednosti pomaka ¢vorova elementa u lokalnom koordinatnom sustavu.
Izraz za proracun sila u elementu slijedi prema (4.4.2),

N(© () = (EF)(E) (z) (B(e)(x)) ul®

— (EF)° (2) (B<e> (x)) Tol—lokysl | (4.7.1)

gdje je ul® vektor pomaka évorova u lokalnom koordinatnom sustavu promatranog kona¢nog elementa,
a u9 vektor pomaka ¢vorova promatranog konacnog elementa u globalnom koordinatnom sustavu.

Za dobivanje iznosa uzduznih sila u ¢vorovima potrebno je takoder promatrati dobivene vrijednosti
pomaka ¢vorova u lokalnom koordinatnom sustavu. Uzduze sile u évorovima kona¢nog elementa slijede
prema izrazu

e)
S(e):[xi(i)] = KOu© _ g©) = KEOToi-lokysl _ o)
ki
Uy
- [EF](e) (1 —1] [cosa —sina 0 0 N
o L |-1 1 0 0 cosa  —sina| |ug q2
V2
Ui
B [EF) [ cosa —sina —cosa sina | | |a (4.7.2)
o L(e) —cosa  sina cosa  —sinal| |ug Q2 o
V2

[EF](E) [(vg — vy)sina — (ug — up) cos a} B [ql}
L@ |(uz —uy)cosa — (vy —vy)sina g2

[BF]' [—(vs —v1)(22 — 21) — (uz —ua) (w2 — 951)] B [Ch}
L@? | (u2 —u1)(ra —21) — (v2 —v1)(22 — 21) q2]

Na taj na¢in prora¢unate pozitivne vrijednosti sile u poc¢etnom ¢voru predstavljaju tlacnu uzduznu silu,
a u krajnjem ¢voru vlaénu uzduznu silu.

/

T
(e)
T Nki
e
N

/

Slika 4.7.1: Pozitivne vrijednosti uzduznih sila u ¢vorovima uzduzno optere¢ene grede

Zl

4.8. Primjeri

Primjer 4.8.1. Zadana je greda duljine L sastavljena iz dva dijela razlicitih geometrijskih karakteristika
opterecena uzduznom vlacnom silom K na slobodnom kraju. Potrebno je odrediti uzduzni pomak slobodnog
kraja grede i uzduZnu silu u gredi i definiranim c¢vorovima grede.

Podijelimo gredu na dva linearna kona¢na elementa (elementi 1-2 i 2-3), svaki je element duljine
L = % Za svaki element mozemo napisati pripadnu elementarnu matricu krutosti

2EF. - 9EF _
K'"2=222 { ! 1} K2 = 2 { ! 1] : (4.8.1.1)

L |-1 1 L |-1 1
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a E, F, E,Fy
—_ K

L/2 L/2

Slika 4.8.1.1: Sastavljena greda optere¢ena uzduznom vla¢nom silom na slobodnom kraju

O

? E, F, @ E, P @

L/2 L)2

Slika 4.8.1.2: Podjela grede na konacne elemente

Uklapanjem elementarnih matrica krutosti slijedi globalna matrica krutosti zadanog sustava

Fy —F 0
2F
0 —F Fy

Uz rubne uvjete, nepomican lezaj u poc¢etnom évoru, u; = 0 i opterecenje silom K u krajnjem ¢voru

Ss = K, sustav jednadzbi glasi

1 0 0
(751 0
0 2E(FE+F1) —2BE | gyl = |0 . (4.8.1.3)
us K
0 _2EF 2EF
L L

RjeSenjem sustava slijedi vektor nepoznatih uzduznih pomaka ¢vorova

T
T KL KL (F1 + Fg)

Sile u definiranim kona¢nim elementima zadane grede za svaki element slijede prema izrazu

W — )
et (4.8.1.5)

N(e)(x) _ [EF](E) (B(e)) (e) _ [EF](E) 76 ,

Sto za elemente 1-2 i 2-3 daje vrijednosti sila

L 2EF Fy

KL
_ 2EF,
N'=2= FF, T =K
2
(4.8.1.6)
KL(Fi+F) KL
N2-3 — EFR, 2EF1F2£ 2EF; _ K
2
Uzduzne sile u ¢vorovima slijede, prema jednadzbi (4
2FEF:
Mol 2 , (4.8.1.7)
Noy L QEF2
N. 2FF: K
|: 23:| = - [KL F1+F2 ] - |:K:| . (4818)

N3a
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Slika 4.8.2.1: Greda optereéena jednoliko kontinuiranim uzduznim vla¢nim opterecenjem

Primjer 4.8.2. Zadana je greda duljine L, konstantne uzduzne krutosti EF, opterecena jednoliko kon-
tinuiranim uzduznim vlacnim opterecenjem n duZ svoje uzduzne osi. Potrebno je odrediti uzduzni pomak
slobodnog kraja grede i uzduznu silu u gredi © definiranim cvorovima grede.

Podijelimo gredu na dva linearna konac¢na elementa (elementi 1-2 i 2-3), svaki element duljine L/2.
Elementarna matrica krutosti i elementarni vektor optereéenja jednaki su za oba kona¢na elementa

E.F E.F
% o

L/2 L/2

Slika 4.8.2.2: Podjela grede na konac¢ne elemente

1 -1
1—2 2-3 _ 2EF

K™= K7 = = 11
nL T (4.8.2.1)
1

ql2= %=
nL
1 J

Uklapanjem elementarnih matrica krutosti i elementarnih vektora opterecenja slijede globalna matrica
krutosti i globalni vektor opterecenja zadanog sustava

1 -1 0
2EF
K = —F/|-1 2 -1}, (4.8.2.2)
0 -1 1
n n n T
q = [z =L =oL]7 (4.8.2.3)

Uz rubni uvjet, nepomican lezaj u poc¢etnom ¢voru, uy = 0, sustav jednadzbi glasi

=10 2 -1 |u| =2 . (4.8.2.4)

Rjesenjem sustava slijedi vektor nepoznatih uzduznih pomaka ¢vorova

(4.8.2.5)

3nl? nL? }T

T
u=ln v u) = [O SEF 2LF

Ako zelimo izracunati pomak neke tocke grede izvan defriniranih ¢vorova, uzmemo pripadnu aproksi-
maciju na onom elementu na kojem se nalazi promatrana tocka. Neka je trazen pomak tocke x = 3L/4

slijedi
3L\ 5.3 L B x T
u (4) = (m =) = (-1)wt o (4.8.2.6)

13nL? L1 nlL?  TnL?
28EF  22EF 16EF

(4.8.2.7)
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Analiticko rjesenje za zadanu tocku iznosi 15nL?/(32EF) §to znaéi da je numericki dobiveno rjesenje s
pogreskom od 6.7%. Odstupanje od analitickog rjesenja posljedica je linearne aproksimacije (aproksi-
macije polinomom prvog stupnja) kvadratne funkcije pomaka (polinoma drugog stupnja).

Uzduzne sile na svakom elementu slijede prema izrazu (4.4.2),

2EF [1 —1][ 0 3nL
N'72(z) = [ } { . ] == (4.8.2.8)
L -1 1 ?E);EI}“ 4
2QEF [ 1  —1] |3nL2 nL
2—3 _ SE —_
Ny = = [_1 1} [nﬁ? == (4.8.2.9)
2EF

Na taj nacin dobivene su konstantne vrijednosti uzduznih sila na elementima, a iz prirode zadane fizikalne
zadace jasno je da je uzduzna sila duz grede linearno promjenjiva. Uvedbom korekcijskog faktora prema
izrazu (4.4.3) slijede analiticke vrijednosti uzduznih sila duz kona¢nih elemenata,

3nL nL

N'2(2) 1 + o ne= n(L —x), (4.8.2.10)
L nL

N23(z) = "T + "T —nz = g(L — %) . (4.8.2.11)

(4.8.2.12)

N 2EF |1 -1 |u 4
gl-2 _ [z _ b = , 4.8.2.13
|:N21 L -1 1 U2 nL nL ( )
Rl )
LT T nlL
Y 2EF [1  —1] [u 1 2
g2-3 _ [tV23) _ 2] — = ) 4.8.2.14
[N32 L |-1 1] |us nL ( )
5l o

Ako za rjesavanje uzmemo kvadratni konac¢ni element, dovoljno je uzeti jedan kona¢ni element duljine
L), Globalna matrica krutosti i globalni vektor optereéenja jednaki su elementarnoj matrici krutosti,
(4.3.4), i elementarnom vektoru opterecenja, (4.3.6), uz L(¢) = L, te uvrstavanjem rubnog uvjeta u; = 0
slijedi sustav

1 0 0 0
EF “1
< |0 L8 Jug| =n |2 . (4.8.2.15)
us3
8 7 L
0 -5 3 4

RjeSenjem sustava slijedi vektor nepoznatih pomaka

3nl? nL? ]T

(4.8.2.16)
8EF 2EF

u:[ul U2 ’U,3}T:|:O

Funkcija pomaka kvadratna je funkcija jednozna¢no odredena s vrijednostima u ¢vorovima, $to znaci da
je za jednoliko kontinuirano optereéenje veé s jednim kvadratnim kona¢nim elementom dobivena zapravo
analiticka funkcija,

(@) 222 3x 1) w4 42 + 4x s + 2a:2 x
U = —_——— —— — + — —— = — | u
@2 L P\ L2 T @) T \pe? L@)
— Lﬁfgiij]_ 0+ 747.%24»471' 3TLL2+ LZQ,E nL2
o L2 L L2 L ) 8EF L2 L) 2EF
n 22

Uvrstavanjem a = 3L/4, za prethodno odabranu tocku, u prethodnu jednadzbu, slijedi prorac¢unati
pomak tocke u(3L/4) = 15nL?/(32EF) $to je jednako analitickoj vrijednosti pomaka u toj tocki.
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Uzduzna sila na kvadratnom kona¢nom elementu slijedi prema izrazu

NO@) = [BEF© (B<€>) u© (4.8.2.18)

_ @ (4 3 8z 4 dr 1
= [EF] [(L(e)z L(e))m-i-( L(€)2+L(E) Ug + o7 IO usl| ,

Sto u ovom primjeru znaci

4r 3 8r 4\ 3nL? 4r 1\ nL?
N(z) = EF [(B - L> 0+ <L2 + L) s5F + <L2 - L) 2EF} =n(L—z). (48219

Na taj nacin dobivena je razdioba uzduzne sile jednaka analitickoj funkciji razdiobe uzduzne sile duz
grede.

Primjer 4.8.3. Zadana je sloZena, iz tri dijela, greda opterecena koncentriranom uzduznom vlacénom
silom K na slobodnom kraju. Potrebno je odrediti uzduzni pomak tocke na spoju greda i slobodnog kraja
greda i uzduznu silu u elementima i ¢vorovima grede.

EF BF
+—— .«
© E2F

oL L

Slika 4.8.3.1: Slozena greda optere¢ena koncentriranom vla¢nom silom na slobodnom kraju

Podijelimo gredu na tri konac¢na elementa (elementi 1-3, 2-3 i 3-4). Elementarne matrice krutosti za

® ®

EF EF

E,2F
2L L

Slika 4.8.3.2: Podjela grede na konacne elemente

pojedine elemente su

- 1 -1
K278 = 221“3;“[ ] , (4.8.3.1)

K34 = EFF _1} :

B
[es) I
—
—
o

K=— B : (4.8.3.2)
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Uz rubne uvjete u; = 0,us = 0 i opterecenje silom K u ¢voru 4, sustav jednadzbi glasi

(1 0 0 0]
Uq 0
pr |V L0 0Ll o
el = (4.8.3.3)
Lidoo 3 —1f|" 0
2 Uyg K
0 0 -1 1|
Rjesenjem sustava slijedi vektor nepoznatih uzduznih pomaka u definiranim ¢vorovima,
T
T 2KL bHKL
u=|u; Uz U3 U = - —— 4.8.34
i v w]"=[o o ZKL DKL (48:3.4)
Uzduzne sile na kona¢nim elementima za svaki element slijede prema izrazu
(e) © (@) y© ()“ge)—uge)
e _ e e e) __ e
N©)(z) = EF (B ) u®) = pp 2 _E (4.8.3.5)
sto daje vrijednosti sila u elementima
2K L
N172 — EFW _ 5
2L 37
2KL
N3 = opp3Er _ 2K (4.8.3.6)
2L 37
S5KL _ 2KL
N34 _ Epp3EF _3EF _ o
L
Uzduzne sile u ¢vorovima konac¢nih elemenata slijede prema izrazima
_ - _ I K
N EF |1 -—1||u 3
gl-3 _ [tVi3) =0 H = 4.8.3.7
| V31| 2L -1 1| |us] K | ( )
L 3
_ : _ I [ 2K
N. EF|1 -1||u 3
g2-3 _ (V23] _ 2O 2| = 4.8.3.
| N3z L |[-1 1] |us] oKk | (48.3.8)
L 73
[N34] EF[1 -1 [us] [-K
3—4 _ [{V3a| _ &L 3| _
ST =Nal S Tl 1wl T k] (4.8.3.9)

Primjer 4.8.4. Zadana je greda duljine L s definiranom linearno promjenjivom pouvrsinom popreénog
presjeka F(x) = F(2L — x)/L opteredena uzduinom vlacnom silom K na slobodnom kraju. Potrebno je
odrediti uzduzni pomak slobodnog kraja grede i uzduznu silu u gredi.

E
2F F]l— K

AN

L

< >

Slika 4.8.4.1: Greda linearno promjenjivog popre¢nog presjeka optere¢ena uzduznom vlaénom silom na
slobodnom kraju

Ocito je da je uzduzna sila duz grede konstantna, jednaka K, a analiticka rjesenja za funkciju pomaka
i vrijednost pomaka slobodnog kraja iznose
KL 2L KL KL
() -

Sl 1) (e = —ZIn2 = —20.693147 . 4.8.4.1
u(@) = gnin | 57— Fpln2 = 550603147 (4.8.4.1)
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©,
—O— K

L

) jsm’s ©

>

Slika 4.8.4.2: Greda kao jedan konaé¢ni element

Cijelu gredu definiramo kao jedan konaé¢ni element (1-2) duljine L. Za takav konacni element mozemo
izracunati pripadnu elementarnu matricu krutosti numerickom integracijom pomocu jedne tocke inte-

gracije, I(F) = L©F (L(e>> = 3EL

L 3 3
E Fle)  —F() EF |2 "2
12 f/ de = — : (4.8.4.2)
0

Uz rubni uvjet u; = 0, sustav jednadzbi glasi

1 0 u 0
1
- . 4843
0 BEE L‘J [K] ( )
2L

Rjesenjem sustava slijedi vektor nepoznatih uzduznih pomaka u definiranim ¢vorovima,

T
u= [ul UQ]T = {0 ZQ’)IE{;} . (4.8.4.4)

Dobiveni rezultat na slobodnom kraju grede razlikuje se od analitickog rjesenja za 3.82%. Razdioba sile
duz grede prema jednadzbi (4.4.2) slijedi kao izraz

2L -z 12KL _ 2(2L —z)
L L3EF 3L

N©)(z) = EF K. (4.8.4.5)

To znaci da iznosi sila u évorovima, N(0) = %K i N(L) = %K, odstupaju od stvarnog iznosa sile za
33.33%. Iznos sile u tocki integracije, N(L/2) = K, jednak je analitickoj vrijednosti sile. Sile u ¢vorovima
4

kona¢nog elementa slijede prema izrazu, (4.7.2) ,
3 _3
N EF | 2 2| |u -K
Si=2 = | TP = — Y= : 4.8.4.6
|:N21 L | 3 3 U K ( )
2 2

Za dobivanje to¢nije vrijednosti uzduznog pomaka slobodnog kraja grede, podijelit ¢emo gredu na
dva konacna elementa duljine L(¢) = L/2. Za takvu podjelu mozemo izrac¢unati pripadne elementarne

@ ©, ®
—O— K

L/2 L2

Slika 4.8.4.3: Podjela grede na dva konacna elementa
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matrice krutosti numerickom integracijom pomocu jedne tocke integracije na svakom kona¢nom elementu

- - -
V[ P(e)  —F(a)] 2 T2
E EF
K'™72 = de=—"—1| - 1 , (4.8.4.7)
L 2 L — L L
(2)" 5 [-F@) F) ] : 2
. i :§ _§:
F(z) —F(z) 22
E EF
K2_3 = dx = — 5 5 (4848)
(%) L =2 3
27 )2 _—F(:,C) F(%) |
Uklapanjem elementarnih matrica krutosti slijedi globalna matrica krutosti zadanog sustava
. -
5 —5 0
EF 7 5
K= - |-% 6 -2 (4.8.4.9)
5 5
0 -3 3
Uz rubni uvjet, nepomican lezaj u pocetnom ¢voru, vy = 0, sustav jednadzbi glasi
[0
1 O 0 (V51
EF
< |0 6 —21 jua| = |0 (4.8.4.10)
0 -3 £ lw
| K
RjeSenjem sustava slijedi vektor nepoznatih uzduznih pomaka ¢vorova,
T
2KL 24KL
u= [ul U9 U3] = {0 e 35EF} (4.8.4.11)

Dobiveni rezultat na slobodnom kraju grede razlikuje se od analitickog rjeSenja za 1.084%, a u sredini
grede za 0.684%. Razdioba sile duz grede prema jednadzbi (4.4.2) slijedi za svaki od elemenata u obliku,

2L —x 22KL  4(2L — )

N'72 = EF = = K 4.8.4.12
(=) L L7EF 7 (4.8.4.12)
~ 9L —x2 (24KL 2KL\ 4(2L — )
NZ73 = EF = - = K. 4.8.4.1
() L L (35EF 7EF) 5L (48.4.13)
To znaéi da iznosi sila u évorovima elementa 1 — 2, N(0) = 8K i N(L/2) = $K, odstupaju od stvarnog

iznosa sile za 14.3%, a iznosi sila u évorovima elementa 2 — 3, N(L/2) = ¢K i N(L) = K, odstupaju od
stvarnog iznosa sile za 20%. Iznos sile u tocka integracije oba elementa, N(L/4) = N(3L/4) = K, jednak
je analitickoj vrijednosti sile. Sile u ¢vorovima definiranih konacnih elemenata slijede prema izrazima,

(4.7.2),

S
o SR
[N EF u -K
S'? = NZ = < |1 : u; = x| (4.8.4.14)
L 2 2 L4 L p
- 5 _g:
[Nas] BF | " 7| w]  [-K]
— u —_
S8 = Niz = T |5 s ui =| & (4.8.4.15)
L 2 2 Lol L i

Ako za rjesavanje uzmemo jedan kvadratni konaéni element duljine L(¢) = L, globalna matrica krutosti
jednaka je elementarnoj matrici krutosti, (4.3.4). Elementarna matrica krutosti, uz matricu elasti¢nosti

D = EF2E=2 uz nuzne dvije tocke integracije jer je podintegralna funkeija polinom 3. stupnja, iznosi

2% 14 1
6 32

T EF

K = /BTDde == |-5 8 2 (4.8.4.16)

0
1 _ 10 17
3 36
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Uvrstavanjem rubnog uvjeta u; = 0 slijedi sustav

1 0 0 0
EF “
<10 8 D juz| =107 . (4.8.4.17)
U3
0o -1 I K

Rjesenjem sustava slijedi vektor nepoznatih uzduznih pomaka ¢vorova

T
T [0 15K L 9KL} . (4.8.4.18)

u=lu w ouw] =0 S En

Dobiveni rezultat na slobodnom kraju grede razlikuje se od analitickog rjesenja za 0.121%, a u sredini
grede za 0.271%. Razdioba sile duz grede prema jednadzbi (4.4.2) slijedi kao izraz

2L —x 1 dr 3 8z 4\ 15KL 4r 1\ 9KL
N — EF B A _2m g ) 222 o) 2=
() L L KLQ L) +( " L) 32BF <L2 L) 13EF]
6(2L —z)(L + x)
= K 4.8.4.1

13L? (4.84.19)
To znaéi da iznosi sila u évorovima, N(0) = 12K, N(L/2) = 35K, N(L) = 12K, odstupaju od stvarnog
iznosa sile za 7.7%. Iznos sile u tockama integracije, x1 = 3_6‘/§L, Ty = %L, jednak je analitickoj

vrijednosti uzduzne sile K.

Primjer 4.8.5. Zadana je greda duljine L s nelinearno (eksponencijalno) promjengjivom povrsinom popreénog
L—x

presjeka F(x) = F2°¢ [ F(0) = 2F,F(L) = F optereena uzduznom vlacnom silom K na slobodnom
kraju. Potrebno je odrediti uzduzni pomak slobodnog kraja grede i uzduznu silu u gredi.

E

2F Fl|l— K

L

Slika 4.8.5.1: Greda nelinearno promjenjivog poprec¢nog presjeka optere¢ena uzduznom vla¢nom silom na
slobodnom kraju

Ocito je da je uzudzna sila duz grede konstantna, jednaka K, a analiticka rjesenja za funkciju pomaka
i iznos pomaka slobodnog kraja iznose

KL (QELL 1) 7 (L) KL KL

Cijelu gredu definiramo kao jedan konaé¢ni element (1-2) duljine L. Za takav konacni element mozemo
izracunati pripadnu elementarnu matricu krutosti numerickim integriranjem pomocu jedne tocke inte-

gracije, I(F) = LIOF (%) = FLV2,
~F() Vi

i F@

E EF

K'™?=_— dz = — : (4.8.5.2)
L 0/ _P@) F) L |-V2 V2

Uz rubni uvjet u; = 0, sustav jednadzbi glasi

10
% 0 V2 {Zj - [[O(] - (4.8.5.3)
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Slika 4.8.5.2: Greda kao jedan konacni element

RjeSenjem sustava slijedi vektor nepoznatih uzudznih pomaka ¢vorova,

‘/iKL]T . (4.8.5.4)

T
u= o _[O 2EF

Dobiveni rezultat za uzuzni pomak slobodnog kraja grede, u(L) = %g = 0.707107%, razlikuje se od

analitickog rjesenja za 1.974%. Razdioba sile duz grede prema jednadzbi (4.4.2) slijedi kao izraz

o 1VZKL 12
N@(z) = EF2LTZ§EF =2 K . (4.8.5.5)

To znaci da iznosi sila u ¢vorovima, N(0) = 2K i N(L) = gK , odstupaju od stvarnog iznosa sile za
41.4%. Iznos sile u tocki integracije, N(L/2) = K, jednak je analitickoj vrijednosti sile. Sile u ¢vorovima
kona¢nog elementa slijede prema izrazu

V2 V2
Sl=2 = [%ﬂ :% 5 3 [Zj = hﬂ . (4.8.5.6)

Za dobivanje to¢nijih rezultata podijelit ¢emo gredu na dva konaéna elementa jednake duljine, L(¢) =
L/2. Za takvu podjelu mozemo izra¢unati pripadne elementarne matrice krutosti numerickom integraci-

@ ©) ®

E

Slika 4.8.5.3: Podjela grede na dva kona¢na elementa

jom pomocu jedne tocke integracije na svakom konacnom elementu

g P F@)  —F@)] wpp [ 278 2]
K™% = - 2/ dr = —— , (4.8.5.7)
(5)° ) |-F(x) F(o) | SIS
LT F() —F2)] [273 —271%]
. E AEF
K>3 = — / dx:T . NE (4.8.5.8)
(5) L2 | —F(z) F(x) | | 277 277 |
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Uklapanjem elementarnih matrica krutosti slijedi globalna matrica krutosti zadanog sustava

274 2% 0
AEF :
K= —~ —9-% 27%492°%1 —927%| . (4.8.5.9)
0 —271 2-1

1 0 0 0

4EF _1 _3 _ _3 U1

== L N P O O (4.8.5.10)
R e N T

Rjesenjem sustava slijedi vektor nepoznatih uzduznih pomaka ¢vorova,

r T
KL . KL/ 5 _ s
_ g Blyz BLiy s o . 4.8.5.11
“=10 BFY " EF (2 T2 4)} ( )

Dobiveni rezultat na slobodnom kraju grede, u(L) = 0.71775%, razlikuje se od analitickog rjesenja
za 0.499%, sto ukazuje na kvadratnu konvergenciju niza rjeSenja, dvostruko manja duljina konac¢nog
elementa rezultira Cetiri puta manjim odstupanjem od analitickog rjesenja. Razdioba sile duz grede

prema jednadzbi (4.4.2) slijedi za svaki od elemenata u obliku,

-2 2 7KL L—dx
L

N2 = FEF2T 297 1= =9"1x K 4.8.5.12
() T2 =K (4.85.12)
93 _ szg 5 _zKL_ KL L4

N?73(z) = EF2°T 7 <2 42 B 2 e =271 K. (4.8.5.13)

To znadi da iznosi sila u évorovima elementa 1 — 2, N(0) = 25 K = 1.19K i N(L/2) = 273K = 0.81K,
i u évorovima elementa 2 — 3, N(L/2) = 271K = 0.81K i N(L/2) = 2iK = 1.19K, odstupaju od
stvarnog iznosa sile za 19%. Iznos sile u tocka integracije oba elementa, N(L/4) = N(3L/4) = K, jednak
je analitickoj vrijednosti sile.

Primjer 4.8.6. Zadan je resetkasti nosac opterecen koncentriranom silom K u desmom évoru donjeg
pojasa. Potrebno je odrediti pomake ¢vorova i uzudzne sile u elementima (Stapovima) reSetkastog nosaca.
Svi su §tapovi jednakog modula elasticnosti E i poprecnog presjeka F.

O®

L

® %

L

Slika 4.8.6.1: Zadani resetkasti nosa¢ optereéen koncentriranom silom

Na zadatku su oznaceni (numerirani) évorovi kona¢nih elemenata. Vektor nepoznatih pomaka ¢vorova
je
T _
W= [ Uy V1 Uz Vg U3 V3 Us Uy ] . (4.8.6.1)

Elementarne matrice krutosti stapova 1 — 21 3 — 4 su

1 0 —-1 0
EF |0 0 0 0
1-2 _ qe3—4 _ B
K =K"= 0 ] (4.8.6.2)
0O 0 0 O
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Stap 2 — 4 (évor 2 je pocetni évor, a ¢vor 4 je krajnji évor) pod kutem je od 37/2 u odnosu na os
globalnog koordinatnog sustava $to daje pripadnu elementarnu matricu krutosti

0 0 0 O

_ EF|o 1 0 -1
K24 — 1o 0 o o (4.8.6.3)

0 -1 0 1

Stap 1 —4 (¢vor 1 je pocetni vor, a évor 4 je krajnji évor) pod kutem je 77 /4, ili —m/4 u odnosu na os
globalnog koordinatnog sustava sto daje pripadnu elementarnu matricu krutosti

12 1/2 —1/2 —1/2
EF | 1/2 1/2 -1/2 -1)2

1-4 _
K™ = V3 |-1/2 —1/2 12 1/2 (4.8.6.4)
-1/2 -1/2 1/2 1/2
Uklapanjem elementarnih matrica slijedi matrica krutosti zadanog resetkastog nosaca
r 1 1 1 1T
I I S O R
- —= 0o 0 0 0 -——= ——=
2v/2 2v/2 22 2v/2
-1 0 1 0o 0 0 0 0
EF 0 0 0 1 0 0 0 -1
K=7T1 o o 0 0 1 0 -1 0 (486.5)
0 0 0O 0 0 O 0 0
1 1 1 1
-4 L 0 -1 0 0 2 1+
L 22 2v2 2v2 2v2
Koncentrirana sila zadana je u ¢voru 4 u pozitivnom smjeru osi z. Vektor opterecenja glasi
q=[0 000000 K] . (4.8.6.6)

Rubni uvjeti su u; = v1 = ug = v3 = 0. Izdvajanjem rubnih uvjeta slijedi sustav jednadzbi za preostale
nepoznanice

10 0 0 Us 0
EF |0 1 0 -1

< lo 0o 14+ L 2|0 (4.8.6.7)

L 12\@ 2\/51 Uy 0

0 _]. Tﬁ ]. + T\/i 'U4 K

RjesSenjem sustava slijedi vektor pomaka ¢vorova
KL

wT:ﬁ[o 00 (1+2v2) 0 0 —1 (1+2v2) . (4.8.6.8)

Na temelju prorac¢unatog vektora pomaka ¢vorova mozemo izracunati sile u stapovima zadanog reSetkastog
nosaca prema izrazu (4.7.1),

ST — [s2 524 g3 gt (4.8.6.9)
- o0 -k K2 . (4.8.6.10)

Primjer 4.8.7. Zadan je resetkasti nosac¢ opterecen koncentriranom silom K u srednjem c¢voru donjeg
pojasa. Potrebno je odrediti pomake ¢vorova i uzduzne sile u $tapovima resetkastog nosaca. Svi su stapovi
jednakog modula elasti¢nosti E i popreénog presjeka F'.
Na zadatku su oznaceni (numerirani) évorovi kona¢nih elemenata. Vektor nepoznatih pomaka ¢vorova
je
wh = [ U V1 Uy V2 U3 V3 Uy V4 Uz Vs Ug Vg } . (4.8.7.1)

Elementarne matrice krutosti stapova 1 —2,2—-3,4—-515—6 su

1 0 -1 0
EF|0 0 0 0
1-2 __ 2—3 __ 4—5 __ 5—-6 _
KI?=K7P =K' =K"= | (4.8.7.2)
0 0 0 0
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Slika 4.8.7.1: Zadani reSetkasti nosa¢ optereéen koncentriranom silom

Stapovi 1 —4, 2—51 3 —6 pod kutem su od m /2 zbog ¢ega slijede pripadne elementarne matrice krutosti

0 0 0 0
EFlo0 1 0 -1
1—-4 2—-5 __ 3—6 _ —~
K=K =K = | (4.8.7.3)
0 -1 0 1

Stap 2 — 4 pod kutem je 37/4, a stap 2 — 6 pod kutem je 7/4, a pripadne elementarne matrice krutosti
su

[ 1/2 12 —-1/2 -1/2]
K24 _ EF | 1/2 172 —-1/2 —-1/2
IVv2 |-1/2 —1/2 1/2 1/2 |
-1/2 -1/2 1/2 1/2 |
12 —1/2 —1/2 1/2]
_ EF |-1/2 1/2 /2 —1/2
2-6  _
K AR 12 —1)/2 (4.8.7.4)
| 1/2 —1/2 —1/2 1/2 ]
Uklapanjem elementarnih matrica slijedi matrica krutosti resetkastog nosaca
M1 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 T
0 1 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0
V2 1 1 1 1
-1 0 2+ Of -1 0 —3/ —575 0 0 —35/ PG
2 1 1 1 1
0 0 0 1+% 0 0 33 55 0o -1 53 ~5v3
0 0 -1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 -1
kK="l 0 0 -1 1 g o 141 1 1 g 0 0
L 2\{5 2\{5 22 2v2
0 -1 —3» —35 0 0 i 1tz 000 0 0
0 0 0 0 0 0 -1 0 2 0 -1 0
0 0 0 -1 0 0 0 0 0 1 0 0
1 1 1 1
0 0 —21% ENp) 0 0 0 0 -1 0 1+ %W —Wli
0 0 33 ~3/ 0 -1 0 0 0 0 ~3/ 1+ 33
] (4.8.7.5)
Koncentrirana sila zadana je u ¢voru 2 u smjeru osi z. Vektor opterec¢enja glasi
q=[0 00 K 0000000 O0]" . (4.8.7.6)
Rubni uvjeti su u; = v;1 = vg3 = 0. RjeSenjem sustava slijedi vektor pomaka ¢vorova
r KL
w :ﬁ[o 00 (1+v2) 0 0 1/2 1/2 0 (1+v2) —-1/2 1/2]. (4.8.7.7)

Na temelju prorac¢unatog vektora pomaka ¢vorova mozemo izra¢unati sile u Stapovima zadanog resetkastog
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nosaca prema izrazu (4.7.1),

gT _ [51—2 §2-3 g4-5 ¢5—6 gl-4 g2-5 G3—6 G2—4 52—6]T
T
- [o 0 -k _K _K o _K K& K| (4.8.7.8)

4.9. Zadaci

U zadacima je potrebno za zadane uzduzno opterecene grede, odrediti uzduzne pomake cvorova,
funkciju pomaka duz grede i uzduzne sile u elementima i ¢vorovima grede.

Zadatak 4.9.1.

2F
F
F K
Kk Fmmmme T -«—
2F p-—-—-—-—-—- —t—r—e— e — e — -—
L/2 L/2
L2 L/2 Zadatak 4.9.5. «——— p¢— »
2F
2F F
N s —l——
------------ i :
L/2 L/2
L/2 L/2 Zadatak 4.9.6. «——— »¢— »
Zadatak 4.9.2. «—>¢———»
2F
F
F Ao K
____________ e ]
2F fp————— —[—— e
&
Zadatak 4.9.3. -— e » Zadatak 4.9.7.
Zadatak 4.9.8.
2F
jra F K
IR B ] r op b B — X
L/2 L/2 L/2 L/2

A
Y
A
v

Zadatak 4.9.4.

U zadacima je potrebno za zadane reSetkaste nosace, odrediti pomake ¢vorova i uzduzne sile u

Stapovima.

Zadatak 4.9.9. I
L
:]
VK — K
VK | K - L L L L

— e —rt———r—>

Zadatak 4.9.10. Zadatak 4.9.11.
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Zadatak 4.9.13.

VE VK -
L L L L

+— e —>———>

Zadatak 4.9.14.

Zadatak 4.9.16.

Zadatak 4.9.17.
| K

Zadatak 4.9.18.
| K

Zadatak 4.9.19.
VK K

L L L L

Zadatak 4.9.20.
VK K
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5. Gredni konacni element

5.1. Osnovne jednadzbe savijanja grede
5.1.1. Rubna zadaéa savijanja grede

Gredni konacni element opisuje savijanje grede optere¢ene poprec¢no na svoju tezisnu os. Kod takvih
greda duljina grede znacajno je dominantna u odnosu na dimenzije poprecnog presjeka grede (b, h << L).
Opterecenje grede iskljucivo je u smjeru poprecne osi grede, koncentrirane poprecne sile K; u tockama x;,
koncentrirani momenti savijanja M; u tockama x;, distribuirano poprecno opterecenje ¢(z) i distribuirano
momentno optereéenje m(x) na pojedinim dijelovima grede.

|
Nl e N

T(x) M EI® m@)  T(z+de)

dx

< >

Slika 5.1.1: Poprecno opterecena greda

Uz zadanu krutost grede na savijanje, FI = EI(x), i popre¢no distribuirano optereéenje ¢ = ¢(x),
diferencijalna jednadzba ravnoteze popre¢no optereéene grede prema Bernoullijevoj teoriji savijanja glasi

(BIw")" =q, (5.1.1)

uz pripadne rubne uvjete (4 rubna uvjeta, po dva rubna uvjeta na svakom kraju grede, nuzno barem
jedan geometrijski rubni uvjet). Slaba formulacija rubne zadaée popreéno opterecene grede, uz zadane
rubne uvjete, glasi

L L
R(w,v) = /Elw” v'dx — /q cvdz =0. (5.1.2)
0 0

5.1.2. Primjena principa virtualnog rada

Integracijom naprezanja po poprecnom presjeku definiramo moment savijanja u promatranom popre¢nom
presjeku,
. d?w
M= [ zodF = | zEedF = | zE(u — zw")dF = fEIﬁ . (5.1.3)
T
F F F
Uz virtualnu deformaciju de, virtualni popreéni pomak (progib) dw i virtualni kut zaokreta dop, slijedi

princip virtualnog rada za poprec¢no optereéenu gredu,

L p r
/ deodV = / (dwq + Spm)dz + > dw;K; + Y p;M; . (5.1.4)
0

7 i=1 j=1

5.1.3. Aproksimacija polja pomaka i deformacija

Jednadzba ravnoteze vodi prema polju popre¢nih pomaka grede koje zadovoljava princip virtualnog
rada i rubne uvjete. Aproksimacija kona¢nim elementima znaci da trazimo priblizno rjesenje w(x) koje
zadovoljava rubne uvjete i princip virtualnog rada. Izmedu svih takvih polja popreé¢nih pomaka pret-
postavimo polje pomaka polinomijalnog oblika

n—1
w(z) ~W(x) = a0+ a1z +...+a, 12" = Z a;z’ . (5.1.5)
i=0
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Aproksimaciju polinomom stupnja n — 1 mozemo prikazati i u obliku

w(z) ~ W(w) = N (@)wi” + N @ywi? + ...+ N @)l = > N @)wf (5.1.6)

i=1

gdje su Ni(e) (z) interpolacijski polinomi stupnja n—1 definirani na kona¢nom elementu (e), wge) nepoznati

pomaci (popreéni pomaci ili zaokreti) ¢vorova ili aproksimacije tih pomaka.

U linearnoj teoriji elasti¢nosti polje pomaka popreéno optereéene grede ima neprekinutu vrijednost
pomaka i neprekinute derivacije polja pomaka. U évorovima kona¢nog elementa (e) nepoznanice su
poprecni pomak w; i kut zaokreta ravnine poprecnog presjeka ;. To zna¢i da na krajevima svakog
promatranog elementa imamo zapravo dva lokalna rubna uvjeta (uvjeta kompatibilnosti) koja moraju
biti jednaka, zbog prirode promatrane fizikalne zadace, i na elementima koji se nastavljaju na proma-
trani element. Zbog toga za nepoznato polje popreénog pomaka pretpostavimo kubi¢nu razdiobu duz
konacnog elementa (e), linearnu kombinaciju popreénih pomaka, wz(e), i zaokreta ¢vorova elementa goge),
pri ¢emu su funkcije oblika, kao koeficijenti linearne kombinacije vrijednosti u ¢vorovima, kubi¢ni poli-
nomi. Takvom razdiobom slijede kubi¢na razdioba progibne funkcije, kvadratna razdioba kuta zaokreta
i linearna razdioba deformacije savijanja,

w(r) = Nl(e)wl + Née)gol + Née)wg + Nie)wg ,

dw(z) AN{® AN® AN AN
p(x) = — Qe de T Tq YT T g P (5.1.7)
d2w(z) N eNy @y @ny
M= = T T Tae P a4
5.2. Kubic¢ni gredni konacni element
5.2.1. Ravnoteza izdvojenog elementa
Promatramo izdvojeni konaéni gredni element (e) = [0, L(®)], duljine L(®). Element mozemo tako

definirati da koncentrirana opterecenja, Ny;, K.;, i = 1,2 djeluju isklju¢ivo u ¢vorovima, a ne i unutar
elementa. Na kona¢nom elementu (e) iz ravnoteze elementa slijedi

Slika 5.2.1: Izdvojeni element (e) poprecno optereéene grede

L

/&(e)a(e)dv = / <5w(e)q(e) + 590(6)m(e)> dx + Z (5w§e)K§f) + 5g0ie)Mi(e)> . (5.2.1)
0 0 i=1,2

Uvrstavanjem izraza za virtualnu deformaciju, 6e(®) = su® — z5w(e)”, i naprezanje, 0(®) = Fe(®), uz
definirani izraz za moment savijanja grede, M(¢) = f(EI)(e)w(e)H
grede, k() = —5w(c)”, slijedi

, 1 virtualnu deformaciju savijanja

L
/Js(e)a(e)dv = / sw©" B (/ zzdF> w®" dz
v 0 r

L L

= /6w(e)//(EI)(e)w(e)//dx: /Jn(e)M(e)dx. (5.2.2)
0 0
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Uz ovu supstituciju princip virtualnih pomaka na kona¢nom elementu (e) glasi

L L
/ Sk MOde = / (5w(e)q(e) + 60 m e)> dx + Z <5w K e) + (5<p(e e)) (5.2.3)
0 i=1,2

Za virtualno polje poprecnih pomaka pretpostavimo kubi¢nu razdiobu duz elementa (e), linearnu

kombinaciju popre¢nih pomaka, wge), i zaokreta évorova elementa o!®

., » pbri ¢emu su funkcije oblika, kao
koeficijenti linearne kombinacije vrijednosti u ¢vorovima, kubi¢ni polinomi. Takvom razdiobom slijede
kubi¢na razdioba virtualne progibne funkcije, kvadratna razdioba virtualnog kuta zaokreta i linearna

razdioba virtualne deformacije savijanja,

sw©  — Nl(e)5 (e)+N2(e)5SOgP)+N3€)5w( )+N(")5 (e) (5.2.4)
dN(") any? AN AN
so©  — 2 5 0 _ dng” [ —— 5 (e) 2.
14 dx dx ! dx w2 dx ¥2 (5.2.5)
. EN o PN NS o PN
de© = _ 1wl — 2ol - —L-du —a-de”. (5.2.6)

Uvrstavanjem prethodnih razdioba u princip virtualnih pomaka na kona¢nom elementu (e), (5.2.3), slijedi
jednadzba

L

dQN(E) . d2N(e) . dQN(e) . d2N(e) .
— / ( dxé §w§ )+ dzi 590§ )+ dzg 6wé )+ 7dxé 590; ) M@z
0
L
= / (M5l + N5l + Nl + NTapl?) ¢ da
0
L v (@) (@) ©
dnte dN, dN. dNn. .
S e g
0
+owl K + 5wS? KL + 608 M + 508 M . (5.2.7)

Grupiranjem ¢lanova uz virtualne popretne pomake i pripadne virtualne zaokrete ¢vorova konaénog
elementa (e) slijedi jednadzba

L L L ( )
N Ny©
sw'® / & M(e)dx+ / NPq©da — / d m©de + K©|  +
dz? dz
0 0 ]
L © L (e 1
e dQNe e
5pt® / 15 ——2 M©dz +/N( ©dz — / m©dz + M|+
0 0 0 i
L © L L () ]
. 2N dN5©
sw” / 5 Mz + / N{9¢©dz — / m©de + K©| +
0 -
L © L L () ]
. d2N,© . dNy© .
5pl® / bl By VS OF P +/N( ¢©dz — / o @Odz+ M| = 0. (528)
da? dx
0 0

Jednadzba (5.2.8) vrijedi za proizvoljne virtualne popreéne pomake 5w§e), 5wée) i proizvoljne virtualne
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kuteve zaokrete ¢vorova &pge), &pée) §to znadi da izrazi u zagradama moraju biti jednaki nuli,

L L

dQN(e) . dN(e)
/ Tx;M(e)dx - / Nl( )g(©) + T;m(e) dz — Kg) = 0, (5.2.9)
0 0
L ) L (
d2NS* . AN, .
/ MO de / <N§ )q<€>+d;m<e>> dz — M = o0, (5.2.10)
0 0
(e) (e)
YN : © dNS°
/ 2_M(ed / N+ =3 | dz - K = 0, (5.2.11)
x
0 0
L(e)dQN(e) e dN(e)
/ o Mde - / Ni9q ) + SHm@ a0y = 0. (5.2.12)
0 0

U dobivene jednadzbe mozemo uvrstiti izraz za moment s uvrstenom drugom derivacijom pretpostavljene
kubiéne razdiobe polja popre¢nih pomaka, (5.2.6),

. . dZN(e) . dQN(e) . dQN(E) . d2N(€) .
M) () = —(BI)) () ( T 2l e el ) (5.2.13)

pa slijede cetiri jednadzbe

L
SN oy (PN o BN 2N PN
7/ da? (BN (@) dzz 1 + de2 7! dzz 2 + a2 72 dz
0
L ©)
Ne
+/ (Nl(e)q(e)_dd; m(€)> d$+K£f):0’ (5.2.14)
0
LY () (e) (©) (©) (e)
d2N,* : N7 BN ENT o PN, (o
B / 2 (EI)(e)(gg)< Sl + g ) + el | e
0
L ()
e dN,© e
+/ <N2< >q<€>—d;m(e>> dz + M =0, (5.2.15)
0
LY () 2 Ar(e) 2 n7(€) 2 27(€) 2 Ar(e)
d2N;* . PN BN PN PN (o
_/ dx? (EI)()(HU)< dz? wit dx? E da? wy dz? P2 | do
0
Lo ©)
AN
+/ (Née)q(e)d;m(e)> de+ K9 =0, (5.2.16)
0
L (@) () ©) ©) ()
d2N;° . N7 PN EENGT ) PN,T (o
_/ da? (EI)()(x)< dzz 1 + dz2 1 dzz 2 + dz2 72 dz
0
Ly ()
e dNe e
+/ (Ni )q(e)—d;m(e)) dx+M2():0. (5.2.17)

0
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Takav sustav jednadzbi mozemo zapisati u obliku

_d2 Nl(e) d2N1(e) d2N1(e) 42 N2(e) 42 Nl(e) d2N§e) dQNie) dQNie) T
dax? daz? dz? dax? dax? dz? dz? dax?
(e)
L N 2N AN a*NP AN a2 a?N{® a?N( Wy
/ ( )(e) dz? da? dz?  da? dz?  da? dz? da? q @56)
EI x
(e)
5 NS @D aN a2NST @N(D a2N(D a2NSY a?NSS) Wy
da? da? da? da? da? da? da? da? (Pée)
d2N£e) dsze) dzNie) d2N2(e) d2 Nie) dQN?(’e) d2N‘ie) dQNie)
L dz? dz? dz? dz? daz? dz? dz? dz? |
_ o
e) nr(e) (e) ANy
¢ N — (IS

(e)
L® q(e)NQ(e) —m® dn§® Kz,

d (e)
:/ de+ | M0 (5.2.18)

o) ar(e o) dNS®)
0 |q@NG —m(© S MO

()
gONE) — e 4857

$to je zapravo jednadzba standardnog oblika
K©Ew® =q© + k@ (5.2.19)

gdje je w(®) elementarni vektor nepoznatih pomaka (poprecnih pomaka i kuteva zaokreta ¢vorova kona¢nog
elementa (e)), q®) elementarni vektor optereéenja elementa (e) i k(¢) vektor zadanih koncentriranih sila i
koncentriranih momenata savijanja u évorovima elementa (e). Elementarni vektor optereéenja za gredni
konacni element (e) opéenito glasi

T AN@©N T
q® = / lq(e) (N(e)> _m® (dx) ] dz | (5.2.20)
(e)

a elementarnu matricu krutosti grednog konaénog elementa K(¢) mozemo izraziti, uz definiranu matricu
konstitucije(EI)(e) = D) i matricu deformacije savijanja B(¢) grednog kona¢nog elementa (e)

d2N(e) 27(€) 27(€) 27(€) 27(€)
B(e) _ — = |:d Nl d N2 d N3 d N4 :| , (5221)
dx da? da? da? da?
pomocu opcenitog izraza
K© :/B(C)TD(e)B(e)dx. (5.2.22)

(e)

5.2.2. Elementarna matrica krutosti grednog konaénog elementa

Gredni konaé¢ni element (e) duljine L(®) konaéni je element koji ima Getiri stupnja slobode, popreéne
pomake (progibe) i kuteve zaokreta oba krajnja ¢vora elementa. Lokalni koordinatni sustav postavljamo

z

v

Slika 5.2.2: Gredni konacni element duljine L(¢)
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tako da je ishodiste u pocetnom évoru konacénog elementa 1 = 0, 2o = L(¢), a lokalna je koordinatna os
2 usmjerena u smjeru tezisne osi elementa. Lokalna poprecna os z zajedno s lokalnom osi y (usmjerenom
od ravnine promatranja prema nama) predstavlja desni koordinatni sustav. Za funkciju pomaka toc¢aka
unutar elementa pretpostavljamo da je kubi¢ni polinom

ao
w(z) = ap+ a1z + asz® +azz® = [1 z 22 2] Z; = da, (5.2.23)
as
a za kut zaokreta
—ay
p(r) = —dﬁf) = — (a1 + 2000 + 3aza®) = [I = 2? 27 :ggi = da. (5.2.24)
0

Polje pomaka je klase C'! na podruéju konstrukcije (neprekidno i neprekidna derivacija). Koeficijente poli-
noma odredimo iz vrijednosti pomaka i zaokreta u ¢vorovima konacénog elementa (w(0) = w1, w(L(®)) =
wa, p(0) = 1, (L)) = @y). Uvrstavanjem vrijednosti u jednadzbe (5.2.23) i (5.2.24) dobivamo sustav
jednadzbi za nepoznate koeficijente vektora a

W = Aa (5.2.25)
w1 I 0 0 0 o

0 -1 0 0
Y1 _ a
wy| T |1 LO® L@ L@ | g (5.2.26)
P2 0 —1 —20 _30@?| |as

Iz prethodne jednadzbe slijedi vektor nepoznatih koeficijenata
a=A"'w® . (5.2.27)
Uvrstavanjem izraza (5.2.27) u jednadzbu (5.2.23) slijedi
w=dA W = NOw©) (5.2.28)

Popreéne pomake tocaka duz konacnog elementa (e) zapravo smo izrazili kao linearnu kombinaciju
popre¢nih pomaka i zaokreta ¢vorova

w(z) = Nl(e)(a:)wl + NQ(e) (z)p1 + Née) (z)ws + Nf) (2)pz = N (o) (5.2.29)

pri éemu je elementarna matrica funkcija oblika N(€) eksplicitno izrazena u obliku

N = M@ N N @) N )]
— 3z? 2z° 22 x 3z? 223 2 23
- |:1 IICK + L(e)3 —x+ L& — L2 L2 (3 L T L@z | - (5230)

Elementarni vektor deformacije savijanja B(®) potreban za proraéun elementarne matrice krutosti na
temelju varijacijske formulacije dobivamo kao negativnu drugu derivaciju matrice N(€)

d2Nee)

B —
dx?

_ 6 12z _ 4 6x __ 6 12z 2 6x
- [L(S)Q GE @ T Lo? @2 T T3 @ + L(e>2] . (5.2.31)

Uz matricu elasticnosti, D(¢) = [ET ](e), konstantnu duz konacénog elementa (e) podintegralne funkcije
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T e
Na(z)

Nl(x)

N3(£U)

v v
z z

Slika 5.2.3: Elementarne funkcije oblika N7, No, N3, N4 za gredni konaéni element

su polinomi drugog stupnja, uz dvije tocke integracije, slijedi elementarna matrica krutosti

L
KO — /{B(e)}TD(e)B(e)dx
0
12 6 12 6]
L3 Le?*  pe*  pe?
6 4 6 2
L(e)? Le) L(©? Le)
= [EN©@ . (5.2.32)
12 6 12 6
L@  pe? e’ pe?
6 2 6 4
| L2 L) Le? L) ]

5.2.3. Elementarni vektor optereéenja grednog konac¢nog elementa

Elementarni vektor optereéenja grednog konacnog elementa izracunamo prema izrazu (5.2.20),

q® = / q(x) {N(e)}de, (5.2.33)
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Za kubicni gredni kona¢ni element slijedi elementarni vektor optereéenja

(e

1/'2 :Es
J q(x) (1 — L3<e = LQ(E)g) dz

3

L ,
J q(x) (—x + zfe) — Lfeﬂ) dz

L
T
q© = / q(z) [N(‘f)} do = . (5.2.34)
)
0 2 3
J a(@) (L:Z)Z - 1;2<f>3) dz
0
L(e) 2 3
[ a(@) (5 - g ) do
L 0 |
Za poseban slucaj jednoliko kontinuiranog optereéenja duz konaénog elementa (e), g(z) = ¢, pod-

integralne funkcije su polinomi treéeg stupnja, uz dvije tocke integracije, slijedi elementarni vektor
opterecenja,

qL®) ]
2

qL(E)Q
12
q® = . . (5.2.35)
e
1 2

qL(ﬁ)2
L 12

5.3. Proracun unutarnjih sila po duljini i u ¢vorovima grednog konacnog
elementa

Za moment u nekom poprec¢nom presjeku grede prema linearnoj teoriji elasticnosti vrijedi izraz
M(z) = —EIw"(x) . (5.3.1)

Potrebnu deformaciju savijanja imamo iskazanu vektorom deformacije savijanja, B(¢), (5.2.21). Zbog
toga vrijednost momenta u bilo kojoj tocki grednog konac¢nog elementa mozemo izracunati uvrstavanjem
lokalne koordinate presjeka x u izraz

MO (z) = [EN (x) (B(e)(:z:)) w® | (5.3.2)

gdje je w(® vektor pomaka (progiba i zaokreta) ¢vorova promatranog konacnog elementa, a B(©) vektor
deformacije savijanja. Dobivena momentna funkcija prikazuje linearnu razdiobu momenta duz konacnog
elementa. Kod izravno poprecno neopterecenih elemenata takva linearna razdioba jednaka je analitickoj
momentnoj funkciji. Kod izravno popretno optereéenih elemenata analiticka momentna funkcija nije
linearna sto dovodi do odstupanja ovakvog prikaza od analiticke funkcije. Povec¢anjem broja konacnih
elemenata dobivamo toc¢nije rjesenje s kvadratnom konvergencijom (dvostruko manja duljina kona¢nog
elementa povla¢i ¢etiri puta manju pogresku). Kod optereéenih elemenata mozemo dobiti momentnu
funkciju jednaku analitickoj funkciji ako izraz (5.3.2) korigiramo korekeijskim ¢lanom My (z), utjecajem
opterec¢enja i elementarnog vektora opterecenja na momentnu funkciju,

M©(z) = [EI)“ (z) (B(e)(a:)) w(® + Mo(z) . (5.3.3)

Za jednoliko kontinuirano optereéenje g(x) = ¢ taj utjecaj iznosi

2
qL(®) gL qa?
Mo(z) = — _ 3.4
a opcenito korekcijski ¢lan mozemo iskazati kao
L L x

M) = [ dON)C - [ a0~ [ aOrcac (5:3.5)

0 0 0
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Korekceijski ¢lan slijedi izravno iz lokalne jednadzbe ravnoteze promatranog grednog konac¢nog elementa
(€).

Za dobivanje iznosa sila (popreé¢nih sila i momenata) u ¢vorovima grednog konacénog elementa potrebno
je promatrati ravnotezu pripadnog elementa. Sile u ¢vorovima grednog kona¢nog elementa slijede prema
izrazu

Ty

M)
() — _ KOW© _g© (5.3.6)

T

My

5.4. Primjeri

Primjer 5.4.1. Zadana je slobodno oslonjena greda raspona L, krutosti EI, opterecena jednolikim kon-
tinuiranim opterecenjem q. Potrebno je odrediti progib i moment u sredini raspona grede i sile u defni-
ranim cvorovima.

I T T A

5 2

ET

A

Slika 5.4.1.1: Slobodno oslonjena greda opterecena jednolikim kontinuiranim opterecenjem g

Zadanu slobodno oslonjenu gredu podijelimo na dva konacna elementa (elementi 1-2 i 2-3), svaki
element duljine L/2. Za svaki element mozemo, prema (5.2.32) i (5.2.35), uz L(®) = L/2, napisati

I Y A A

@A EI @ EI é@

L/2 L)2

Slika 5.4.1.2: Podjela grede na konaé¢ne elemente

pripadnu elementarnu matricu krutosti

96 _ 24 _ 96 _ 247
e z 3 ?
_24 8 24 4
2 L 2 I3
K'™?2=K*3=FI (5.4.1.1)
9 24 96 24
2 L7 L3 L2
24 4 24 8
L2 L L2 L
i elementarni vektor optereéenja
1-2 _ 2-3 _ [4L > gr qr?]’ 5.4.1.2
T =9 T|7T T’ 1w ' (5.4.1.2)

Uklapanjem elementarnih matrica krutosti i elementarnih vektora opterec¢enja slijede globalna matrica
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krutosti i globalni vektor opterecenja zadanog sustava

r 96 24 96 24 y
s 1z 1 1z 0 0
24 8 24 4
-z ¢t 1 1 0 0
96 24 192 0 96 24
L3 L2 L3 L'3 L2
K = EI , (5.4.1.3)
_ 24 4 0 16 24 4
2 I3 L L2 I3
96 24 96 24
0 0 -5 = T
24 4 24 8
L 0 0O -z © 1= T
(5.4.1.4)
— qL qL? qL qL qL? T 54.1.5
a = \|\7T ® 2 07T &T (5.4.1.5)
Uz rubne uvjete w; = ws = 0, sustav jednadzbi glasi
- - 27
8 214 4 —aL”
L L2 L 8
24 192 24| |¥1 aL
z LB L% | |wy 2
EI = . (5.4.1.6)
4 0o 6 4 P2 0
I3 L L
¥3
_24 4 8 L?
L 0 Z T L =
RjesSenjem sustava slijedi vektor nepoznatih pomaka
T gL gLt g3 1"
w = [apl Wy Pa <p3] = |= 0 (5.4.1.7)
24FET 384F1 24FE1
Sile u elementima izracunamo prema (5.3.6),
ros 20 96 _2477 0 7 [ poalq
L3 T Lz T I3 T L2 4 2
_24 8 24 4 _ qL® _aL? 0
Lo L2 L L2 L 24ET 18
S*™° = FEI — = , (5.4.1.8)
4
384E1 4
24 4 24 8 2 L?
— 42 2 2 el qL q
L~ Iz L L? rJL 0 | o L 5
(5.4.1.9)
r96 24 96 _ 247 5Lt 7 [ 4 ] r o
L3 L2 L3 L2 384E1 4
_24 8 24 4 0 _al? qL?
b 3 L2 L L2 L 48 8
S = FI — = . (5.4.1.10)
9% 24 96 24 0 4L qL
3 L7 L3 L2 ry -
24 4 24 8 3 2
I = “= S q qL
- L2 L L2 L 1 L o4FpT - L TS h L 0 -

Primjer 5.4.2. Zadana je konzolna greda raspona L, krutosti EI, opterecena jednolikim kontinuiranim
opterecenjem q. Potrebno je odrediti progib slobodnog kraja grede © moment na upetom leZaju grede.

Gredu mozemo promatrati kao jedan konac¢ni element duljine L. Elementarne matrice krutosti
i elementarni vektor optereéenja ujedno su i globalna matrica krutosti i globalni vektor opterecenja.
Uvrstavanjam rubnih uvjeta, wy = 01 ¢1 = 0, slijedi sustav jednadzbi

12 6 qL
L(e) L(e) 2
EI {wﬂ = (5.4.2.1)
6 4 2 ﬁ

L(e)? L() 12
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Slika 5.4.2.1: Konzolna greda optere¢ena jednolikim kontinuiranim optereéenjem

Rjesenjem sustava slijedi vektor nepoznatih pomaka

4 31T
gL _QL] . (5.4.2.2)

T
w=lws ] = [8EI 6ET

Sile u ¢vorovima elementa slijede iz ravnoteze

- 12 6 _12 __6 91 0 7 [ aL 7 [—qLT
L3 L(e)? L3 L(? 2
__6_ 4 _6_ 2 0 gL? qL?
- ()2 IA) (&2 ®© 12 9
S'T“=FI — = . (5.4.2.3)
12 6 12 6 qL* qL
L3 L2 L3 L(e)?2 8ET 2 0
__6 _2_ _6 4 qL? qL?
L™ T2 L®© L2 L 1 L7 gET- L 12 | L 0 ]

Za izravno dobivanje progiba i zaokreta u sredini konzolne grede mozemo podijeliti gredu na dva
konacna elementa (elementi 1-2 i 2-3), svaki duljine L(®) = L/2. Za svaki element mozemo, prema

N
@_%EI @EI @

L/2 L/2

Slika 5.4.2.2: Podjela grede na konacne elemente

(5.2.32) i (5.2.35), uz L(®) = L/2, napisati pripadnu elementarnu matricu krutosti

- 96 24 96 _ 247
L3 Lz L3 L2
_24 8 24 4
L2 L L2 L
K1—2 _ K2—3 = ETI (5424)
_ 9% 24 96 24
3 2 3 2
_24 4 24 8
L L2 L L? L |
i elementarni vektor opterecenja
1-2 _ 2-3 _ |qL qL?> qL qL? T 5.4.9.5
g9 =4 N - Y ’ (5.4.2.5)

Uklapanjem elementarnih matrica krutosti i elementarnih vektora optere¢enja slijede globalna matrica
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krutosti i globalni vektor opterecenja zadanog sustava,

24 8 24 4
-z ¢t 1 1 0 0
9% 24 192 5 _9 _24
3 2 3 3 2
K = EJI : (5.4.2.6)
_ 24 4 0 16 24 4
L2 L L L2 L
S
24 4 24 8
Lo 0 -= = I
— |a& al? gL g gL gL? B (5.4.2.7)
a7 [7 —=wm =2 EE N A
Uz rubne uvjete w; = 01 ¢; = 0, sustav jednadzbi glasi
r192 g 96 247 Mgk 7
L3 L’ L2 2
0 & 2 4 wa 0
L L L
ET 2 . (5.4.2.8)
_96 24 96 24 | |W3 aL
L5 12 I3 2 03 1
_24 4 24 8 qL?
L L2 L L2 L L— 45
Rjesenjem sustava slijedi vektor nepoznatih pomaka
v [17qL* 793 gLt qr*]"
w=[ws @2 w3 3] :{ — — (5.4.2.9)
384FET1 48K 8FEI 6E1

Primjer 5.4.3. Zadana je slobodno oslonjena greda raspona L, krutosti E1, opterecena koncentriranom
silom K u sredini raspona. Potrebno je odrediti progib i moment u sredini raspona grede.

Slika 5.4.3.1: Slobodno oslonjena greda optere¢ena koncentriranom silom u sredini raspona

Podijelimo gredu na dva kona¢na elementa (elementi 1-2 i 2-3), svaki element duljine L/2. Elementarne
matrice krutosti i globalna matrica krutosti ne ovise o opterecenju $to povlaci da su elementarne matrice
krutosti i globalna matrica krutosti jednake kao i u sluc¢aju slobodno oslonjene grede optereéene jednolikim
kontinuiranim opterec¢enjem

5 7z 3 —1z O 0
4 8 2 4
L2 L L2 L 0 0
9 24 192 g _9 _24
L3 L2 L3 L3 L2
K=EI . (5.4.3.1)
24 a4 0 16 24 4
L2 L L L2 L
96 24 96 24
0 0 o 1z 13 iz
24 4 24 8
| 0 0 -z 1 = 1|
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Za koncentrirano djelovanje u globalnom vektoru optere¢enja stavljamo iznos koncentriranog djelovanja
u redak koji odgovara pripadnom stupnju slobode (u ovom primjeru to zna¢i u smjeru progiba ws). Uz
rubne uvjete w; = ws = 0, sustav jednadzbi glasi

24

8 4
r 1z 1z O
RN SR I o B
L L L
EI w2l _ B (5.4.3.2)
4 g 16 4 | |¥2 0
L L L 03 0
24 4 8
L0 -z 7 T
Rjesenjem sustava slijedi vektor nepoznatih pomaka
T
T KL?* KIL? KL?
W= |p1 w2 Q3 P3 = | _ 0 . 5.4.3.3
[ ] 16FE1 48E1 16ET ( )
Sile u elementima izracunamo prema (5.3.6),
[ 96 24 9 _ 24717 0 [ K7
L3 L2 L3 L2 2
_24 8 24 4 _KL? 0
L2 L L2 L 16ET
S'*? = FEI = , (5.4.3.4)
_ 96 24 96 24 KL? K
3 12 I3 I? 1SET 2
24 4 24 8 KL
"z T L2 r 1L 0 L1
(5.4.3.5)
r9 24 96 247 [KL®T r K 7
L3 L2 3 7| |48ET 2
24 8 24 4 0 _KL
o 3 L? L L2 L 1
s*3 = EI = . (5.4.3.6)
96 24 96 24 0 _K
3 I? L3 L2 2
_24 4 24 8 KL? 0
L L2 L L? L 1 LiggrA L J

Primjer 5.4.4. Zadana je konzolna greda raspona L, krutosti EI, optereéena koncentriranom silom K
na slobodnom kraju. Potrebno je odrediti progib slobodnog kraja grede i moment na upetom leZaju grede.

EI | K
L
+——>

Slika 5.4.4.1: Konzolna greda optere¢ena koncentriranom silom na slobodnom kraju

Gredu mozemo promatrati kao jedan konacni element duljine L. Elementarne matrice krutosti i glob-
alna matrica krutosti ne ovise o optereéenju Sto povlaci da su elementarne matrice krutosti i globalna
matrica krutosti jednake kao i u slucaju slobodno oslonjene grede optereéene jednolikim kontinuiranim
optereéenjem. Za koncentrirano djelovanje u globalnom vektoru optereéenja stavljamo iznos koncentri-
ranog djelovanja u redak koji odgovara pripadnom stupnju slobode (u ovom primjeru to znaci u smjeru
progiba wsy). Uvrstavanjam rubnih uvjeta, wq =0 i @1 = 0, slijedi sustav jednadzbi

Lz 5

L L

A Bi]{ﬂ . (5.4.4.1)
2 T

RjesSenjem sustava slijedi vektor nepoznatih pomaka

v [k1?  Kr2]"
w=[w @) :[3EI QEI] . (5.4.4.2)
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Sile u ¢vorovima elementa slijede iz ravnoteze

r 12 6 12 671 T
5 T17 "7 17 0 -K
_6 4 6 2 0
s I I 2 L KL
S1=2 = BJ = . (5.4.4.3)
_12 6 12 6 || KL 0
L3 L2 L3 L2 3EI
-5 2 6 4 _KL? 0
L L L L L 1 L7%gr4 L _

Primjer 5.4.5. Zadan je dvopoljni kontinuirani nosac¢, oba polja raspona L, krutosti EI, optereéen jed-
nolikim kontinuiranim opterecenjem q u prvom polju. Potrebno je odrediti moment nad srednjim leZajem.

I T T A

Za =

yaN
El -

>4

Slika 5.4.5.1: Dvopoljni kontinuirani nosac

Podijelimo nosa¢ na dva konac¢na elementa (elementi 1-2 i 2-3), svaki element duljine L. Za svaki

N
@AEIL _@EIL é@

Slika 5.4.5.2: Podjela nosac¢a na konacne elemente

element mozemo, prema (5.2.32), uz L(®) = L, napisati pripadnu elementarnu matricu krutosti

ro12 6 _12  _ 67
L3 L2 L3 L
_6 4 6 2
L2 L L2 L
K™ =K*?=EI : (5.4.5.1)
12 6 12 6
L3 L2 L3 L2
6 2 6 4
L L2 L z L

Elementarni vektor opterecenja za prvi, optereceni element prema jednadzbi (5.2.35) glasi

1-2 _ |qL qL?> gL qL? T
q =|Z = , (5.4.5.2)

dok je za drugi neoptereéeni element jednak nul-vektoru, q>~2 = 0. Uklapanjem elementarnih matrica

krutosti i elementarnih vektora opterecenja slijede globalna matrica krutosti i globalni vektor optereéenja
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zadanog sustava

Uz rubne uvjete w1 = wy = w3 = 0, sustav jednadzbi glasi

RjesSenjem sustava slijedi vektor nepoznatih pomaka

S1—2

82_3

ro12 6 12 6 .
s 1z ~15 12 0 0
6 4 6 2
L2 L L2 L 0 0
_12 6 24 0 _12 6
3 2 3 3 2
K = FEI ,
_6 2 0 8 6 2
2 L L 2 L
12 6 12 6
0 0 -z = 1 1z
6 2 6 4
L 0 0 - T 1= 1
_ qL qL2 qL qL2 T
a =15 "% 7T w00
4 2 _ql?
L L 0 12
Y1
2 8 2 — L?
ELNT 7 1| |e2| =] %
¥3
2 4
0 7 7 0
3 3 31T
T qL qL qL

w = [@1 P2 903] = |- —

321 48FE1 96ET
ile u elementima izra¢unamo prema jednadzbi (5.3.
Sil 1 t P jednadzbi (5.3.6),

- 12 6 12 __6 171 0 T gL
L(e)3 L(e)?2 L(e)?3 L(e)? 2
6 4 6 2 qL® qL?

L(e)? L) L(e)? L() T 32E1 12

12 6 12 6 0 qL

L(e)3 L(e)? L(e)?3 L(e)? 2

—_5 2 6_ 4 qL? qL?

L™ T,(© L®© L L) 4 L 48FT - L 12 |
- 12 6 12 6 91 0 1 - glLA
L(e)3 L(e)? L3 L(e)? 16
__6 _ _4 _6 _ 2 qL® qL?
L(e)? L) L(e)? L) 48FET 16
_ 12 6 12 6 0 qL
L(e)3 L(e)? L(e)3 L(e? 16
__6 _ _2_ _6 _ 4 qlL? 0

L™ (o2 ) L(e)? L) 4 L7 96ET- - -

ET

EI

(5.4.5.3)

(5.4.5.4)

(5.4.5.5)

(5.4.5.6)

(5.4.5.7)

(5.4.5.8)

Primjer 5.4.6. Zadana je sloZena slobodno oslonjena greda raspona L, krutosti nEI na dijelu [0, L/2] i
krutosti EI na dijelu [L/2, L], opteredena koncentriranom silom K u sredini raspona. Potrebno je odrediti
progib i moment u sredini raspona grede.

Zbog promjene krutosti u sredini raspona, gredu podijelimo gredu na dva konac¢na elementa (elementi
1-2 1 2-3), svaki element duljine L/2. Elementarne matrice krutosti za svaki dio grede slijede prema
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l K
nEI Bl
oo =
L2 L2 =
+—— >

Slika 5.4.6.1: Slozena slobodno oslonjena greda opterecena koncentriranom silom u sredini raspona

(5.2.32),

T 96 24 96 _ 247
3 % 3 Z
24 08 24 4
Lo L2 L r? L
K = nEI , (5.4.6.1)
96 24 96 24
L5 L? 3 2
_24 4 24 08
L~ L2 L L2 L J
r 96 _ 24 96 _ 247
3 2z 3 Z
24 8 24 4
b 3 2 I3 2 L
K = FI . (5.4.6.2)
9 24 96 24
L3 L? L3 L?
_24 4 24 8
L~ 12 L L2 L J
Uklapanjem elementarnih matrica, uz rubne uvjete wy; = ws = 0, sustav jednadzbi glasi
r 8n 24n 4n 0 7
L L2 L
240 96(n+1) 24(n-1) 24| [1 0
I? 3 2 2
w K
EI 2| = 0 (5.4.6.3)
4n 24(n—1)  8(n+1) 4 P2
L L2 L L 03 0
24 4 8
N z 7

Rjesenjem sustava slijedi vektor nepoznatih pomaka

w = [991 Wz P2 @3]T— 7KL2(n+2) KL*(n+1) 7KL2(7L*1) KIL*(2n +1) !
48n K1 96nET A48nET 48nET
(5.4.6.4)

Dobivene vrijednosti jednake su analitickom rjesenju.
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Sile u elementima izracunamo prema (5.3.6),

0
[ %6 22 %6 _ 247 [— &7
o ek KL%(n+2) °
24 8 24 4 B
stz EI eermr o ' (5.4.6.5)
= n == 5 B= 0N
9 24 9 24 KL*(n+1) K
3 2 3 2 e —
L L L L 96TLEI 2
24 4 24 8 KL
|~z I iz 7 KL*(n—1) L7
L 48nEI |
(5.4.6.6)
[ KL3(n+1) ]
r 96 24 96 24 7 r K 7
9 24 96 24 96nEIl LS
24 8 24 o4 KL*(n—1) _KL
L2 L L2 L T .1 4
S*3 = EJI 8nbEl | - . (5.4.6.7)
96 24 96 24 _K
3 L? L3 L2 0 2
_ 24 4 24 8 0
L~ 12 T L2 . KL2(2n +1) L J
L 48nET i

Primjer 5.4.7. Zadana je konzolna greda raspona L, opterecena koncentriranom silom K na slobod-
nom kraju, linearno promjenljive visine poprecog presjeka, H(x) = Ho%. Potrebno je odrediti progib
slobodnog kraja grede i moment na upetom leZaju grede.

El(z) | K
L

Slika 5.4.7.1: Konzolna greda linearno promjenljive visine poprecnog presjeka optere¢ena koncentriranom

silom na slobodnom kraju

Analiticka vrijednost progiba na slobodnom kraju konzole iznosi

KL? 5 KL3
= log2 — = | =0.0681472 . 5.4.7.1
YL TR (Og 8) El ( )
Linearna promjena visine poprecnog presjeka znac¢i kubiénu pormjenu momenta inercije I(x)

3

IO(QLL;;D) i kubi¢nu promjenu krutosti. Gredu mozemo promatrati kao jedan konac¢ni element duljine
L. Elementarna matrica krutosti slijedi prema (5.2.32). Podintegralne funkcije su polinomi petog stup-
nja i analitiv cka vrijednost integrala slijedi uz tri tocke integracije. Elementarna matrica krutosti za

zadanu gredu linearno promjenljive visine poprecnog presjeka iznosi

r 243 156 243 87
5L3 512 5L3 512
_ 156 114 156 42
© 5L2 5L 5L2 5L
K'Y = E1I, . (5.4.7.2)
_ 243 156 243 87
5.3  5L? 5L3 5L2
_ 87 42 87 9
L~ 5L? 5L 5L2 r

Uvrstavanjam rubnih uvjeta, w; = 01 ¢1 = 0, slijedi sustav jednadzbi

213 8T
5L BLZ | [, K
EI — . 5.4.7.3
N LP?] [ 0 } ( )
512 L
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Rjesenjem sustava slijedi vektor nepoznatih pomaka

T [BEL KL ' (5.4.7.4)
324E1 1122E1 ' o

W = [wz P2

Dobiveni iznos progiba kraja konzole, wo = 0.0668449£L- EI , odstupa 1.91% od analitickog rjesenja.
Sile u ¢vorovima elementa slijede iz ravnoteze

r o243 156 243 877 T T
5L5 5L 515 T 5L7 0 —K
_ 156 114 156 42 0
Lo 5L2 5L 5L2 5L KL
S =FI . | = . (5.4.7.5)
_ 243 156 243 87 25K L K
5L3  5L? 5L3 5L2 324ET
_ 87 42 87 9 _l45KL? 0
L 5L2 5L 5L2 L 1 L= 712274 L _

Za dobivanje to¢nije vrijednosti progiba mozemo gredu podijeliti na dva konac¢na elementa. Za element

1 — 2 elementarna krutosti slijedi, uz L(¢) = % il(x) =1 (2Loz)” ) (jer je ishodiste lokalnog koordinatnog

sustava jednako ishodistu globalnog koordinatnog subtava)

K'2 = / DEBEdy
0
r 2667 759 2667 11497
5L3 5L2 5L3 10L2
759 107 759 112
5L2 2L 5L2 5L
= EI . (5.4.7.6)
2667 759 2667 1149
5L3 5L2 5L3 10L2
_ 1149 112 1149 701
10L2 5L 10L2 20L

Za element 2 — 3 potrebno je definirati funkciju promjene krutost grede uzevsi u obzir da je ishodiste
lokalnog sustava pomaknuto u ¢vor 2. Moment inercije za element 2 — 3 u lokalnom koordinatnom sustavu

glasi I(x) = 10(3];/573_:8)3. Elementarna krutosti slijedi, uz L(¢) = % ,

K23 _ / DOB© dz
0

r o201 597 201 2047

L3 10L2 3 5L2
597 427 597 17
10L2 20L 10L2 2L

— ElL . (5.4.7.7)

201 597 201 204
L3 10L2 L3 5L2
204 17 204 119

L 5L2 2L 512 10L

Uklapanjem elementarnih matrica, uz rubne uvjete w; = ¢1 = 0, sustav jednadzbi glasi

f 3672 276 201 2047
503  B5L° b 5L2
276 282 597 17 w2 0
5L2 5L  10LZ 2L 0
2
EI, v21 - Kl (5.4.7.8)
201 597 201 204 w3
3 2 3 2
I3  10L L 50 03 0
204 17 204 119
L—522 2L 5L2 0L J

Rjesenjem sustava slijedi vektor nepoznatih pomaka

wo
KL? 2 KL? Kr2]"
w=|72| = |0.0168736 —0.0694619 0.0679313 —0.125563 (5.4.7.9)
w3 0 0 EIO EIQ

¥3
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KL3

Dobiveni iznos progiba kraja konzole, ws = 0.0679313 By

odstupa 0.32% od analitickog rjesenja.

Primjer 5.4.8. Odrediti vektor upetoati grednog konacnog elementa za trapezno opterecenje.
Promatramo konacni element duljine L(°) na koji djeluje trapezno optereéenje q(z) = qo + L.

qo + @L(e)/L
qo

L

< >

Slika 5.4.8.1: Konacni element duljine L(¢®) optereé¢en trapeznim optere¢enjem

Elementarni vektor optereéenja izracunamo prema izrazu (5.2.20),

L

2 3
[ @) (1- 255 + 25 ) de
0
L(F) 2 2 3
[ ate) (ot 25 - g5z ) da
0
q© = / a(x) [N©] " dw =
0 L(E) 2 3
3z 2
Of q(z) (L(éﬂ - L(t)3> dz
L
2 3
[ ao) (5~ 557 o
[ Lt 2 3 i [ Lt 2 3 i
3x 2T qx 3z 2x
of 1 (1 b CLE L<e>3) dz of L (1 CE UE’S) d
© L
2 3 = 2 3
oleris-gm)el | (er i)
_ i . (5.48.1)
o , X Ll 2 s
3; 2 qx 34 2
[l 2)e | | TrG-a
L L
2 3 = 2 3
[ (5 - ) ao I (20 o) @

Za dobivanje analitickih vrijednosti prikazanih integrala, podintegralne funkcije polinomi su cetvrtog
stupnja, nuzna je integracija s tri tocke integracije. Iz toga slijedi elementarni vektor opterecenja

r (e) =7,(e)2
qoL 3qL
2 + 20L

qOL(E)2 ﬁL(C)S

12 30L
q'“ = e (5.4.8.2)
L 75L(e)
= 2 + qQOL

qOL(C)2 EL(E)S
L 12 20L 4

Primjer 5.4.9. Zadana je slobodno oslonjena greda raspona L, krutosti EI, opterecena linearno dis-
tribuiranim (trokutnim) opterecenjem q(x) = %=. Potrebno je odrediti progib i moment u sredini raspona
grede i sile u defniranim cvorovima.

Podijelimo gredu na dva kona¢na elementa (elementi 1-2 i 2-3), svaki element duljine L/2. Elementarne
matrice krutosti i globalna matrica krutosti ne ovise o optereéenju sto povlaci da su elementarne matrice
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Slika 5.4.9.1: Slobodno oslonjena greda optere¢ena trokutnim opterecenjem

v |DQ

krutosti i globalna matrica krutosti jednake kao i u sluc¢aju slobodno oslonjene grede optereéene jednolikim

kontinuiranim optere¢enjem

0

24
Iy

24

-z 0
4
I 0

96

0 -z —1z
6 21
L L?
24 9
L2 L3
a2
L L2

L J

(5.4.9.1)

Vektor opterec¢enja za svaki kona¢ni element mozemo izra¢unati prema izrazu u prethodnom primjeru,

5.4.82,uz L\®) = L/2,G=q, a qo = 0 za element 1 — 2 te go = ¢/2 za element 2 — 3,

r 3qL T
80

_ql?
240

TqL
80

qlL?
L 160

[ gL | 3qL T
s T 30
_aL? _ qL?
96 120
alL | 7qL
8 T 80
2 2
qL” | gL~
96 1 Teo J

80

7qL?
480

17qL

80

qlL?

L 60

r 13¢L T

(5.4.9.2)

Uklapanjem elementarnih matrica krutosti i elementarnih vektora optereéenja slijede globalna matrica
krutosti i globalni vektor optereéenja zadanog sustava

ro _24 _ 96
L3 2 3
_24 8 24
L2 L 2
96 24 192
3 % pEl
K = FI
24 4
L2 L 0
96
o0 -
Lo 0 -5
q = 3¢L _qL®> gL _gqL®
80 240 1 120

Uz rubne uvjete wy; = ws = 0, sustav jednadzbi glasi

r8 24 4
L L2 L

24 192
iz 1z O

ETl

4 16
z 0 7
24 4
U

oo
L

24
-z 0
4
I 0
96
0 -
6 o«
T 72
24 96
L2 L3
4 24
T %
17qL qL?
80 60
qL® gL
240 4

_qLl?
120

(5.4.9.3)

(5.4.9.4)

(5.4.9.5)
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RjeSenjem sustava slijedi vektor nepoznatih pomaka

. T
T TqL? 5qL* TqL? qL?
W= |p1 w2 P2 Q3| = |— - . 5.4.9.6
[ ] 360ET T68ET 57T60FE1 45ET ( )
Sile u elementima izracunamo prema (5.3.6),
0 ]
[9 24 96 247 [ 2] -4
3 2 3 2
L L L L TqL?
24 8 24 4 o L?
S'"? = FI et o “h = ' (5.4.9.7)
I TS N - o7l R T
L L L L 768E1 80 24
24 4 24 8 2
|~z T Iz z | TqL? | % i L % .
| 5760ET
— - 5qL4 ] B L 7 - L =
8 % A 76SET = —4z
24 08 2 4 TqL’ _7qL? oL’
7 I 2 L - 430 T
S2% = EJ S7T60E1 (5.4.9.8)
9 24 96 24 17¢L qL
LB L2 L3 L2 0 30 —?
L I5ET - -
5.5. Zadaci

U zadacima je potrebno za zadane poprecno opterecene grede, odrediti popre¢ne pomake i zaokrete
¢vorova te sile u ¢vorovima definiranih konaé¢nih elemenata.

Zadatak 5.5.1. Zadatak 5.5.4.

9B T lK EI lK

L/2  L/2 = L)2 L)2 =

spr [ 3 1 J9ET

L/2 L/2 — L —
B L e e EEE—

Zadatak 5.5.2. Zadatak 5.5.5.

orr [ 4 1 |9ErI

L/2 L/2 — L
— >

Zadatak 5.5.3. Zadatak 5.5.6.

Kl 3EI

L)2 L/2 = L/2 L2 =

3ET lK EI lK 3ET lK EI

L2 L/2 = L/2 L2 =
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Zadatak 5.5.7.

EI lK 2ET Kl EI
L/2 L2 = L2 L2 =

— P ———>

Zadatak 5.5.8.

EI OFET | v ! | 4

Zadatak 5.5.9.

| 3EI ])4 EI

2 =t s

— Pt —>

Zadatak 5.5.10.

3EI M EI M 3EI
I [ A

2 =1 e =

— e ———>
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6. Konacni element za okvirne konstrukcije

6.1. Elementarna matrica krutosti kona¢nog elementa za okvirne
konstrukcije

Konaéni element za okvirne konstrukcije (e) duljine L(®), uzduzne krutosti [EF](E) i krutosti na

savijanje [E]] (©) konacni je element sa Sest stupnjeva slobode, uzduznim pomacima, popreénim pomacima
i kutevima zaokreta oba krajnja ¢vora konac¢nog elementa.

(e

O [EF)©) [ET])

Iwi ******** oM Iwk

z

\

Slika 6.1.1: Pomaci ¢vorova okvirnog konac¢nog elementa

U ¢vorovima konacnog elementa za okvirne konstrukcije djeluju uzduzna sila, poprecna sila i moment
savijanja. Elementarna matrica krutosti za konac¢ni element okvirne konstrukcije matrica je uklopljena

Mik Mki
Nix %F 77777777 4%" Nii
T, Thi

Slika 6.1.2: Sile u ¢vorovima konacnog elementa za okvirne konstrukcije

od elementarnih matrica krutosti kona¢nog elementa uzduzno opterecene grede i konacnog elementa
popreéno optereéene grede iste duljine L(¢), uzduzne krutosti [EF]'® i krutosti na savijanje [EI]'.
Lokalni koordinatni sustav postavljamo tako da je ishodiste u pocetnom ¢évoru konacnog elementa i
slijedi elementarna matrica krutosti konacnog elementa za okvirne konstrukcije

r [EF](E) [EF](S')
L® 0 0 0 0 0
0 12[E1)®) 6B 0 _12(E0® 6[EI®
L(e)3 L(e)? L(e)3 L(e)?
0 _6[E1)®) 4[EN© 0 6[EI®) 2[EI®)
L2 L L(e? L
K = . . (6.1.1)
[EF]© [EF]©
T L©® 0 0 ) 0 0
0 _12[B1)® 6[E1)(© 0 12[E1](®) 6[EI)(®)
L(e)3 L(e)?2 L(e)3 L(e)?2
0 _6[EI)®) 2[E1)(©) 0 6[E1)(© 4[ET)®)
L L(e)? L(e) L(e)?2 L(e)

Prikazana elementarna matrica krutosti kona¢nog elementa za okvirne konstrukeije, (6.1.1), slijedi i iz
principa virtualnog rada, prema definiranim operatorima za uzduznu i popre¢no optereéenu gredu. Pri-
padne aproksimacije, uzduznog pomaka linearnim polinomom, a popre¢nog pomaka kubi¢nim polinomom,
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mogu se prikazati u obliku

{u(@}:[z\qﬁ 0 0 N 0 0] o] _ e, (6.1.2)

w(®) 0 Ny N5 0 N§ Njl||ue

P2

pri éemu su N/ polinomi uzduzno optereéenog konacnog elementa, (4.2.21), a N7 polinomi popreéno
optereéenog grednog elementa, (5.2.30). Deformacijsku matricu B(®) definiramo kombiniranjem pripadnih
diferencijalnih operatora uzduzno i poprec¢no optereéene grede

dNy dNy
Iz 0 0 Iz 0 0
(e) —
B = 0 42N d2N; 0 d2N¢ 42N . (613)
T Tda? T da? T Tda? T Tda?

Uz definiranu matricu elasti¢nosti za kona¢ni element za okvirne konstrukcije,

[EF) 0

DE —
0o [EN®

: (6.1.4)

elementarna matrica krutosti kona¢nog elementa za okvirne konstrukcije slijedi sukladno prethodnim

izrazima
L

K© / BOTDEOBE s (6.1.5)
0

6.2. Elementarni vektor opterec¢enja konacnog elementa za okvirne konstruk-
cije
Elementarni vektor optere¢enja konacnog elementa za okvirne konstrukcije izracunamo kombiniranjem

prethodno izracunatih vektora za uzduzno i popreéno optereéenu gredu, uz uzduzno optereéenje n(®),
poprecno optereéenje ¢(¢) i distribuirani moment m(®),

0
dNy
dz
N 0 )
L(© 0 N %
() @0 @ | N5 _ (e
q / n Ny +q 0 m 0 dz . (6.2.1)
0 0 N?f dé\@
xr
0 Ng
dN;
dz

6.3. Proracun sila u ¢vorovima kona¢nog elementa za okvirne konstrukcije

Za dobivanje iznosa sila (uzduznih sila, poprecnih sila i momenata) u ¢vorovima konacnog elementa
za okvirne konstrukcije potrebno je promatrati ravnotezu pripadnog elementa. Sile u ¢vorovima slijede
prema izrazu ) )

Ny

Ty
M
Ny
Ty’
Rl

gle) — =KEw® —q© (6.3.1)
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6.4. Transformacija elementarne matrice krutosti kona¢nog elementa za okvirne
konstrukcije u globalni koordinatni sustav

Promatramo konacni element za okvirne konstrukeije duljine L(®) u ravnini, u proizvoljnom polozaju
pod kutem « u odnosu na os x, (Slika 6.4.1).

T

A4 o

Z/

Slika 6.4.1: Okvirni element u ravnini

Neka su u!, w!, p! pomaci évorova kona¢nog elementa za okvirne konstrukcije u lokalnom koordinatnom
g

sustavu, a uf,w?, ¢! pomaci ¢vorova u globalnom koordinatnom sustavu,

lok T gl T
w(®) :[ui wh ol uﬁv wfﬁ cpﬁﬁ] . w® :[u? w ) ul wf @Z] . (6.4.1)

Ako pomake ¢vorova u globalnom koordinatnom sustavu izrazimo pomoc¢u pomaka ¢vorova u lokalnom
koordinatnom sustavu vrijedi odnos

é»cosa—l—wé»sinoz, wd = —ugsina—&—wécosa, ji=ik, (6.4.2)

9 _
U, =u j

J

a ako pomake ¢vorova u lokalnom koordinatnom sustavu izrazimo pomoc¢u pomaka ¢vorova u globalnom
koordinatnom sustavu pripadni odnos glasi

L — 09 oo 9 g L 9 9 oos S
u; =ujcosa—wjisina, w;=ujsina+w;cosa, j=ik. (6.4.3)

Kutevi zaokreta ¢vorova jednaki su u oba koordinatna sustava zbog istog smjera koordinatne osi y.
Neka su vektori sila u ¢vorovima konacénog elementa za okvirne konstrukcije definirani za lokalni
koordinatni sustav, 8% i za globalni koordinatni sustav, S9,

ST = [Ny T My N Th My], S9 =[F& Fi My FS F& Mg . (64.4)
Za odnos definiranih sila u oba sustava vrijedi odnos kao i za pomake ¢vorova. Ako prebacujemo pomake
MM m’ :CI

x
Fki

My,
F2 ‘\

k: Z
N Z z
¢ Fj

!

Slika 6.4.2: Sile okvirnog elementa u ravnini

¢vorova iz lokalnog koordinatnog sustava u globalni koordinatni sustav slijedi

% =Nigcosa+Typsina, Fj =—Nysina+Tjcosa, (6.4.5)
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ili ako pomake ¢vorova u globalnom koordinatnom sustavu prebacujemo u lokalni koordinatni sustav
slijedi

Nip = Fjpcosa — Fsina, Ty = Fjsina+ Fj cosa . (6.4.6)
Momenti u ¢vorovima jednaki su u oba koordinatna sustava zbog istog smjera koordinatne osi y. Prikazane
relacije mozemo prikazati i u matricnom zapisu

w9 = Rlok—oly()1F (@F _ paiiok (@9 (6.4.7)

pri ¢emu su matrice transformacije jednake (matrice transformacije su medusobno transponirane, ortog-
onalne matrice),

[cosa —sina 0 0 0 0
sinaw  cosa 0 0 0 0
0 o 1 0 0 0
gl—lok
" 0 0 0 cosa —sina 0]’ (6.4.8)
0 0 0 sina cosa O
L 0 0o 0 0 0 1]
[ cosa  sina 0 0 0 0]
—sina cosa 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
lok—gl
i 0 0 0 cosa sina 0 (6.4.9)
0 0 0 —sina cosa 0
. 0 0 0 0 0 1

Transformacija elementarnog vektora opterec¢enja u globalni vektor opterecenja ide po nacelu trans-
formacije elementarnog vektora pomaka ¢vorova

qgl — Rlokﬁglqlok , qlok — RngZqugl , (6410)

uz iste matrice transformacije kao i kod transformacija pomaka ¢vorova.
U jednadzbu ravnoteze u lokalnom koordinatnom sustavu uvrstimo pripadne transformacije, uz R9' 7% =

R,
lok lok
)T q(E)

K(©w(e = KORwWO! = Rq©" | (6.4.11)

Sto mozemo izraziti i u obliku

RIKEORWE = g7 . (6.4.12)
Na taj nacin proizlazi elementarna matrica krutosti kona¢nog elementa za okvirne konstrukcije (e) u
globalnom koordinatnom sustavu
1
K7 =R'KER . (6.4.13)

Za vektor pomaka ¢vorova konacnog elementa za okvirne konstrukcije mozemo definirati elemente vektora
sukladno smjerovima globalnih koordinatnih osi

e)gl —

w! [ml Zi Yi Tk 2k gok]T. (6.4.14)

Za dobivanje iznosa sila (uzduznih sila, popre¢nih sila i momenata) u ¢vorovima kona¢nog elementa za
okvirne konstrukcije potrebno je primijeniti ravnotezu pripadnog elementa pri ¢emu je matrica krutosti
elementa u lokalnom koordinatnom sustavu, a dobiveni vektor pomaka ¢vorova tog elementa potrebno je
trasformirati iz globalnog u lokalni koordinatni sustav. Sile u ¢vorovima slijede prema izrazu

S(©) — KEORw® _ glok | (6.4.15)

6.5. Staticka kondenzacija matrice krutosti konac¢nog elementa za okvirne
konstrukcije

6.5.1. Postupak staticke kondenzacije matrice krutosti kona¢nog elementa za
okvirne konstrukcije

Konstrukcija moze imati ¢vorove kod kojih su neke od statickih veli¢ina poznate prema samoj definiciji
konstrukeije (zglobni ili klizni lezajevi, zglobne veze izmedu dijelova konstrukcije). Konstrukeija je u tim
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¢vorovima definirana oslobodenim vezama u nekom od smjerova globalnih ili lokalnih koordinatnih osi.
Oslobodena veza znaci da je sila u smjeru te veze jednaka nuli. Zbog toga iz jednadzbe ravnoteze u smjeru
te sile (zbroj svih sila u tom évoru mora biti jednak nuli zbog oslobodene veze) mozemo pripadni pomak
u tom smjeru izraziti preko pomaka susjednog ¢vora iz lokalne matrice krutosti priklju¢nog elementa
konstrukcije. Taj pomak je ovisan o ostalim pomacima tog elementa konstrukcije i mozemo smanjiti
broj jednadzbi ravnoteze i broj nepoznanica u konstrukciji. Smanjenje broja jednadzbi ravnoteze zbog
oslobodenih veza u ¢vorovima konstrukcije predstavlja stati¢ku kondenzaciju matrice krutosti.

Postupak staticke kondenzacije matrice krutosti mozemo objasniti na razini staticke kondenzacije
lokalne matrice krutosti koju onda mozemo, tako staticki kondenziranu, uklopiti u matricu krutosti
sustava i smanjiti broj nepoznanica i jednadzbi ravnoteze u cijelom sustavu. Ako je oslobodena neka od
veza u ¢voru grede, sila u smjeru te veze jednaka je nuli, a pomak u smjeru oslobodene veze mozemo izraziti
kao funkciju preostalih pomaka ¢vorova grede. Ako je oslobodena k-ta veza grede, tada je, umnozak k-tog
retka matrice krutosti i vektora pomaka, sila u smjeru k-te veze, jednaka nuli,

fr = Z krjw; =0. (6.5.1)
J
Pomak wj, u smjeru oslobodene veze k mozemo izraziti preko ostalih pomaka jednadzbom
Z k:kjwj
wp = — 27 (6.5.2)
Kk

Sada taj pomak wy, izrazen preko ostalih pomaka, mozemo uvrstiti u izraze za ostale sile u ¢vorovima
grede

> krjw;
fi= kg bk | - | ik (6.5.3)
j#k ik
Grupiranjem koeficijenata uz svaki pomak slijedi izraz
fi= Z (kij _ k’L}Ckkj> wj, i # k. (6.5.4)
Kk

J#k

Ako staticki kondenziranu matricu krutosti oznac¢imo K¢, pripadne ¢lanove staticki kondenzirane matrice
krutosti kj; mozemo izraziti kao funkciju ¢lanova osnovne matrice krutosti, k;;, uz oslobodenu k-tu vezu,

kikn;

Rig = kij = =

(6.5.5)

6.5.2. Postupak staticke kondenzacije elementarnog vektora optereéenja

Postupak staticke kondenzacije vektora sila upetosti zbog oslobodene neke od veza na kraju grede jed-
nak je postupku staticke kondenzacije vektora sila upetosti dobivenih prema linearnoj teoriji elasticnosti.
Komponente staticki kondenziranog vektora sila upetosti, uz oslobodenu vezu k, mozemo izraziti pomocu
komponenti vektora sila upetosti i matrice krutosti obostrano upete grede prema izrazu

fi=Fi- Ikik?k itk (6.5.6)
kk

Prethodni izraz, (6.5.6), slijedi jednostavnim Gaussovim eliminacijama za svaku silu u évoru grede. To
nacelno vrijedi i za silu u smjeru oslobodene veze. Sila u oslobodenoj vezi jednaka je nuli,

fr = Zkkjwj +fe=0. (6.5.7)
J

Proizvoljna sila u é¢voru jednaka je

fi= Zkijwj +fi,i#k. (6.5.8)
J
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Mnozenjem jednadzbe (6.5.7) s koeficijentom (— ,’:;;) izbrajanjem s jednadzbom (6.5.8) slijedi jednadzba

za sile u ¢vorovima grede

ki - kik— .
fiz<kij’“>wj+<fikfk) Jit k. (6.5.9)
; Kk Kk
J#k
Jednadzba (6.5.9) prikazuje izraz za ukupnu silu u smjeru veze ¢ nakon staticke kondenzacije zbog

oslobadanja pomaka (poprec¢ni pomak ili zaokret) u smjeru veze k uzimanjem u obzir koeficijenata iz
kondenzirane matrice krutosti i sila iz kondenziranog vektora upetosti.

6.5.3. Matri¢na formulacija staticke kondenzacije matrice krutosti sustava
Neka je zadani okvirni sustav iskazan jednadzbom u standardnom obliku, Kw = q uzimajudéi u obzir
da nema oslobodenih veza. Vektor nepoznatih pomaka mozemo iskazati kao blok-vektor, w = },

pri ¢emu je w. vektor nepoznatih pomaka koji sadrzi nepoznate pomake u smjeru svih oslobodenih veza
u sustavu, a vektor w,, vektor nepoznatih pomaka ¢vorova u koji nisu uzeti u obzir pomaci u smjeru
oslobodenih veza. Tada i matricu sustava mozemo iskazati kao blok-matricu,

— KI)P KPC
K= {K;ﬂ K} : (6.5.10)

pri ¢emu blok-matrica K, predstavlja sile u ¢vorovima u smjerovima u kojima nisu oslobodene veze
uslijed pomaka u évorovima u smjerovima u kojima nisu oslobodene veze, blok-matrica K. predstavlja
sile u ¢vorovima u smjerovima u kojima nisu oslobodene veze uslijed pomaka u ¢vorovima u smjerovima
oslobodenih veza, a blok-matrica K . predstavlja sile u ¢vorovima u smjerovima u kojima su oslobodene
veze uslijed pomaka u ¢vorovima u smjerovima tih oslobodenih veza. U istom smislu i vektor optereéenja
qp

], pri ¢emu je q. vektor sila koji sadrzi sile u smjeru svih
C

moze biti iskazan kao blok-vektor, q = [

oslobodenih veza u sustavu, a vektor q, vektor sila u koji nisu uzete u obzir sile u smjeru oslobodenih
veza. Sustav jednadzbi sada ima oblik

k[ -l 6o
Zbog ocitog det K. # 0, iz donjeg dijela prethodne jednadzbe, (6.5.11), slijedi
we =K' (q. — K}.wp) . (6.5.12)
Uvrstavanjem tog izraza, (6.5.12), u gornji dio matri¢nog zapisa, (6.5.11), slijedi jednadzba
Kypwy + KpcK;cl (qC - Kgcwp) =qp - (6.5.13)

Grupiranjem ¢lanova uz vektor nepoznatih pomaka w), i prebacivanjem ostalih ¢lanova na desnu stranu
slijedi jednadzba
(Kypp — Kpe KK Wy, = g, — KK e (6.5.14)
odnosno novi sustav u obliku
Kw, =q°, (6.5.15)

pri ¢emu je K¢ = K, — KpCK;clK;fc staticki kondenzirana matrica sustava, a q° = q, — K, K 'q.
staticki kondenzirani vektor optereéenja sustava.

6.6. Modeliranje zglobnih veza
6.6.1. Modeliranje zglobnih (nepomiénih) lezajeva

Nepomiéni zglobni lezaj ima dva sprijecena stupnja slobode, sprijeGene pomake u smjeru dva pravca
te dopusten kut zaokreta lezaja. Standardno je definirati sprijecenost pomaka u smjeru koordinatnih osi
x 1 z. Zglobni lezaj moze biti definiran u prorac¢unskom modelu na dva nacina.

Prvi nacin je da se u lezajnom ¢voru sprijete pomaci u smjeru dvije globalne koordinatne osi. U tom
slucaju pripadni je lezajni kut zaokreta i dalje jedna od nepoznanica zadanog sustava. Proracun sustava
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jednadzbi rezultira eksplicitnim iskazom vrijednosti lezajnog kuta zaokreta. Postavljanjem izraza za sile
u ¢vorovima pripadnog kona¢nog elementa, moment u lezajnom ¢voru jednostavno proizlazi jednak nuli.

Drugi nacin je da se za pripadni kona¢ni element provede staticka kondenzacija matrice krutosti. Na
taj nacin lezajni kut zaokreta nije viSe jedna od nepoznanica sustava. Proracunom sustava ne dobivamo
eksplicitno izrazenu vrijednost lezajnog kuta zaokreta. Lezajni kut zaokreta izrac¢unamo kao linearnu
kombinaciju preostalih pomaka pripadnog kona¢nog elementa prema izrazu (6.5.2), pri ¢emu su koeficijenti
linearne kombinacije elementi matrice krutosti prije staticke kondenzacije, a pomaci ¢vorova izrazeni u
lokalnom koordinatnom sustavu pripadnog konacnog elementa,

_keruy + keowi + k31 + Keauz + Keswo

o =
ke6
Lorwi + 281 + 2w CHI . (6.6.1)
0] 2L 1T 2P T o e "2

6.6.2. Modeliranje zglobnih veza izmedu elemenata konstrukcije

Promatramo dva elementa konstrukcije, element ik i element kl, zglobno spojena u ¢voru k, (Slika
6.6.1). Vazno je za svaki elemnt znati koji ¢vor je pocetni, a koji ¢vor je krajnji. Zglobna veza u ¢voru

® © ®
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Slika 6.6.1: Zglobna veza izmedu elemenata konstrukcije

k dozvoljava relativni zaokret, Ay, izmedu definiranih elemenata. Kod modeliranja zglobne veze dva
elemenata nuzno je za jedan (samo jedan, ne oba elementa) provesti staticku kondenzaciju odnosno
definirati da je u pripadnom ¢voru tog elementa osloboden kut zaokreta. Nepoznanica yj tada je kut
zaokreta onog elementa kojem nismo oslobodili zaokret u ¢voru k. Nakon djelovanja optereéenja, (Slika
6.6.2), kut zaokreta ¢vora k moramo promatrati kao kut zaokreta elementa kojem nismo oslobodili kut
zaokreta. Rjesenjem sustava jednadzbi dobivena vrijednost ¢y predstavlja kut zaokreta elementa kojem

® @© ®
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Slika 6.6.2: Pomaci nakon opterec¢enja

nismo oslobodili kut zaokreta, a kut zaokreta u tom ¢voru elementa kojem smo oslobodili kut zaokreta
mozemo izraCunati prema izrazu za proracun pomaka u smjeru oslobodenih veza, (6.5.2). Promatranu
zglobnu vezu, (Slika 6.6.1), mozemo definirati na dva nac¢ina, ili oslobadanjem kuta zaokreta krajnjeg ¢vora
elementa ik, ili oslobadanjem kuta zaokreta pocetnog ¢vora elementa kl. Ako smo oslobodili kut zaokreta
krajnjeg ¢vora elementa ik, rjeSenjem sustava slijedi kut zaokreta goi, kut zaokreta ¢vora k elementa k.
Kut zaokreta gofg tada slijedi prema izrazu (6.5.2), uz pomake izrazene u lokalnom koordinatnom sustavu,

6EI 2E1 6EI
o 4LE;CI B 2L, 97 2Ly, ") -

Ako smo oslobodili kut zaokreta pocetnog ¢vora elementa kl, rjeSenjem sustava slijedi kut zaokreta cpi,
kut zaokreta ¢vora k elementa tk. Kut zaokreta gog tada slijedi prema izrazu (6.5.2), uz pomake izrazene
u lokalnom koordinatnom sustavu,

6FE1 6E1 2F1
I T T TR ( 5 ikt oy + 2 )
— |\ T 57 Wk a7 Wi 5 ¥l
ALT 2Lk, 2L, 2¥

T

(6.6.3)
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Kod zglobnih veza izmedu n konacnih elemenata nuzno je za n — 1 konacni element provesti staticku
kondenzaciju elementarne matrice krutosti, oslobadanjem kuta zaokreta u tom ¢voru, prije uklapanja
u globalni sustav. Svaki konaé¢ni element u takvom zglobnom ¢voru ima svoj kut zaokreta. Nepoznati
kut zaokreta tog ¢vora u globalnom sustavu tada je kut zaokreta tog ¢vora onog konacnog elementa
kojem elementarna matrica krutosti nije staticki kondenzirana. Iznos tog kuta zaokreta eksplicitno slijedi
rjeSenjem sustava jednadzbi. Kuteve zaokreta ostalih elemenata u tom ¢voru proracunamo kao linearna
kombinacija ostalih pomaka promatranog elementa u lokalnom koordinatnom sustavu prema izrazu za
proracun pomaka u smjeru oslobodene veze (6.5.2).

Ako u évoru imamo kombinaciju veza izmedu elemenata, npr. kontinuirana greda i zglobno povezan
stup, (Slika 6.6.3), tada je potrebno osloboditi kut zaokreta stupa u pripadnom ¢évoru, staticki konden-
zirati matricu krutosti stupa. Nepoznanica je kut zaokreta grede u tom voru, ¢ = ¢, (Slika 6.6.4).

®

Slika 6.6.3: Zglobna veza stupa i kontinuirane grede

Rjesenjem sustava jednadzbi slijedi kut zaokreta grede u tom ¢évoru, a kut zaokreta stupa, 5!, slijedi
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Slika 6.6.4: Pomaci nakon opterecenja

prema izrazu (6.5.2), uz pomake u lokalnom koordinatnom sustavu i ovisno o tome da li je ¢vor k pocetni
ili krajnji ¢vor stupa.

6.7. Kinematicka kondenzacija matrice krutosti za okvirne konstrukcije

Pomaci pojedinih ¢vorova konstrukcije mogu biti ovisni o pomacima drugih ¢vorova konstrukcije.
Takve veze izmedu pomaka ¢vorova su kinematitke veze. Pomake ¢vorova mozemo izraziti kao funkcije
pomaka drugih ¢vorova. U jednadzbi koja karakterizira vezu pomaka ¢vorova jedan od ¢vorova definiramo
kao vodedi ¢vor (engl. master), a ostale ¢vorove kao pratece &vorove (engl. slave). Zbog toga pomaci tih
¢vorova vise nisu neovisne nepoznanice i mozemo u prorac¢unu smanjiti broj nepoznanica i broj jednadzbi
ravnoteze u sustavu. Smanjenje broja jednadzbi ravnoteze zbog definiranih kinematickih veza predstavlja
kinemati¢ku kondenzaciju matrice konstrukcije.

Kinematicke veze izmedu definiranih ¢vorova konstrukcije iskazane su zajednickim pomacima u sm-
jeru elemenata konstrukcije koji spajaju takve ¢vorove (zanemarujemo uzduzne deformacije elemenata
konstrukcije - realna pretpostavka kod stvarnih konstrukcija) ili zajednickim kutem zaokreta kod ¢vorova
povezanim krutim ploSnim elementima konstrukcije. Matrica krutosti sustava kod inzenjerske metode po-
maka zapravo je kinematicki kondenzirana matrica krutosti metode pomaka zbog zanemarivanja uzduznih
deformacija elemenata konstrukcije. Vezu izmedu svih ¢vorova konstrukcije i pomaka vodecih ¢vorova
mozemo iskazati relacijom

w = Pw, , (6.7.1)

pri ¢emu je vektor w vektor pomaka svih ¢vorova konstrukcije, vektor w, vektor pomaka vodeéih ¢vorova,
a matrica P prijenosna matrica, matrica koja definira kinematicku vezu izmedu pomaka ¢vorova. Ako je
ukupan broj nepoznatih pomaka ¢vorova jednak n, a ukupan broj vodec¢ih pomaka ¢vorova jednak m,
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prijenosna matrica je dimenzije n x m. Takav odnos zapravo znaci da smo stupac u matrici krutosti
koji predstavlja pripadni pomak prateceg ¢vora pomnozili s prijenosnom matricom i pribrojili stupcu
pripadnog pomaka vodeéeg ¢vora. Na isti nacin je potrebno i redak koji karakterizira pripadni pomak
prateéeg ¢vora pomnoziti s transponiranom prijenosnom matricom i pribrojiti retku pripadnog pomaka
vodeceg ¢vora. Na taj nacin smo dobili novi sustav m linearnih jednadzbi sa m nepoznanica. Matrica
krutosti sustava, KX sada je dimenzije m x m i slijedi prema jednadzbi,

KX =PTKP . (6.7.2)

U postupku eliminacije redaka osnovne matrice krutosti sustava mozemo provesti i eliminaciju redaka
u vektoru optere¢enja. Mnozenjem vektora optere¢enja transponiranom prijenosnom matricom slijedi
vektor opterecenja nakon kinematicke kondenzacije,

q“ =P'q. (6.7.3)
Sustav jednadzbi Kw = q sada glasi PTKPw, = PTq odnosno K¥w, = q¥.
6.8. Primjeri

Primjer 6.8.1. Transformacija matrice krutosti stupa u globalnom koordinatnom sustavu

Neka je zadan vertikalni stup visine L, uzduzne krutosti E'F' i krutosti na savijanje EI, pri ¢emu je
donji ¢vor pocetni ¢vor, a gornji ¢vor krajnji ¢vor. Potrebno je matricu krutosti stupa izraziti u globalnom
koordinatnom sustavu.

Slika 6.8.1.1: Vertikalni stup

Matrica krutosti u lokalnom koordinatnom sustavu izrazena je jednadzbom (6.1.1). Identifikacijom
pocetnog i krajnjeg ¢évora jasno slijedi da je o = /2 §to odreduje matrice transformacije

0 10 0 00 0 -1 00 0 0
-1 00 0 00 1 0 00 0 0
s 0 01 0 00 . oo 10 0 o0
R™=10 00 0 10 B 7" ={0 0 00 -1 0 (6.8.1.1)
0 00 -1 00 0 0 01 0 0
0 00 0 01 0 0 00 0 1

Matrica krutosti vertikalnog stupa s donjim pocetnim ¢vorom u globalnom koordinatnom sustavu slijedi
prema izrazu (6.4.13),

- 12E1 0 _6BI _12B1  (  _GEIT
L3 L2 L? L?
0o E 0 o -E g
_6EI 0 4B1 651 0 2E1
KY! v " v " (6.8.1.2)
k = . . . .
! _12EI 0 6EI 12E1 0 6ET
L? L2 L3 L?
0o E 0 o B0
_ 6EI 0 2ET 6EIL 0 AEI
L~ 12 L L2 L
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Primjer 6.8.2. Definirati matricu krutosti jednostrano upete grede statickom kondenzacijom matrice
krutosti obostrano upete grede

Promatramo jednostrano upetu gredu s oslobodenom upetom vezom u krajnjem évoru grede (dopusten
kut zaokreta krajnjeg ¢vora), (Slika 6.8.2.1). Potrebno je odrediti matricu krutosti jednostrano upete
grede kondenzacijom matrice krutosti obostrano upete grede.

Slika 6.8.2.1: Jednostrano upeta greda

Matrica krutosti obostrano upete grede izrazena je jednadzbom (6.1.1). Kod jednostrano upete grede,
(Slika 6.8.2.1), osloboden je kut zaokreta u krajnjem ¢voru grede, i, a pripadni moment jednak je nuli,
Mjy; = 0. Iz zadnjeg retka matrice krutosti mozemo izraziti kut zaokreta ¢y, kao funkciju ostalih pomaka,
Uiy Wiy Piy Uy Wiy (652> 5

6EI 2E1 6EI
— s Wi + T+ w
op = —— L2 &‘p’ Lz Uk (6.8.2.1)
L

Staticki kondenziranu matricu krutosti jednostrano upete grede u lokalnom koordinatnom sustavu mozemo

sada dobiti uvrstavanjem izraza za kut ¢ u ostale retke matrice krutosti, (6.5.5), k:f,; = ki — %,

[ [EF]) EF]©) .
Lo 0 0 ~BFL 0 0
(e) (e) (e)
0 _S[EI]E;) 3[EI®) 0 3[E1]§C> 0
© @ ()2
KO = t r r . (6.8.2.2)
EF|(© EF|(©
- L(]e) 0 0 : L(1> 0 0
3[E1)(©) 3[EI® 3[EI)(©
0 L3 L(e)? 0 L3 0
. 0 0 0 0 0 0]

Primjer 6.8.3. Zadan je upeti okvir, (Slika 6.8.3.1), optereden u visini grede horizontalnom koncentri-
ranom silom K. Greda i stupovi okvira jednakog su modula elasticnosti, E, jednakih povrsina popreénog

presjeka, F, i momenata inercije popreénog presjeka, I. Potrebno je odrediti pomake i momente u
¢vorovima okvira.

—
K | B,IF
L
L
——>

Slika 6.8.3.1: Zadani okvir, upet u lezajevima, optere¢en horizontalnom silom

Okvir podijelimo na konacne elemente (gredu 2-3 i stupove 1-2 i 3-4). Za svaki element pripadna
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elementarna matrica krutosti u lokalnom koordinatnom sustavu, prema (6.1.1), glasi

B0 o
0 12E1 __6EI
L3 L2
__6EI 4EI
KO _g© _ge _ ! R
1-2 — 2-3 3—4 —
L
0 _12EI  6EI
L3 L?
0 _6EI 2E1
L L2 L

®

@

Slika 6.8.3.2: Oznake ¢vorova okvira

12E1
3

6E1
L2

12E1
L3

6ET1
2

(6.8.3.1)

Jasno je da je za gredu elementarna matrica krutosti u lokalnom koordinatnom sustavu jednaka elemen-
tarnoj matrici krutosti u globalnom koordinatnom sustavu, Ko_5 = K(®),_5. Za stupove je potrebno
provesti postupak transformacije pripadnih matrica krutosti iz lokalnog u globalni koordinatni sustav. Za
stup 1 — 2 pripadni je kut zaokreta za a1 _o = m/2, a za stup 3 —4 pripadni je kut zaokreta «z_4 = 37/2.

Uz pripadne matrice transformacije,

0 -1 00 0 0

1 0 00 0 0

0 0 1.0 0 0
Ri2o=1g ¢ o0 0 -1 o Bsa=

0 0 01 0 0

0 0 00 0 1

[l oNoNol S

[N eNeil e N

o o oo

oo~ O OO

_ O O o oo

(6.8.3.2)



80 6. KONACNI ELEMENT ZA OKVIRNE KONSTRUKCIJE

matrice krutosti stupova u globalnom koordinatnom sustavu slijede, (6.4.13),

r 12E1 0 _6EI _12EI 0 __6EIT
L3 L2 L3 L2
0 E£E 0 o -££ 0
_6EI 0 4E1 6E1 0 2E1
1 g (e) L2 L L2 L
K172 = R172K172R172 = y
_12F 0 6ET1 12E71 0 6E1
L3 L2 L3 L2
o -££ 90 0 £E 0
_6EI 0 2E1 6ET1 0 4E1
L L2 L L2 L
(6.8.3.3)
r 1251 0 6ET _12E71 0 6ET 7
L3 L2 L3 L2
0 EE 0 o -££ 90
6ET 0 4E1 _6EI 0 2ET1
1 (o) L? L L2 L
Ks-s=R; K3 R34 =
_12EI 0 __G6EI 12E1 0 __6EI
L3 L2 L3 L2
0o £ 0 0 s 0
6ET 0 2E1 _6FEI 0 AET
L L2 L L? L A
(6.8.3.4)

Uklapanjem elementarnih matrica krutosti svih definiranih konaénih elemenata slijedi globalna matrica
krutosti zadanog okvira,

12;;}1 0 7% 71iEI 0 ,% 0 0 0 0 0 0
0 % 0 0 7% 0 0 0 0 0 0 0
_% 0 ABL % 0 2BL 0 0 0 0 0 0
% 0 GLL; 12LI§1 +% 0 % —ETF 0 0 0 0 0
0 -LEE 0 0 BE 2Bl _SEL 0 ~ 1250 - e 0 0 0
7‘1—21 0 281 “’LL; 7‘1—2 sEl 0 % 251 0 0 0
K = Y o o 7% o 0 11}%"1 +% o SL% 71%1%‘1 0 GL%
0 0 0 0 1281 oBL 0 BE ¢ 125 SEL 0 -EE 0
0 0 0 0 0 0 1281 0 SEL 1281 0 - CEL
0 0 0 0 0 0 0 ,% 0 ) % 0
0 0 0 0 0 0 ohL 0 281 - Bl 0 4Bl
(6.8.3.5)

Vektor nepoznatih pomaka ¢vorova glasi

T
w:[ml Z1 Q1 Ta zZy QP2 T3 Z3 P3 Ty 24 <p4] . (6.8.3.6)
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Uz rubne uvjete upetih lezajeva, (x1 = 21 = ¢1 = x4 = 24 = @4 = 0), sustav linearnih jednadzbi glasi

ri2el | EF
= T

0

EF 12E71
L + L3

6E1
— 5

0

12E
L3

_6EI

~EE 0 0 ]
0 _12EI _6EI
L3 2 T
0 6E1 2E1 22
L2 L
P2
12EI |, EF 6E1 T3
128l 4 BE 0
L3 L L2 z3
EF | 12EI 6EI P3
0 L T I3 L2
6E1 6E1 8EI
L2 L2 L 4

cocoococo X

(6.8.3.7)

Rjesenjem definiranog sustava linearnih jednadzbi slijedi vektor nepoznatih pomaka ¢vorova zadanog

okvira

T2
zZ2
©2
€3
Z3
¥3

rKL3 216(EI1)*+84(EI)(EFL*)+5(EFL?)*1
12ET (BETTEFL?)(24ET+7EFL?)

o 3K L
24FET+7EFL?

KL% 96(EI)?+34(EI)(EFL?)+(EFL?)?
AET (BEI+EFL?)(24EI+7EFL?)

KL3 72(ED*+42(EI(EFL*)+5(EFL?)?
12EI = (BEI+EFL?)(24EI+7EFL?)

3K L°
24EI+T7TEFL?

K L2 48(ED)>4+20(EI)(EFL*)+(EFL?)?
4ET ~ (BEI+EFL?)(24EI+TEFL?)

(6.8.3.8)
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Sile u elementima izracunamo prema jednadzbi (6.4.15), S;_x = Kg?kRi,kwfl_k,

r ___3KEFL?
24EI+7EFL?

_ K(6EI+EFL?)
2(BEI+EFL?)

KL[60(EI)*+25(EI)(EFL?)+2(EFL?)?]
(BEI+EFL?)(24EI+7EFL?)
S22 = , (6.8.3.9)
3SKEFL?
24EI+7EFL?

K(6EI+EFL?)
2(BEI+EFL?)

KL[24(ED)*+16(EI)(EFL?)+3(EFL?)?]
2BEI+EFL?)(24EI+7EFL?)

KEFL>
2(BEI+EFL?)

3KEFL?
24ET+7EFL?

KL[24(ED)*+16(EI)(EFL?)+3(EFL?)?]
2BEI+EFL?)(24EI+7EFL?)
§273 = , (6.8.3.10)

_ __ KEFL?
2(3EI+EFL?)

__ 3KEFL?
24EI+7EFL?

KL[—24(EI)*+2(ED(EFL?)+3(EFL?)?]
2(BEI+EFL?) (24EI+7EFL?)

3KEFL?
24ET+7EFL?

__ KEFL?
2(BEI+EFL?)

K L[—24(ED)*+2(ED(EFL?)+3(EFL?)?]
2BEI+EFL?)(24EI+TEFL?)
§3—4 = . (6.8.3.11)

_ _ 3KEFL?
24EI{7EFL?

KEFL?
2(3EI+EFL?)

KL[12(ED)?+11(EI)(EFL?)+2(EFL?)?]
(BEI+EFL?)(24EI+7EFL?)

Primjer 6.8.4. Okvir iz prethodnog zadatka rijesiti kinematickom kondenzacijom matrice krutosti sus-
tava zbog zanemarivanja uzduzinih deformacija elemenata konstrukcije. Potrebno je odrediti pomake i
momente u ¢vorovima okvira.

Zanemarivanjem uzduznih deformacija grede i stupova jasno slijede relacije izmedu pripadnih pomaka
u smjeru osi grede i stupova. Ako zanemarimo uzduznu deformaciju grede slijedi da je horizontalni pomak
oba ¢vora grede jednak, xo = 3, a ako zanemarimo uzduznu deformaciju stupova slijede relacije, zo = 21
i z3 = z4. Vektor vode¢ih pomaka ¢vorova glasi

T
wvz[ml Z1 p1 To Y2 pP3 Ty 24 @4] , (6.8.4.1)
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a pripadna prijenosna matrica
[1 0 0 0000 0 O]
0100 0O0O0O0O© 0
001 0O0O0O0TO0OTO O
0001 0O0O0O00O0
0100 0O0O0O0TO
000010000
P= 0001 0O0O0O00O0 (6.8.4.2)
000 O0O0OO0OO0OT1F®O
000 O0O0OT1O0TU0TFPO0
000 0O0OO0OT1TO0FP0
0000O0OO0OO0OT1SF O
00 00 00 0 0 1j
Matrica sustava slijedi prema jednadzbi (6.7.2),
[ 1281 0 —851 1281 _65] 0 0 0 0
0o mEL o o s owy o umEL o
N
_ 1281 0 6EI  24EI  6EI  6EI  _12EI 0 6EI
3 2 3 L2 L2 L3 L2
ki= |9 uy @ oy w0 o | (6543
0 6EI 0 6EI 2BI  8EI  _GEI  G6EI 281
L2 L2 L L L2 L2 L
0 0 0 1257 0 —e5l 1281 0 —S8EL
0o = o o soem o mE
Lo o o s o o o_sm o am
Uz rubne uvjete upetih lezajeva, 1 = 21 = p1 = x4 = 24 = @4 = 0, sustav jednadzbi glasi
24E1 6EI 6EI
L3 L2 L2 K
T2 0
HORE ] e = (6.8.4.4)
¥3 0
6EI  2EI  8EI
L2 L L
Rjesenjem sustava slijedi vektor nepoznatih pomaka
[ 5K L3 |
84ET
T 9
) 28E1T
¥3
KIL?
L 28FET.

Pomaci pratecih ¢vorova slijede iz prethodno definiranih odnosa zo = z1, 23 = 24, 3 = T2, prema jed-
nadzbi (6.7.1). Dobiveni relativni uzduzni pomaci évorova jednaki su nuli. To znaéi da ne mozemo izravno
izracunati uzduzne sile u elementima konstrukcije. Poprecne sile i momenti u elementima konstrukcije



84 6. KONACNI ELEMENT ZA OKVIRNE KONSTRUKCIJE

slijede prema jednadzbi (6.4.15) izuzimajudi retke i stupce koje odreduju uzduzne sile i pomake,

r12E1 6ET 12E1 6EIT T o - rOK
7,3 —Tz T3 — I TSIy + 21 COS (12 -5
__6EI 4E1 6E1 2E1 2K L
1.9 L? L L2 L ©1 =
S - EI EI EI EI R
12 6 12 6 ;
— =73 2 T3 s TSI (g + 29 COS (12 5
__6EI 2E1 6EI 4ET 3KL
2 7 2 7, 4 L P2 . L 14 A
(6.8.4.6)
r12ET 6EI 12E1 6EIT [ o . 3K
T3 —T7z T I3 — Iz T SIN (ig3 + 29 COS (g3 =
_GEI 4AET 6EI 2E1 _3KL
9 3 L2 L L2 L P2 T4
S = — ,
12E 6EI 12FE 6EI : . 3K
—13 5 T3 = T3 Sl (a3 + 23 COS (93 -5
__BEI 2E1 6ETI 4ET ) _3KL
L2 L L2 L 4L #3 J L™ 1a
(6.8.4.7)
r12ET 6EI 12ET 6EIT [ o . rOK
I3 —Iz T3 T iz T3 81N (i34 + 23 COS (V34 -
__6EI 4ET 6ETI 2E1 3KL
- L2 L L2 L 3 14
S = —
12ET1 6EI 12E 6EI ; K
— I3 T2 I3 T2 T4 SIN (i34 + 24 COS (X34 5
__6EI 2E1 6EI 4ET 0 2K L
L2 L L2 L 4L 4 J L= 7
(6.8.4.8)

Uzduzne sile potrebno je odrediti iz ravnoteze ¢vorova. Ako u ¢évoru 2 postavimo jednadzbe ravnoteze u
smjeru osi = i z slijedi

K
dr=0 = ~Nog = To1 + K =0= Nog =K —To = -, (6.8.4.9)
2
3K
Y oz=0 = Nop —Tog = 0= Noy = Tog = — . (6.8.4.10)

2

Na isti nac¢in iz ravnoteze ¢vora 3 slijedi

K
da=0 = ~Ngp +Tha = 0= Nap = Tya = =, (6.8.4.11)
3
3K
> 2=0 = —Ny—Ti=0= Ny =-Ts= — (6.8.4.12)
3
Uzduzne sile u suprotnim ¢vorovima elemenata slijede iz lokalne ravnoteze elemenata,
/ 3K
> a'=0 = Np+Ny=0=Ny=-Ny = = (6.8.4.13)
1-2
/ 3K
> a&'=0 = Nyy—Niz=0= Ngg=—Nygy = - (6.8.4.14)
3—4

Prema dobivenim rezultatima za pomake ¢vorova i sile u elementima konstrukcije pomoc¢u kinematicki
kondenzirane matrice krutosti vidljivo je da su rjeSenja jednaka rjeSenjima iz prethodnog primjera kad
EF — 00, odnosno kad su elementi konstrukcije apsolutno uzduzno kruti elementi pri ¢emu je uzduzna
deformacija jednaka nuli.

Primjer 6.8.5. Zadana je sloZena obostrano upeta greda sastavljena od dva zglobno spojena elementa
raspona L i krutosti EI., opterecena koncentriranom silom K w zglobu. Potrebno je odrediti progib i kut
zaokreta svakog elementa u sredini raspona grede i leZajne momente.



6. KONACNI ELEMENT ZA OKVIRNE KONSTRUKCLJE 85

To3
K @ N%% M3 M3 @
Tgll_Mé\;% T T N3 N3%1 —l
Mo, 23 32 32 Ty
Noy M3y N34
Ny M3y Ny,
Moy b3 x

N12 T12 T43 43
j1612 Nag

Slika 6.8.4.1: Ravnoteza ¢vorova i elemenata okvira

EI lKEI

| |
L L

Slika 6.8.5.1: Slozena obostrano upeta greda zglobno spojena u sredini raspona i optere¢ena koncentrira-
nom silom u zglobu

Zbog zglobne veze u sredini grede, = L, u toj tocki nije definiran kut zaokreta. Kut zaokreta lijevog
dijela grede i kut zaokreta desnog dijela grede u zglobu nisu jednaki. Analiticka vrijednost progiba i
kuteva zaokreta iznosi )

_Kr* . KL* | KI?
T 6Bl TP T 4RI PR T 4EDC
$to se vidi i na grafickom prikazu progibne linije, 6.8.5.2.

wy, (6.8.5.1)

Slika 6.8.5.2: Progibna linija zadane slozene grede

Zbog toga kut zaokreta u zglobu ne moze biti promatran kao jedna nepoznanica. Nuzno je za jedan
(ali samo za jedan) od elemenata provesti kondenzaciju matrice krutosti. Tada je nepoznati kut zaokreta
zapravo kut zaokreta drugog elementa, a kut zaokreta elementa kojem smo kondenzirali matricu krutosti
dobijemo kao linearna kombinacija ostalih vrijednosti pomaka tog elementa, (6.5.2).

Zbog zglobne veze u sredini raspona, gredu moramo podijeliti gredu na dva konac¢na elementa (elementi
1-2 1 2-3), svaki element duljine L. Elementarne matrice krutosti za svaki dio grede slijede prema (5.2.32),

[ 12 _6 _12 67
L* L? L3 L
_ 6 4 6 2
L2 L L2 L

K'™?2=K*?=FI : (6.8.5.2)

_12 6 12 6
L3 L2 L3 2
_6 2 6 4

L L2 L2 L
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Statickom kondenzacijom matrice krutosti elementa 1 — 2 slijedi pripadna staticki kondenzirana elemn-

tarna matrica krutosti

s

K'™2=EJI

0

s

s

3
L

3
2

0

e

_ % 0]
2 0
2 0

0 0]

(6.8.5.3)

Uklapanjem elementarnih matrica, uz rubne uvjete wy = ws = ¢1 = 3 = 0, sustav jednadzbi glasi

o)

15 6

L3 T L2
ET
_6 4
L2 L

Rjesenjem sustava slijedi vektor nepoznatih pomaka

w=[wy ¢f]"

|

Dobivene vrijednosti jednake su analitickom rjesenju.
Kut zaokreta elementa 1 — 2 u zglobu, prema (6.5.2), iznosi

W2
+
P2

}:

KL?
6E1

6EI KL®

KLTT

4ET

2
(p_:_k‘65UJ2 __ 12 GEI :_KL
2 kee b1 AF]
Sile u elementima izracunamo prema (5.3.6),
TP
12 _6 12 _ 67
L3 L7 L3 2
0
_ 6 4 6 2
7 L 12 L
St=2 = EJI KI3
_ 12 6 12 6
L3 12 L L? 6ET
6 2 6 4 2
L I? L 2 L _KL
L 4FET
(K L3
12 _6 _12 _ 6
L3 1?2 L3 L2 6ET
6 4 6 2 2
- -z 1 1z 1 | |KEL
S°° = EI AFI | =
12 6 12 6
¥ 12 L3 2
0
_ 6 2 6 4
L 12 L 12 L
- 0 -

6.9. Zadaci

U zadacima je potrebno za zadane okvirne konstrukcije, odrediti pomake (translatorne
kuteve zaokreta) évorova i sile u ¢vorovima definiranih kona¢nih elemenata.

Zadatak 6.9.1.

9 4 v v vy |

E,IF E.IF

L/2 L/2 L

o

xS o

(6.8.5.4)

(6.8.5.5)

(6.8.5.6)

(6.8.5.7)

(6.8.5.8)

(6.8.5.9)

pomake i
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Zadatak 6.9.2.
[ A —
E IF
EIF E I F
L
L K l
E I F
L/2 L/2
/ 2L I
Zadatak 6.9.3. L/2 LJ2
Zadatak 6.9.7. «—>»e—>»
E IF E I F
—
L E,I,F
L
q L L
-« pe——————— » —
EIF
Zadatak 6.9.4. L
EILF | EILF L
R s Ly Zadatak 6.9.8. —
L
A
q I I E I F
+—— > L
Zadatak 6.9.5. 1
E IF
K|
p— L
EIF E,IF K
L —— A\
L
Zadatak 6.9.9. «— »
L/2 L/2 L
4 — e —r >
A
EIF
Zadatak 6.9.6. I
K
— 1
E IF EIF K E 21,2F
L L
—— A\
L/2 L/2 L L
«— e e » Zadatak 6.9.10. -
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7. Gredni konacni elementi prema TimoSenkovoj teoriji savi-
janja
7.1. Osnovne jednadzbe savijanja grede prema Timosenkovoj teoriji savijanja

7.1.1. Rubna zadaca savijanja grede prema TimoSenkovoj teoriji savijanja

Za razliku od Bernoullijeve teorije savijanja, Timosenkova teorija savijanja ne iskljucuje posmicne
deformacije. Kut zaokreta ravnine poprecnog presjeka, 1, i kut zaokreta tangente na tezisnu os, ¢, nisu
jednaki i razlikuju se za posmicni kut zaokreta, .

Slika 7.1.1: Pomaci poprecnog presjeka grede prema Timosenkovoj teoriji savijanja

Uz definirana fizikalna, F modul elasti¢nosti i G modul posmika, i geometrijska, F' povrsina poprecnog
presjeka i I moment inercije, svojstva grede mozemo definirati D, = ET krutost grede na savijanje i
D, = EGF posmicnu krutost grede pri éemu je k korekcijski posmiéni koeficijent. Diferencijalne jednadzbe
savijanja poprecno opterecene grede prema Timosenkovoj teoriji savijanja su

d2y dw
D.SY —p (v+ YY) . 11
da? p( * dx) (T.1.1)
d9  d*w

7.2. Primjena principa virtualnog rada

Uz virtualnu deformaciju savijanja dx, virtualnu posmi¢nu deformaciju -, virtualni popreéni pomak
(progib) dw i virtualni kut zaokreta poprecnog presjeka §¢ slijedi princip virtualnog rada

L v i,
/ (0go + oyT)dV = / (dwq + d9Im) dz + Z ow; K, + Z 09; M . (7.2.1)
0

v i=1 =1
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Uvrstavanjem izraza za virtualnu deformaciju, ée = 6u’ + 26 %,
izraz za moment, M = EI%, slijedi

J(M)E</zzdF)dﬁ+57G /dF v dz
x I dx
F

[(s (ji) (Ef)g + 57(kGF)’y} da

i naprezanja, o = Fe, 7 = Gy, uz poznati

/(560 +oym)dV =
%

[6 (ji) M + &yT] dz . (7.2.2)

I
T — i T T

7.2.1. Aproksimacija polja pomaka i deformacija

U ¢vorovima kona¢nog elementa (e) nepoznanice su popreéni pomak w; i kut zaokreta ravnine
poprec¢nog presjeka ;. Za nepoznata polja pretpostavimo linearnu razdiobu duz kona¢nog elementa

w(z) = N9 (@)wy + NS (@)ws, 9(z) = N (2)d + NS ()9, , (7.2.3)

pri ¢emu su Nl(e),Née) standardne linearne funkeije oblika, (4.2.21). Prethodnu jednadzbu mozemo

zapisati i u standardnom matri¢nom obliku,

wi
m N9 o NP o0 |]|wn
v 0 N9 0 N |we
2

=N©e) (7.2.4)

uz t@ = [wl Y1 wo ﬁg}T definirani vektor pomaka ¢vorova promatarnog elementa (e).

Na temelju ove aproksimacije polja pomaka i zaokreta mozemo iskazati deformaciju savijanja i posmi¢nu
deformaciju grede,

49 AN dn{®
- = 9 9, = Begle) 7.2.5
: dz de ' * de 2 s ’ ( )
d AnN'® AN{® . .
7= S0 =" S + N9+ N9, = BP, (7.2.6)

uz definirane diferencijalne operatore savijanja i posmika

e 1 1 e (e) _p z
BOY=[0 —7f5 0 5] aBé):[*ﬁ L o ﬁ} (7.2.7)

7.3. Osnovni gredni konacni element prema Timosenkovoj teoriji savijanja
7.3.1. Ravnoteza izdvojenog elementa

Na izdvojenom elementu (e) = [0, L(®)], duljine L(®), iz ravnoteze slijedi

Slika 7.3.1: Izdvojeni element (e) poprecno optereéene grede
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L L
dy©
- () (e)(e) - (e) ,(e) (€),,(€) (e) g (e) (e) (e
/ [5( - )M +6yOT }dx / (6w ¢© +60©m )dxfz (5w2 K 4 66%) M ) .
0 0 1=1,2
(7.3.1)
Uvrstavanjem izraza za virtualnu deformaciju savijanja i virtualnu posmicénu deformaciju,
5d’9(e) =Bt | 5y = Bt (7.3.2)
dx s ’ p ’
izraza za sile na kona¢nom elementu (e),
M© = [EN@BEL | T = ((GF)© BOHO (7.33)

krutosti na savijanje D) = [EI](E) i posmicne krutosti D,(,e) = [k:GF}(e) u jednadzbu ravnoteze slijedi

L L K%f))
e e
(5t<e>>T [BY DEBY + B DYBY] e - (5t<e>)T NE©T €9 guy (5t<e>)T My
s s Ps P p Op me) K
0 0 A
M,
(7.3.4)
Jednadzba vrijedi za proizvoljni vektor virtualnih pomaka, 6t(¢), sto znaci da dobivamo jednadzbu
L L K»g(f))
T T T [ 4(e) M€
€ e e e e € € _ € q
/ [(Bg )) DB 4 (B}g )) DB >] t©)dg = / (N( )) [m@)} dx + Kﬁe) . (7.3.5)
0 0 M
Dobivena jednadzba je zapravo jednadzba standardnog oblika
K@t = g 4 k(@) | (7.3.6)

gdje je t(¢) elementarni vektor nepoznatih pomaka (poprecnih pomaka i kuteva zaokreta ¢vorova konacénog
elementa (e)), q(® elementarni vektor optere¢enja elementa (e) i k(®) vektor zadanih koncentriranih sila
i momenata u ¢vorovima elementa (e). Elementarni vektor optereéenja za gredni konaé¢ni element prema
Timosenkovoj teoriji savijanja (e) opéenito glasi

(e)
q© = /N<e>T [731(@)] dz | (7.3.7)
(@)

a elementarnu matricu krutosti K(¢) mozemo izraziti, kao zbroj elementarne matrice krutosti savijanja
ng) i elementarne matrice krutosti posmika K,(,e), K = ng) + K,(,e), uz definirane pripadne matrice

(& e T e € (& e T € €
KE):/BFJ D'B"dx, K :/By DB dz . (7.3.8)
(e) (e)

7.3.2. Elementarna matrica krutosti grednog konacénog elementa prema TimoSenkovoj
teoriji savijanja

Promatramo gredni konac¢ni element (e) duljine L) prema Timosenkovoj teoriji savijanja. Takav

konaéni element ima ¢etiri stupnja slobode, popreéne pomake w; i kuteve zaokreta ¢; oba krajnja ¢vora.

Kartezijev koordinatni sustav postavljamo tako da je ishodiste u pocetnom ¢voru kona¢nog elementa. El-

ementarnu matricu krutosti mozemo dobiti kao zbroj elementarne matrice krutosti savijanja i elementarne
matrice posmika ili izravno

L

K© — / BOTDEOBO g | (7.3.9)
0
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uz definirane pripadne matrice elasti¢nosti i matrice deformacija

(e) (e)
p@ =P 0 pe_ |B (7.3.10)
0 D B

Elementarna matrica krutosti, uz numericku integraciju s dvije tocke integracije (podintegralna funkcija
je polinom maksimalno drugog stupnja), slijedi

[ [kGF)©) _ [kGF]© _ [kGF]© _ [kGF]©
L(e) 2 L(e) 2
_[kGF]©  [kGF)D L [E1)© [kGF](© [kGF]*OL©  [E1]©
© 2 3 L) 2 6 L(e)
K'Y = . (7.3.11)
_ [kGF]© [kGF)(© [kGF)(© [kGF)©
L(e) 2 L(e) 2
_[kGF]©  [kGF)D L) [E1)© [kGF)(© kGF)O L [ED©
L 2 6 L(e) 2 3 L(e)

. . . - . P . .o . e
Dobivenu elementarnu matricu krutosti mozemo prikazati i kroz odnos krutosti na savijanje, Dg ) —

[E1]“) i posmiéne krutosti, DI = [kGF]®,

L L
1 L -1 _L2

_L(e) L(<’~)2 D.ge) L L(€)2 - Dl(f‘)
2 3 Dé‘i) 2 6 DZ(JE)

(7.3.12)

L L
1 1 ‘

L L(e)2 Dgc) L L(E)2 Dg‘z)
2 6  pi 2 3 D

p

7.4. Gredni konaé¢ni element prema Timosenkovoj teoriji savijanja s reduci-
ranom integracijom

Kod proracuna s grednim kona¢nim elementom prema TimoSenkovoj teoriji savijanja i pripadnom
elementarnom matricom krutosti, (7.3.11), dobivena rjeSenja korektna su i konvergiraju analitickim
rjeSenjima kod greda sa znacajnim utjecajem posmicne krutosti (L =~ H). Kod greda koje se ponasaju
blize Bernoullijevoj teoriji, (L >> H), rjesenja bitno odstupaju od analitickih rjeSenja i teze prema nuli
za veée odnose raspona i visine poprecnog presjeka. Takva pojava naziva se shear locking (zadrzavanje
utjecaja posmika). Fizikalno, utjecaj posmika ostaje dominantan i kod greda kod kojih je posmi¢na de-
formacija bitno manja od deformacije savijanja. Taj u¢inak mozemo jasno uociti ako sustav jednadzbi,

uz uvodenje koeficijenta § = #’ijﬂ, te prikaza elementarnih matrica krutosti savijanja i posmika,
p

K = DSKS) iKY = D,,KI()E), napisemo u obliku

e e e 7€) 12 Te(e) e q(E)
KEOw© — o(©) = (K + BL(6)2K; ) O b (7.4.1)

Prema definiciji koeficijenta (3, slijedi H/L — 0 = 3 — 0, $to znaci da tada 1/ — 00, odnosno posmiéni
dio matrice krutosti znatno vise doprinosi u matrici krutosti. Utjecaj se moze smanjiti u slucaju da
matrica Kl(,e) postane singularna.

Za izbjegavanje pojave shear-lockinga mozemo koristiti reduciranu integraciju podintegralnih funkcija
elementarne matrice krutosti. Za elemente matrice krutosti kos, kos, k42, kg4 podintegralna funkcija poli-
nom je drugog stupnja i u proracunu elementarne matrice krutosti, (7.3.11), provedena je integracija
s dvije tocke integracije $to je dovelo do egzaktne vrijednosti integrala. Integracijom podintegralnih
funkcija s jednom tockom integracije slijedi elementarna matrica krutosti kona¢nog elementa s reducira-
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nom integracijom

[ [kGF)®) [kGF](© [kGF]© [kGF](©
) - 2 L - 2
_ [kGF]®  [kGF)P L) T [EI)® [kGF](© [kGF] L@ [E1]©
© 2 1 L 2 1 (e
K'Y = , (7.4.2)
_ [kGF]© [kGF](© [kGF]© [kGF](©)
) 2 A0 2
_ [kGF]®  [kGF]P L B [kGF](© [kGF)() L) i [EI)®
L 2 1 () 2 1 L

ili zapisano kroz odnos krutosti na savijanje i posmicne krutosti,

B L L
1 - -1 —L

L p2?  pE e @2 pe

D) 5 Tt 3 reiil

K — L?e) (7.4.3)
L L
-1 5 1 5

L pe? D) e pe? D
2 1 G 2 1 G

7.5. Egzaktni gredni konac¢ni element prema TimosSenkovoj teoriji savijanja

Za postizanje kvalitetnijih numerickih rjesenja kod proracuna grede prema Timosenkovoj teoriji sav-
ijanja mozemo definirati egzaktni gredni konaé¢ni element prema Timosenkovoj teoriji savijanja izravno
iz ravnoteze elementa. Za definirane izraze za moment i poprec¢nu silu, (3.3.3), i pripadne diferencijalne

Slika 7.5.1: Ravnoteza proizvoljnog elementa prema Timosenkovoj teoriji savijanja

odnose, (3.3.4), (3.3.5), mozemo postaviti jednadzbe ravnoteze na elementu. Promatramo poprecni pres-
jek elementa na udaljenosti z od pocetnog ¢évora, (Slika 7.5.2). Za popreénu silu u proizvoljnom presjeku

:.:ﬂf) M)
N oo || )

Mono T

+—>

Slika 7.5.2: Ravnoteza elementa prema Timosenkovoj teoriji savijanja u proizvoljnom popre¢nom presjeku
na udaljenosti # od pocetnog cvora

vrijedi izraz
x

T(x) = T - / G()de = ~T1 — Qa) (75.1)
0

pri ¢emu je T} poprecna sila u poc¢etnom ¢voru elementa, a Q(x) rezultantni iznos zadanog opterecenja na
podrucju izmedu pocetnog ¢vora i promatranog presjeka x. Za poprecnu silu u po¢etnom ¢voru elementa
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onda vrijedi izraz

L L
1 1
T = -T()-Q) = TI@ / T'(z)dz — 176) / Q(z)dx
0 0
L(C) L(e)
1 dw 1
= —L(e)/Dp<19+dx>dl’—L(e)/Q(x)dx
0 0
L )
D, D, 1
L / e — 755 (w2 —w1) = 75 / Q(z)dz . (7.5.2)
0 0

Iz diferencijalnog odnosa momenta i poprecne sile, (3.3.4), slijedi odnos

429 29 T@) -T - Q)

Za zaokret 9 mozemo pretpostaviti raspodjelu
¥ = N1ty + Notdo + Nty (754)

pri ¢emu su Nj i Na standardni linearni interpolacijski polinomi, (4.2.21), 1 i ¥ iznosi zaokreta u
¢vorovima elementa, 94 zaokret u sredini elementa, a Ny = Nj - Ny kvadratni interpolacijski polinom. Za
kvadratni interpolacijski polinom Ny vrijedi

L("«)
L — AN, L —2 d2N, 2 L®
x( x) _ T _ 7 / N.dz = .

L@? 7 dz 2 7 da? 6

Ny(z) = (7.5.5)

Mnozenjem jednadzbe (7.5.3) s kvadratnim interpolacijskim polinomom Ny i integriranjem duz konaénog
elementa slijedi

) ) ) L )
d<v Ty 1
0 0 0
Lijevu stranu jednadzbe mozemo uzastopno parcijalno integrirati,
L d?v dv e L
/NdZ,ﬁd dvzﬁdx ’U:a <Nd19) L) /dl?dN
s oAl = = s 7.
dz w=N. du — dg; d dz /|, dr dz
dv = ¥dg v="1 pe LY
da dNg d?N,
= <19d ) +/19d2d:c (7.5.7)
2
u= dd]\g[; du = ddigsdx /o 0 .
)
91+ 2
- Uit — / ddz
L) L
0
nakon ¢ega slijedi jednadzba (7.5.6) u obliku
L ( ) L
Y1 + a9 2 . ¢
L(e) — W / dde = — 6 i / NSQ (758)
0
iz ega mozemo izraziti integral zaokreta potreban u jednadzbi (7.5.2),
L 9 L
TlL(e L(")
= N, .0.
/ﬁdx )+ o / Q@ (7.5.9)
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Uvrstavanjem iskazanog integrala zaokreta duz konacnog elementa u jednadzbu za poprec¢nu silu u
pocetnom évoru, (7.5.2), slijedi

0?2 o) J20)
Y L TiQL; Qs | = 22wz = w1) = o5 [ Qas
i (7.5.10)
iz ¢ega proizlazi konacan izraz za poprec¢nu silu u pocetnom ¢voru,
) 5y L e
Ty |1+ DpoLl(;: 1 __Dp (?91 +9y) — I?S) (wa — wy) Q(z % / Q(r)dx
’ (7.5.11)

Uvodenjem koeficijenta 3 = konacni izraz za poprecnu silu u po¢etnom ¢voru konac¢nog elementa

D L(v)2
mozemo zapisati u obliku
L

ﬁ / (6N, + ) Q(z)dx . (7.5.12)
0

Dy 12 6
T, = > — — (9 + 0 _
1 115 [L(e)3 (w1 — ws) T2 (% 2)}

L

Iz ravnoteze svih sila u smjeru osi z, Th = =11 — [ ¢(x)dz, jednostavno slijedi izraz za poprecnu silu u
0

krajnjem ¢voru konacnog elementa

L L

W / (6Ns+ﬁ)Q($)dfﬂ—/q(x)dx‘
0 0

Dy 12 6
{ 5 (w2 —w1) + T2 (% +192)] +

(7.5.13)
Za dobivanje momenta u pocetnom évoru elementa, M;, pomnozimo diferencijalni odnos, (3.3.4) s funkci-
jom N7 i integriramo duz kona¢nog elementa,

L L
/N —dx— / N (@ ~0. (7.5.14)
0

Parcijalnom integracijom prvog ¢lana prethodnog izraza slijedi jednadzba

L L
. Ly
(Ny ()M (2))[E /M g /N1 )z =0, (7.5.15)

(e)
iz cega mozemo izraziti My, ((N1(x)M(x)) é‘ = M),

L L
AN
M, = /M —101 +/N1(x)Txdx
e L

= 7[}"‘) /M(;z:)der/Nl(x)Txdx
0 0

L L

- -5/ Dsgdaﬂ— / Ni(@) (~T1 - Q()) da (7.5.16)
0

L

D,
= W(ﬁl / Ni(z
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Na slican na¢in mozemo dobiti i moment u krajnjem ¢voru elementa, Ms. Pomnozimo diferencijalni
odnos, (3.3.4) s funkcijom Ny i integriramo duz kona¢nog elementa,

L L

/N2 —dxf/Ng z)dz =0. (7.5.17)

Parcijalnom integracijom prvog ¢lana prethodne jednadzbe slijedi jednadzba

L L

(No ()M ()= /M dN2 f/NQ(x)T(x)dx:O, (7.5.18)
0

(e)
iz Gega mozemo izraziti My, ((Ny(z)M(z))|5" = My),

L L
N
My, = /M( gd +/N2(.Z‘)Tﬂfd.%‘
L(C)
L(ﬂ) L(e)
= ! D dﬁd Ny(z) (T d 7.5.19
= 1@ sdfl"i‘ 2(2) (Th — Q(x)) dz (7.5.19)
0
L
D,
= m(ﬂQ*'ﬁ T1 /N2

Uvrstavanjem izraza za poprecnu silu u pocetnom ¢évoru, (7.5.12), slijede izrazi za momente na kraje-
vima elementa izrazeni preko poprec¢nih pomaka i kuteva zaokreta,

D, 6
M, = A+ p)L@ {( 5)192+(4+ﬂ)191+L( )( w1)]
L I10)
1
YT E / (6N, + 6) Q(z)dz — / Mi (1) Q(x)da (7.5.20)
D, 6
M2 = W [(2_5)1914'(44‘@1924-L(e)(wg—wl)]
L Ji0)
1
T30+ 5) 0/ (6Ns + 5) Q(z)dx — O/ No(z)Q(x)da . (7.5.21)

Iz standardnog odnosa za sile na krajevim elementa, £(¢) = K(©w(®) — q(©), uz definirani vektor sila
na krajevima elementa f = [Tl M, Ty MQ]T, slijedi elementarna matrica krutosti

ro12 6 12 6
L3 L? L3 L?
6 440 6 2-4
T 1 (e)? (e) )2 L©
D L(e) L L)
K =_— _ : (7.5.22)
(1+8) 12 6 12 6
L@ Le? L3 L(e)?
6 2-f 6 448
| L@? L L2 L |
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i elementarni vektor optereéenja

L
T Of (6N + ) Q(x)dw

L J20)
~awrm | N+ B)Q)de+ [ Ni(x)Q(x)d

q) = Lo : (7.5.23)

AT [ (6N +5) Qa)d

L L
T [ (6N, +5)Qa)da+ [ Na(@)Q(x)da

egzaktnog konac¢nog elementa prema Timosenkovoj teoriji savijanja. Za jednoliko kontinuirano opterecenje,
q = const., slozene podintegralne funkcije nakon integracije daju jednake vrijednosti ¢lanova elementarnog
vektora opterecenja kao i kod grede prema Bernoullijevoj teoriji savijanja,

T
q® = [qL(e) _qL®? gL qr@? | (7.5.24)
2 12 2 12

Jednoliko kontinuirano opterecenje i koncentrirana sila u sredini elementa su opteretenja elementa za
koja vrijednosti clanova elementarnog vektora optereéenja ne ovise o koeficijentu (5. Za proizvoljna
optereéenja vrijednosti ¢lanova elementarnog vektora opterecenja ovisit ¢e o koeficijentu 3, npr. za

linearno promjenjivo (trokutasto) optereéenje, ¢(x) = L‘1(€)7 elementarni vektor opterec¢enja glasi

T
(€) — [ 4L (9+108) LO%(4458) L (214208) ¢L9>(6+58)
=17 60(1+5) — 120(113) : 60(1+3) 8 120(1459) . (7.5.25)

Ako promatramo proracunatu elementarnu matricu krutosti zapisanu u obliku (7.5.22) jasno slijedi
da elementarna matrica krutosti grede koja uslijed svojih dimenzija tezi ponasanju prema Bernoullijevoj
teoriji savijanja, (8 — 0), poprima oblik iskazan u jednadzbi (5.2.32).

7.6. Primjeri

Primjer 7.6.1. Zadana je konzolna greda raspona L, krutosti na savijanje Ds = EI, posmicne krutosti

D, = kGF, (8= kgEsz = gplzg , opterecena koncentriranom silom K na slobodnom kraju. Potrebno
je odrediti progib slobodnog kraja grede i sile u definiranim cvorovima.

ELLkGF | K

L

—>

Slika 7.6.1.1: Konzolna greda raspona L opteretena koncentriranom silom K na slobodnom kraju

Analiticko rjesenje progiba slobodnog kraja grede iznosi wy, = fg—g; (44 5):

Prvo ¢emo zadanu konzolnu gredu rijesiti pomocéu osnovnog grednog elementa prema TimoSenkovoj
teoriji savijanja, (potpoglavlje 7.3.). Gredu moZzemo promatrati kao jedan kona¢ni element duljine L.
Elementarna matrica krutosti je definirana jednadzbom (7.3.11). Uvrstavanjem rubnih uvjeta, w; = 0 i

Y1 = 0, slijedi sustav jednadzbi

1 L
F 2
G wa| _ K (7.6.1.1)
L o r2 EI U2 0
2 § TrGF
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RjeSenjem sustava slijedi vektor nepoznatih pomaka

AKL kGFL?43EI KL? B(4+P)
w kGF kGFL?+12E1 12ET 148
2
t= 9ol = = . (7.6.1.2)
2 ___GKL> _KL> p
kGFL?+12E1 2ET 1+8
Sile u ¢vorovima elementa slijede iz ravnoteze
- L L - - - - -
L L2, Bl L L' _ EI 0
1o, kGF | 2 3 TiGF 2 6 kEGF KL
S = — = . (7.6.1.3)
L 1 L 1 L AKI kGFL>+3EI K
- 3 2 kGF kGFLZ+12E1
_L L*> _ EI L L? + EI __ 6KL? 0
L2 6 T ®RGF 2 3 T EGF4 L T kGFL*T12EI - L

Gredu mozemo podijeliti na dva jednaka dijela duljine L/2. Elementarna matrica krutosti za svaki dio
glasi

- L L -
1 -1 -1 -1
_L L2, Bl L L2_ EIL
2%GF 4 12 "kGF 4 24 kGF
K = = (7.6.1.4)
L -1 L 1 L
4 4
L L*  EI L L, EL
L™% 24 T ®%GF 4 12 " kGF-
Uklapanjem matrica i uvrstavanjem rubnih uvjeta slijedi sustav jednadzbi
- L -
2 0 -1 -1
0 Ly 260 L L EI Wa 0
2%kGF 6 TRGF 1 24 RGF | |y, 0 ( )
—_— = 7.6.1.5
L 1 L 1 L ws K
4 4 U5 0
L L2_ Bl L L, BL
L™4 24 7 kRGF 4 12 T kGF-
Rjesenjem sustava slijedi vektor nepoznatih pomaka
KL 5kGFL2424E] 7 [ KL® B(5+20)7
kGF kGFL?+48EI1 12ET 1+4p
w2 __ 18KI? _3KIL?* B
Dy kGFL2+48E] 2ET 1+43
t= = = . (7.6.1.6)
w3 16KL kGFL?+3EI KL 48(4+5)
I3 kGF kGFL2+48EI 12ET 1448
___24KI? _2KL* _j
L T kGFL®>+48E1 A |~ " EI 1+47 |

Dobivena rjesenja (7.6.1.2) i (7.6.1.6) za progib slobodnog kraja konzolne grede jasno pokazuju da kad
ponasanje grede tezi prema Bernoullijevoj teoriji savijanja (5 — 0), iznos progiba tezi prema nuli. To je
izravna posljedica shear-locking pojave. Takva rjeSenja su potpuno neupotrebljiva.

Ako elementarnu matricu izracunamo reduciranom integracijom, (potpoglavlje 7.4.), matrica krutosti
slijedi prema jednadzbi (7.4.2). Uvrstavanjem rubnih uvjeta, wy = 01 91 = 0, slijedi sustav jednadzbi

1 L
kGF 2
{z‘ﬂ _ [K] . (7.6.1.7)
Lode 2y pr| V2] [0
2 1 T kGF
Rjesenjem sustava slijedi vektor nepoznatih pomaka
T KL kGFL?>44EI KL
w2 FGF BT et 3+ 0)
t = = = . (7.6.1.8)
Vg _KL? KL?

2ET T 2ET
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Sile u ¢vorovima elementa slijede iz ravnoteze

- L L - - - - -
1 -3 -1 -3 0 K
L L*? EI L L? EI
1o kGF 3 T tRer 3 T T RGF 0 KL
gl-2 _ = ) (7.6.1.9)
L1, L 1 L KL kGFL?+4E1 K
2 2 kGF AET

L r2_ EI L L, BL _KL? 0

- 2 4 kEGF 2 4 kGF- L 2E1 - L -

Gredu mozemo podijeliti na dva jednaka dijela duljine L/2. Elementarna matrica krutosti za svaki dio
glasi

— 1 _% _1 _% -
L Ly, Bl L L  EL
1 s T RGE 4 EGF
K© = g v " (7.6.1.10)
S S
L L* Bl L L*, EL
L™7 16 " RGF 4 16 ' kGF-
Uklapanjem matrica i uvrstavanjem rubnih uvjeta slijedi sustav jednadzbi
- L -
2 0 -1 -3
0 L4260 L L*_ EI wa 0
2%hGF § TEGF 416 T KGF| |gy| |0 (7.6.1.11)
7 o B 1 B ws| = | K .6.1.
4 4 ’193 0
L r2_ BEIL L L2, EIL
L™%4 16~ kGF 4 16 " kGF-
Rjesenjem sustava slijedi vektor nepoznatih pomaka
[_KL_ 3kGFL’+16EI] [ KL3 b
32kGE ET ser7 (9+40)
w2 _3KL* _3KIL?
|| 8ET _ SET
t= = = . (7.6.1.12)
w3 KL 5kGFL?416EI KL? (54 8)
Y3 16kGF 48ET 12ET \ 4
_KL? _ KL>
L ET J L 2ET J

Ako ra¢unamo egzaktnim konaénim elementom, (podpoglavlje 7.5.) i pripadnom elementarnom ma-
tricom krutosti, (7.5.22), uvrstavanjem rubnih uvjeta, w; = ¢ = 0, uz EI = D i § = %, slijedi
p
sustav jednadzbi

5 &
DS L L wa K
= . 7.6.1.13
1+6 |6 448 [192] [0} ( :
7 L
Rjesenjem sustava slijedi vektor nepoznatih pomaka
KL3
wo 12D, (4 + ﬂ)
t = [ ] = , (7.6.1.14)
#2 KL?
— K

Sto je jednako analitickim vrijednostima nepoznatih pomaka. Sile u ¢vorovima elementa slijede iz
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ravnoteze
r12 6 12 6. T q o
L3 JAOL L3 L2 0 -K
__6 4+ 6 2-8 0
L D, CLENAC) Gk A0 KL
si-2 = . = . (7.6.1.15)
1+08) | 12 6 12 6 KL (4 B) K
L(e)?3 Le)? L(e)3 L(e)? 12D
__6_ 2B _6 448 _KL? 0
L L(e)?2 L(e) L(e)? L | L 2D | - -

Prethodna rjesenja, (7.6.1.2), (7.6.1.6), (7.6.1.8) i (7.6.1.12), mozemo izraziti pomocu koeficijenta
(. Definirane odnose pojedinih rjesenja u odnosu na analiticko rjeSenje mozemo prikazati i graficki u
ovisnosti o koeficijentu § odnosno o odnosu raspona i visine poprecnog presjeka. Dobivene rezultate

mozemo promatrati kroz primjer grede pravokutnog poprec¢nog presjeka, (F = B - H, I = Bl—lf),
modulom posmika G = %E, i uz korekcijski posmicni faktor za pravokutni poprecni presjek k = %.

Tada koeficijent § mozemo izraziti kao funkciju odnosa duljine grede i visine poprecnog presjeka grede,
L/H = ),

12E1 12EBE° 3p2 3

= = = =—. .6.1.1
FGFL? ~ SIZEBHI? 12 X (7.6.1.16)

B

U tablici 7.6.1 prikazane su vrijednosti progiba slobodnog kraja konzolne grede. Dobivene rezultate

Tablica 7.6.1: Progib konzolne grede

wr T
3
| kel 73 | BL2AUEH) b 3
12D, 1+5 | 145 | %3
Skl 73, | AL AUES) | 45 12
12D, 1448 1+48 | XN +12
KL3 3+ 0 3\% +3
kel 74, | —2
el 7 0.0 | 155 | DEas
KL3 THO | PN +3
2 k.el. 7.4. 15 4 4
ol T4 o (R0 | G55 | s
KL?
Lkel. 75| fo-(445) 1 1

odnosa numerickih rjeSenja za pojedine konacne elemente i analitickog rjesenja u ovisnosti o odnosu
raspona i visini pravokutnog poprecnog presjeka mozemo prikazati i graficki, (Slika 7.6.1.2).

Na prikazanom dijagramu mozemo uociti da konac¢ni element prema TimoSenkovoj teoriji savijanja
u podrué¢jima gdje je dominantno savijanje u odnosu na posmik (Bernoullijeva teorija savijanja) daje
rjeSenja koja su potpuno neprihvatljiva. Konaé¢ni element s reduciranom integracijom daje bitno kvalitet-
nija rjeSenja, pri cemu vidimo kvadratnu konvergenciju rjesenja podjelom grede na vise elemenata (jedan
konacni element pogreska 25%, dva konacna elementa pogreska 6.25%, svako daljnje dvostruko povecanje
broja konac¢nih elemenata odnosno dvostruko manja duljina svakog kona¢nog elementa daje cetiri puta
manju pogresku). Uzimanje egzaktnog konaénog elementa prema TimoSenkovoj teoriji savijanja u ovom
primjeru daje numericko rjesenje jednako analitickom rjesenju ve¢ kod prorac¢una sa samo jednim kona¢nim
elementom.
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— — - 1 k.el. red. int.
— — 2 k.el. red. int.

A — 1 keel. egz.
wL/wL,an
1 <L —
0.9375 N, T T T T T T e —
o N i —
0 =L/H
1 0 A=

Slika 7.6.1.2: Odnos numerickog i analitickog rjeSenja u ovisnosti o odnosu raspona i visine pravokutnog
poprecnog presjeka
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Primjer 7.6.2. Zadana je slobodno oslonjena greda raspona L, krutosti na savijanje Dy = EI, posmicne

; _ _ _12BET _ 12D, ; . . -
krutosti D, = kGF, (ﬂ = 5orz = DPLQ), opterecena koncentriranom silom K wu sredini raspona.
Potrebno je odrediti progib u sredini raspona grede i sile u definiranim évorovima.

| &

EI, kGF

L2 L)2 =

—— >

Slika 7.6.2.1: Slobodno oslonjena greda raspona L optere¢ena koncentriranom silom K u sredini raspona

Prvo ¢emo zadanu slobodno oslonjenu gredu rijesiti pomocu osnovnog grednog elementa prema Timosenkovoj
teoriji savijanja,(potpoglavlje 7.3.). Gredu mozemo podijeliti na dva jednaka dijela duljine L/2. Elemen-
tarna matrica krutosti za svaki dio glasi

— L L —_
1 -1 -1 -1
L L*, EI L L*_ EL
2kGF i 12 TEGF 4 24 " ®GF
K = — (7.6.2.1)
L L
—1 I 1 I
L L*  EI L L, EL
L4 24 T RGF 4 12 T kGFA
Uklapanjem matrica i uvrstavanjem rubnih uvjeta, wy; = ws = 0, slijedi sustav jednadzbi
[L? EI L L? EI ]
T2 T rcr 4 24 kGF 0
L 2 0 —L ][0
2kGF 4 4 w K
—_ 192 =1y (7.6.2.2)
Lol mr 2 261 12 _ B ||V
24 ~ kGF 6 T kGF 24~ kGF | |15 0
L L? EI L? EI
L0 ~% 21 RGF 13 T %G
Rjesenjem sustava slijedi vektor nepoznatih pomaka
o 3K L? § r_3KL?_ B 7
kGFL?>+48ET EI 1+43
U1 16KL kGFL*4+12E1 KL® B(1+P)
woy kGF kGFL?+48ET 12ET 1+48
t= | = = : (7.6.2.3)
2
s 0 0
3KL? 3KL> _§8
L kGFL?+48ET | L "ET 1+43 J
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Sile u ¢vorovima elementa slijede iz ravnoteze

F 1 L 1 L o 0 1
_L L BI L L* _ EI _ 3KL>
19 2kGF 4 12 T kGF 4 24 kGF kGFL2+48E]
ST = —
L -1 L 1 L 16KL kGFEL>+12E1
4 4 kGF kGFL2+48EI
2 2
L L. _ Bl L L°, EI 0
L1 24 kGF 12 12 T kGF4 L 4
m 1 _L -1 L 7 r16KL kGFL>+12E11
4 4 kGF kGFL2+48ET
L L2, Bl L L2_ EIL 0
0 3 2kGF 4 12 T kGF 4 24 kGF
§2-3 — 7
L
-1 L 1 L 0
L L _ Bl L L* EI __BKL?
L™4 24 7 kGF 1 12 " kGFd L kGFL?+48ET A

(7.6.2.4)

(7.6.2.5)

Ako elementarnu matricu izracunamo reduciranom integracijom, (potpoglavlje 7.4.), matrica krutosti
slijedi prema jednadzbi (7.4.2). Gredu mozemo podijeliti na dva jednaka dijela duljine L/2. Elementarna

matrica krutosti za svaki dio glasi

K —

2kGF

r L
1 -7
L L? EI
~7 16 Tror
L
_1 1
_L L* _ EI
- 4 16 kGF

L -
-1 -3
L L* _ EI
1 16 EGF

L

1 4
L L? EI
7 16t rar-

Uklapanjem matrica i uvrstavanjem rubnih uvjeta, wy; = ws = 0, slijedi sustav jednadzbi

[L> EI
6 T wer

L

2kGF 4
L 12 Br
16 kEGF

0

Rjesenjem sustava slijedi vektor nepoz

U1
w2
o
U3

L L2 _ _EI

4 16 EGF
2 0

0 Lj+ 2ET

8 EGF

_L L>_ _EI

4 16 EGF

natih pomaka

_ KIL? 7
16ET

KL(16EI+kGFL?)
6AETkGE

0

KL?
16E1 N

0
9

w2
P
U3

e

ET
kGF

co X o

EI
+ kGF

_KL?
16ET

KL?
192ET

(3+4pP)
0

KL>
16E1

(7.6.2.6)

(7.6.2.7)

(7.6.2.8)

Ako ra¢unamo egzaktnim kona¢nim elementom, (podpoglavlje 7.5.) i pripadnom elementarnom ma-

tricom krutosti za svaki dio grede,

96 _ 24
" 2t
D _ 24 2(440)
K — s 2
irp|-& 4
24 2(2-P)

_9%  _ 24
L3 2
24 2(2-P)
2
96 24 ’
L3 2
24 2(4+8)
L2 L

(7.6.2.9)
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uvrstavanjem rubnih uvjeta, w; = ws = 0, slijedi sustav jednadzbi
[2(4+8) 24 2(2-P8) 0 1
L 2 L
2 oo |0 |
D, L L L
351+ 3) ol = K (7.6.2.10)
L31+0) |20-8) 24 a¢4+p) 20-8) | |V2 0
L2 L L U5 0
0 24 2(2-P8) 2(4+B)
L L2 L L
RjesSenjem sustava slijedi vektor nepoznatih pomaka
KL? 7]
16D,
01 K2
W 192D, (4+5)
t= ool = , (7.6.2.11)
2
93 0
KL?
L 16D, J

§to je jednako analitickim vrijednostima nepoznatih pomaka.

Prethodna rjesenja, (7.6.2.3) i (7.6.2.8), mozemo izraziti pomocu koeficijenta 5. Definirane odnose
pojedinih rjeSenja u odnosu na analiticko rjeSenje mozemo prikazati i graficki u ovisnosti o koeficijentu
f odnosno o odnosu raspona i visine poprecnog presjeka. Dobivene rezultate mozemo promatrati kroz
primjer grede pravokutnog poprecnog presjeka, (F'= B - H, I = B—gs), s modulom posmika G = %E, i
uz korekcijski posmiéni faktor za pravokutni poprecni presjek k = %1 . Tada koeficijent § mozemo izraziti
kao funkcija odnosa L/H = A,

12E1 12EB 3p? 3

= = = = — .6.2.12
U= haF T TZppar L7 N (7.6:2.12)

U tablici 7.6.2 prikazane su vrijednosti progiba u sredini raspona slobodno oslonjene grede.

Tablica 7.6.2: Progib u sredini raspona

wr wlflzm
KL® B(1+5) 168(1+5) 48(A\7+3)
2 kel 73 12?1 1143 (1+4ﬁ)(4+ﬁ) ()\2+122)(4)\2+3)
2 kel. 74. | AL 1 (3 +40) iteg 2
2kel 7.5. | AL_(4+p) 1 1

U tabli¢cnom prikazu odnosa numerickih i analitickih rjesenja mozemo uociti da i kod slobodno oslon-
jene grede konacni element prema TimoSenkovoj teoriji savijanja u podruc¢jima gdje je dominantno savi-
janje u odnosu na posmik (Bernoullijeva teorija savijanja) daje rjesenja koja su potpuno neprihvatljiva.
Konaécni element s reduciranom integracijom daje bitno kvalitetnija rjeSenja, pri ¢emu vidimo da pogreska
kod rjesenja s dva konacna elementa iznosi 25%. Uzimanje dva egzaktna konacna elementa prema
Timosenkovoj teoriji savijanja u ovom primjeru daje numericko rjesenje jednako analitickom rjesenju.

7.7. Zadaci

U zadacima je potrebno za zadane popre¢no opterecene grede, odrediti progib u sredini raspona
jednostavnih greda ili na konzolnom rubu konzolnih greda za omjere visine poprecnih presjeka i raspona
H/L = 0.1, 1, 10. Prora¢un provesti Timosenkovim osnovnim grednim konacénim elementom sa 4
i 8 konacnih elemenata (odnosno 3 ili 6 kona¢nih elemenata kod opteredenja u treé¢inama raspona),
Timosenkovim grednim kona¢nim elementom s reduciranom integracijom sa 4 i 8 konac¢nih elemenata
(odnosno 3 ili 6 konacnih elemenata kod optereéenja u tre¢inama raspona) i egzaktnim Timosenkovim
grednim kona¢nim elementom (sa 2, 3 ili 4 elelenta ovisno o polozaju opterecenja).
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Zadatak 7.7.1. Zadatak 7.7.5.
NS RS

H H
EI EI
v v
L/2 L2 — L/4 3L/4 -
+—— > +—r >
Zadatak 7.7.2.
Zadatak 7.7.6.
| v v 4 | adata
X lx | x |K
A
H
H
EI
v EI
L — A\

) > L/4 L/4 L/A L/4—

Zadatak 7.7.3.

| K | &

H H
EI ! EI
v
L/3 2L/3 _ L
< — > Zadatak 7.7.7. < >
Zadatak 7.7.4.
l K l K l K
. A
H
JoT EI
v v
L/ L3 L/3 TH L L~

«— P+ e » Zadatak 7.7.8. «———r»e—»
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8. Ravninski zidni konac¢ni element

8.1. Osnovne jednadzbe zidnog nosaca
8.1.1. Odnosi deformacija i pomaka

Promatramo izdvojeni dio zidnog nosaca (zidni element) debljine d sa zadanim fizikalnim svojstvima,
modul elasticnosti F i Poissonov koeficijent v, dimenzija dz x dy, nakon djelovanja opterecenja, (Slika
8.1.1) u slucaju ravninskog stanja naprezanja. Komponente vektora pomaka pomaci su u smjeru obje

(Ou/0y)dy

dy

0, (Ov/0x)dx

y L’ dzx (Ou/0x)dx

>

X

Slika 8.1.1: Izdvojeni dio zidnog nosaca

koordinatne osi z i y u svakoj tocki zidnog elementa oznac¢imo

w = m . (8.1.1)

(%

Pripadne uzduzne deformacije u smjeru koordinatnih osi u svakoj tocki zidnog elementa jednake su

ou ov
€xx — % y Eyy = Fy s (812)
a pripadna posmi¢na deformacija u svakoj tocki zidnog elementa jednaka je

Oou Ov
oy = — +=— =601 +065. 8.1.3
Ty Jy + oz L0 ( )

Otklon dijagonale izdvojenog zidnog elementa iznosi

1 /0u Ov 1

O=-|—+——)==(01+06) . 8.1.4
2<8y+8x> 2(1Jr 2) ( )

Vektor deformacija i naprezanja za ravninsko stanje naprezanja definiramo u svakoj tocki promatranog
izdvojenog elementa,

T T
€ = [€q €yy Yoy » O = [Opg Oyy Onyl™ . (8.1.5)

8.1.2. Odnos naprezanja i deformacija u globalnom i lokalnom koordinatnom sustavu

Uz definirane vektore deformacija i naprezanja, (8.1.5), odnos naprezanja i deformacija glasi

o =De, (8.1.6)
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pri ¢emu je matrica elasticnosti D u slu¢aju ravninskog naprezanja jednaka

dip diz 0 L £% 0 B 1 v 0
Din = [do1 dy2 O | = |25 &5 0| = —s (v 10 (8.1.7)
0 0 dss 0 0 G 0 0 1%
Matrica elasti¢nosti za izotropne materijale uvijek je simetri¢na matrica, dio = ds;. Koeficijent ispred
matrice pomnozen s debljinom zida, D = 1?52 zovemo ravninska krutost zida.

Promatramo izdvojeni element u lokalnom koordinatnom sustavu 1—2, (Slika 8.1.2), pri ¢emu je os 1 za
kut « zaokrenuta od osi x. Vektori deformacija i naprezanja u lokalnom koordinatnom sustavu definirani

su s uzduznim komponentama u smjeru lokalnih koordinatnih osi i pripadnim ravninskim posmicnim
lok __ [

T . T . .. .
komponentama, €'°F = [€11 €22 Y12] 10 011 022 T12] " . Veza izmedu vektora deformacija lokalnog i

2

Slika 8.1.2: Izdvojeni dio zidnog nosaca u proizvoljnom polozaju

globalnog koordinatnog sustava glasi
6lak —_ ':[\ylalok6 , (818)

pri ¢emu je matrica transformacije, T = T9' % definirana jednadzbom (3.4.8). Za vezu izmedu
naprezanja u lokalnom i globalnom koordinatnom sustavu vrijedi

gk =1 T . (8.1.9)

Zakon ponasSanja u lokalnom koordinatnom sustavu, uz definiranu matricu elasticnosti u lokalnom koor-
dinatnom sustavu DF (3.4.12), glasi

o' =T To = T TDe = T"TDTelF = Dlokelok | (8.1.10)

8.1.3. Primjena principa virtualnog rada

Na izdvojenom zidnom konacnom elementu (e), povrsine F(¢), debljine d(®), sa évorovima (z;,v;)
(i = 1,2,3 za trokutni kona¢ni element, i = 1,2,3,4 za pravokutni konacni element), iz ravnoteze
elementa slijedi

/ seTod©dFe) = / swipldF© 4 % swlpled (8F(e)) + ZéwiTkge) , (8.1.11)
Fle) Fle) oF(© i

pri cemu je ow vektor virtualnih pomaka tocke unutar elementa, dw; vektor virtualnih pomaka i-tog
évora, p(® vektor zadanog povrsinskog optereéenja po elementu (npr. vlastita tezina zidnog elementa),
p'®) vektor naprezanja po rubu elementa (npr. optereéenje od stropne ploce oslonjene na zid ili optereéenje
od zidova izvan promatrane ravnine oslonjenih na promatrani zid), a kz(-e) vektor zadanih koncentriranih

sila u évorovima (x;,y;) elementa (e¢) (npr. od greda izvan promatrane ravnine oslonjenih na promatrani
zid).

8.2. Diskretizacija na zidnom ravninskom kona¢nom elementu
8.2.1. Diskretizacija polja pomaka, deformacija i naprezanja

Ako konaéni element ima n évorova, tada vektor nepoznatih pomaka évorova tog elementa, w(®), ima
2n ¢lanova,
n .
W) — [Wm} W [ﬂ _ (8.2.1)

i=1 i
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Za polje pomaka w = [ﬂ pretpostavimo linearnu razdiobu po elementu (e), linearnu kombinaciju pomaka

¢vorova elementa $to u matricnom zapisu daje

w=NEwe (8.2.2)
pri éemu je N(©) vektor funkeija oblika,
e) __ e e ( ) o Nz 0
N© = [N© L NP], N {o Ni] : (8.2.3)

Uvrstavanjem diskretizacije polja pomaka, (8.2.2), u odnos pomaka i deformacija, (3.4.3), slijedi diskretizacija
polja deformacija u matricnom zapisu
€© = BOwE) (8.2.4)

pri éemu matricu deformacije B(®) mozemo zapisati u obliku

(e)
ON,

0
oz
B© =B .. B{|, B=] o0 3{;5) : (8.2.5)
ON  oN{
oy ox

Uvrstavanjem diskretiziranog polja deformacije u zakon ponasanja slijedi diskretizirani oblik polja
naprezanja

o©) = DEBEWE) (8.2.6)
pri éemu je D(©) matrica elasti¢nosti promatranog zidnog kona¢nog elementa,
1 v 0
(e)
D) = LQ vl 1 0 | . (8.2.7)
1—vl© 0 0 1—71/(8)

8.2.2. Diskretizacija jednadzbe ravnoteze

Definirana diskretizirana virtualna polja, dw, de, i vektor zadanih sila k(¢) u évorovima konaénog
elementa

ow = Nsw, e = B@sw, k@ = [k; ... knf, k; = {?} ; (8.2.8)
Y
mozemo uvrstiti u princip virtualnog rada, (8.1.11), nakon ¢ega slijedi jednadzba
/ (BT ) ge)gpe) — / (N©)Tp@dp© | 7{ (N©)Tpl)g (BF(6)> k@ (8.2.9)
F(e) F(e) OF(e)

Uvrstavanjem diskretiziranog polja naprezanja, (8.2.6), slijedi

/ (BE)TDOBEWE e ) — / (NO)Tp g o) 4 ?{ (N ple)g (3F<e>) k) (8.2.10)
F(e) F(e) OF (e)

odnosno u standardnom obliku

K©Ewe) =g (8.2.11)
gdje je
q© = / (NEYTREQF© 4 }f (NE)TpEd (D) + k) (8.2.12)
F(e) OF (e)

elementarni vektor optereéenja u ¢vorovima konac¢nog elementa, a

K© / (BO)TDE B () g pe) (8.2.13)
F(e)

elementarna matrica krutosti ravninskog zidnog kona¢nog elementa.
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8.3. Linearni trokutni ravninski konac¢ni element
8.3.1. Linearni trokutni ravninski konac¢ni element sa 6 stupnjeva slobode

Standardni trokutni konacni element za ravninske konstrukcije optere¢ene u svojoj ravnini trokutni
je konacni element sa 6 stupnjeva slobode. Vrhovi trokuta su ujedno i ¢vorovi, a stupnjevi slobode su
nepoznati pomaci u dva koordinatna smjera u vrhovima trokuta, ¢vorovima linearnog trokutnog kona¢nog
elementa (engl. three-noded linear triangular element). Prednost ovog kona¢nog elementa je izrazita
jednostavnost koja omoguéuje implementaciju elementa u razne vrste dvodimenzionalnih rubnih zadaca.
Ogranicena tocnost rjeSsenja dobivenih uporabom ovog elementa proizlazi iz linearne aproksimacije polja
pomaka Sto podrazumijeva konstantnu deformaciju i konstantno naprezanje na elementu. U podru¢jima
veéeg prirasta pomaka potrebno je progustiti mrezu kona¢nih elemenata $to zapravo u prakticnom smislu
i nije znacajan problem. Linearni trokutni kona¢ni element je zbog svoje jednostavnosti idealan za prikaz
primjene metode konaé¢nih elemenata na dvodimenzionalne rubne zadace, na proracun zidova opterecenih
u svojoj ravnini.

@ us, v3

©
@ Uz, V2

Uy, U1

Slika 8.3.1: Linearni ravninski trokutni konacni element

8.3.2. Diskretizacija polja pomaka linearnog trokutnog kona¢nog elementa

Za polje pomaka w = [ﬂ pretpostavimo linearnu razdiobu duz elementa (e), linearnu kombinaciju

pomaka ¢vorova elementa
w= N + NSuy + Nus , v =N + Nvy + NPvs , (8.3.1)

§to u matricnom zapisu daje

N o NP oo N0 ] |u

8.3.2
0 N9 0o N2 0o N | (83.2)

WN@M@[

Pretpostavljenu linearnu razdiobu polja pomaka mozemo zapisati i u obliku potpunog polinoma prvog
stupnja po varijablama x i ¥,

u(z,y) = a1 +asx +azy, v(z,y) =P+ fox + B3y . (8.3.3)

Uvrstavanjem koordinata ¢vorova slijedi sustav jednadzbi za nepoznate koeficijente linearne razdiobe
pomaka. Rjesenjem sustava jednadzbi slijede nepoznati koeficijenti, a pomake tocaka unutar elementa u
oba smjera mozemo izraziti u obliku

3 3

1 1
Z (g +biz+cy)u;, v(z,y)= Y20 Z (a; +biz + ciy) v; (8.3.4)
i=1 i=1

u(x, y) = 9F(e)

Koeficijenti linearne kombinacije koordinata ¢vorova jednaki su
a; = TjYk — TkYj

bi =Y — Yk (ia.ja k) = (172’3)5 (2737 1)a (35 1a2) : (835)

Ci =Tk — Ty,
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Na temelju prethodnih proracuna jednostavno proizlaze funkcije oblika,

N,»(x,y) =

2F(e) (ai + biCC + Ciy) 5 1= 17 27 3 5 (836)

prikazane na Slici 8.3.2.

Slika 8.3.2: Funkcije oblika linearnog ravninskog trokutnog kona¢nog elementa

8.3.3. Diskretizacija polja deformacija i polja naprezanja linearnog trokutnog konacnog
elementa

Uvrstavanjem linearne razdiobe polja pomaka, (8.3.1), u odnos pomaka i deformacija, (3.4.3), slijedi
konstantno polje deformacija,

N aNg” aN{

— 3
Cra = Craett + U2 + Ja U3
9N NS NS
Cyy = gy U1+ 5, V2t 5, U3 ; (8.3.7)
_ 0N aNg® N aN{® aNg” aNg”
Yoy = gy U1t U2+, mUs T U1+ V2 5, s
odnosno u matri¢cnom zapisu
e© =BEwE (8.3.8)
pri éemu matricu deformacije B(®) mozemo zapisati u obliku
oN{®) oN{® N
ox 0 ox 0 ox 0
B — 0 aN{® 0 NS 0 aN{®)
oy oy oy

oN{ N an{D an{D  aN{®  an{®)

Jy ox oy ox oy ox
1 by 0 b 0 b3 O
= w 0 C1 O Co 0 C3 . (8 3. 9)

c1 b ca by c3 b3

Matricu deformacije B(®) mozemo uz pomoé podmatrica BZ(-S), 1=1,2,3,

AN

ox 0
BO | o x| __1_ % S (8.3.10)
(3 dy 2F(e) o b’L I .
N aN{®
dy o

zapisati u obliku
B — [Bge» B( Bg)} ) (8.3.11)
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Konstantno polje deformacija sada jednostavno prikazujemo u obliku

1< R
€xx = w Zlbzuz y  Eyy = Jao) Z;Civi y Yoy =
i= i=

Uvrstavanjem diskretiziranog polja deformacije u zakon ponasanja slijedi diskretizirani oblik polja
naprezanja

w

u; + bivg) (8.3.12)

0@ — DEOBEWE | (8.3.13)

odnosno raspisano po komponentama naprezanja

=1 =1

3 (e N
Ope = di1 (Z ag; ) +d12 (E By i) =2 <d11 > biug +dia Z Cﬂh) ;
i=1

3. oN( 3. aN(®
Oyy = doy Z:l —5a Ui + doo ; 8;/ v | = 2F< ) do1 E biu; + doo Z civ; |, (8314)

=1 i=1

3 (e) () 3
N/ AN, d
Ty = d33 ) < oy Wi + 55 Vi | = 355 > (ciui + biv;) .
i=1 i=1

8.3.4. Elementarna matrica krutosti linearnog ravninskog trokutnog konacénog elementa

Elementarna matrica krutosti linearnog ravninskog trokutnog konacnog elementa debljine d(¢) sa 6
stupnjeva slobode slijedi iz jednadzbe (8.2.13),

KO — / (BETD B ge)g ple)
F(e)
[(BI)"
= / (Bge))T D [Bge) Bée) Bge)} d©qFe
ro [(BE)T
(B1”)'D@B” (B[”)"D@B” (B{”)"D By’
= / (B;e;)TD@Bge) B)TDOBY  (BI)TDEOBW | d9dF© . (8.3.15)
(B;”)

F(e)

Karakteristicna podmatrica elementarne matrice krutosti, ng), i,7 = 1,2,3, slijedi, uz homogenost

zidnog materijala (podintegralna funkcija je konstantna, za numericku integraciju dovoljna je jedna inte-
gracijska tocka, teziste trokuta), u obliku

K¢ - [(BEQ)TD(E)Bge)} FIOFFA0)
F(e)
din diz O b; 0
_ L b 0 ¢ L g | geqp©
_ /M()[O ) bi] d di 0| o [0 ;| d9dF
F(e) 0 0 ds3 cj b

_ 4 [bibjdll + cicjdas bide12 + Cibjd33 (8.3.16)

4 F(e) Cibjdgl + bide33 bibjd33 + CideQQ

8.3.5. Elementarni vektor optereéenja linearnog ravninskog trokutnog konaénog elementa

Elementarni vektor optereéenja, (8.2.12), za linearni ravninski trokutni konacni element mozemo
izraziti u obliku

a©@ =gl +q© +q\ . (8.3.17)

(e ), optereéenja p'® duz

i koncentriranih sila k(¢) u évorovima kona¢nog elementa, q( ).

Definirani ¢lanovi vektora slijede iz povrsinskog optereé¢enja p(®) po elementu, dp

rubova konacnog elementa, q( o)
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Doprinos povrsinskog opterecenja slijedi prema izrazu

) = / (N(©) T dF(©) (8.3.18)

Fle)

§to mozemo zapisati i u obliku

ay) = {(qﬁﬁ))T (qﬁj‘?)T (qé?)T]T- (8.3.19)

Definirani elementarni podvektor optereéenja opcéenito slijedi prema izrazu

(e)
(e) _ / (N(e))T (e)dF(e) _ / [Ni yZ
qdpi” = i p = e
P Nz( )py

F(e) F(e)

dr© (8.3.20)

Za standardno povrsinsko opterecenje zida, vlastitu tezinu zida definiranu pomoc¢u gustoce tezine zida
~ [kN/mS} ili gustoéu tezine promatranog povrsinskog elementa zida zadane debljine d(©), v4 = ~ -
d© [kN/m”], mozemo izraziti pripadne elementarne podvektore optereéenja. Uz konstantnu gustoéu
tezine zida na promatranom elementu (e), 7€) = const., vektor povrsinskog optereéenja iznosi p(®) =

[—W 9d(e)} . Prema izrazu (8.3.20) slijedi elementarni podvektor opterecenja,

e 0
q;i) = [_7~d(e>F(e)1 . (8.3.21)
3

Doprinos linijskog optereéenja (npr. reakcija od stropne ploce p, [kN/m/] ili od popretnog zida

py [kN/m']) duz rubova konac¢nog elementa slijedi prema izrazu

q') = ]{ (N©)Tp (3F(e)) : (8.3.22)

OF ()

Za konstantno linijsko opterecenje ruba linearnog ravninskog trokutnog konac¢nog elementa izmedu ¢vorova

1i2, plo) = [/05;6)1—2 p;€%_2], slijedi pripadna komponenta elementarnog vektora optereéenja

3 L1—2 e e e e T
qff)z 9 {Px7)1—2 Pg(,,%—z pg(c,)l—Q P@(,,}—z 0 0} ’ (8.3.23)

pri ¢emu je Li_o duljina optereéene stranice trokuta, udaljenost izmedu ¢vorova 1 i 2.

8.3.6. Funkcije oblika linearnog ravninskog trokutnog konac¢nog elementa u povrsinskom
koordinatnom sustavu

U potpoglavlju A3.2. definiran je povrsinski koordinatni sustav za ravinske trokutne konaé¢ne elemente.
Promatramo linearni ravninski trokutni konaé¢ni element (e) u povrsinskom koordinatnom sustavu.

Prema definiciji povrsinskog koordinatnog sustava za koordinate tocaka unutar trokuta u standardnom
koordinatnom sustava izrazene preko koordinata u povrsinskom koordinatnom sustavu vrijedi odnos,

= x1Ly +22Ly +23L3,

8.3.24
y= wy1l1+y2Lo+y3Ls. ( )

Za koordinate tocaka u povrsinskom koordinatnom sustavu izrazene preko koordinata standardnog koor-
dinata sustava vrijedi odnos,

1 .
Li= gy (@it biz+ay) . i=1,23. (8.3.25)
Prorac¢un potrebnih koeficijenata ukazuje da su jednaki istim koeficijentima u funkcijama oblika za linearni
trokutni konac¢ni element u standardnom koordinatnom sustavu, (8.3.5). Vrijednost funkcije pomaka u
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L3 =0

Slika 8.3.3: Linearni ravninski trokutni konac¢ni element u povrsinskom koordinatnom sustavu

smjeru x i smjeru y u bilo kojoj tocki trokutnog konacnog elementa interpolirana je linearnom kombi-
nacijom vrijednosti funkcije pomaka u pripadnom smjeru u ¢vorovima, vrhovima trokuta,

|:’U,:| . |:N1’U,1 + NQUQ + N3U3:| _ |:’LL1 u ’LL3:| Nl
v

Noj . 3.2
Niv1 + Nave + N3avg v Vo U3 2 (83 6)

Interpolacijske funkcije u povrsinskom koordinatnom sustavu glase

N —pr,, i=1,2,3. (8.3.27)

3

Za proracun ¢lanova elementarne matrice krutosti potrebne su odredene supstitucije u pripadnim inte-
gralima. Zbog medusobne ovisnosti povrsinskih koordinata, (A3.12), mozemo koordinate u standardnom
koordinatnom sustavu, uz L3 =1 — L1 — Lo, izraziti kao funkcija samo dvije koordinate u obliku

r = x1L1+x29Lo+ 333(1 — L — Lg) = (acl — :E3)L1 + (.732 - .1‘3)L2 + a3, (8 3 28)
y = nili+tyle+ys(1—Li—La)= (y1 —ys)L1+ (y2 —x3)L2 +ys .
Za podrucje integracije dzdy tada vrijedi supstitucija
Oz Oy
0L, 9L Ty — &3 X2 — T3
dady = JdLdL, = dLydL, = dLidLy = 2F9dLydLy . (8.3.29)
L v Yr—Ys Y23
Za operatore derivacije u podintegralnoj matrici vrijedi odnos
_0_
6L1
) 0 dLy | 0 dLp , 0 0Ly dL, OL, Lz
ox 0L, Ox 0Ly Ox OLs Ox Ox Ox ox 9
o| | oo 9 o, o oos| |oL 8L oLy | |7
Oy 0L, dy OL2 Oy OLs Oy oy oy oy 3
L3
(8.3.30)
o) o)
0L, 0Ly
b1 by b3
_ 1 Y2 —Y3s Ys—Yr Y1 — Y2 9 | _ 1 i)
2F (e) _ _ _ 0Ly | = 2F(e) OLo
I3 —T2 T1 —T3 T2 —T1 ¢ co c3
_0_ 9
8L3 aLS
Koeficijenti b;,¢;, i = 1,2,3 koeficijenti su iz funkcija oblika u standardnom koordinatnom sustavu,

(8.3.5). Na temelju prethodne relacije slijede potrebne derivacije u matricama deformacije, (8.3.10),

ON'®) ON'®)
L= =g 8.3.31
Ox v oy i ( )
Za integrale potencija povrsinskih koordinata vrijedi izraz
19171
IPLAL5dL ALy = — 21 8.3.32
/ 1+2+3 1 2 (p+q+7”+2)' ( )

F(e)
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U podintegralnim ¢lanovima matrice krutosti kod linearnog trokutnog konacnog elementa zapravo imamo
isklju¢ivo konstantne ¢lanove, p = ¢ = r = 0, te slijedi da je vrijednost potrebnog integrala jednaka %
Taj koeficijent pokrati dvostruku vrijednost povrsine iz Jacobiana, (8.3.29), i slijedi elementarna matrica
krutosti jednaka elementarnoj matrici krutosti dobivenoj u standardnom koordinatnom sustavu.

8.4. Linearni pravokutni ravninski kona¢ni element
8.4.1. Linearni pravokutni ravninski kona¢ni element sa 8 stupnjeva slobode.

Standardni pravokutni ravninski konaé¢ni element za ravninske konstrukcije optere¢ene u svojoj ravnini
pravokutni je kona¢ni element sa 8 stupnjeva slobode. Stupnjevi slobode su nepoznati pomaci u dva ko-
ordinatna smjera u vrhovima pravokutnika, ¢vorovima konacnog elementa (engl. four-noded rectangular
element). Pomaci u oba smjera aproksimirani su nepotpunim kvadratnim polinomom duz elementa,

w(z,y) = o1+ or+ azy+ oy,

v(z,y) = Bi+ fox + Py + Bazy . (8.4.1)

Neprekidnost polja pomaka duz stranice pravokutnika izravna je posljedica linearne razdiobe polja po-
maka duz stranice. Zbog linearne razdiobe polja pomaka duz stranica pravokutnika ovaj kona¢ni element
naziva se pravokutni ravninski linearni kona¢ni element.

Uyq, Vg us, vs
@ ®
b
y @ @
Ui, V1 Uz, U2
x a
+——>

Slika 8.4.1: Linearni pravokutni ravninski kona¢ni element

8.4.2. Diskretizacija polja pomaka pravokutnog konaénog elementa

Za polje pomaka pretpostavimo linearnu razdiobu duz elementa (e), linearnu kombinaciju pomaka
¢vorova elementa
u = Nl(e)m + Née)uQ + Née)ug + Nf)m

, 8.4.2
v = Nl(e)’t}l +N2(e)1)2 +Née)’03+Nie)’U4 ( )

§to u matricnom zapisu daje

uy
U1
U2
NY o N0 NY 0 N0 | |
o N9 o N? o NP 0o N |us

U3

(8.4.3)

Ug
Vg

Uz pretpostavku linearne razdiobe i standardnog uvjeta Ni(e) (xzj,y;) = di; slijede funkcije oblika za
linearni pravokutni konacni element

O e

@ (a=z)b=y) o zb-y) @ Y (o (a—2)y
N = 2T 2RIT I le) o Ny = o N = (8.4.4)
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@ @

Slika 8.4.2: Karakteristi¢ni graf funkcije oblika linearnog pravokutnog kona¢nog elementa

ver | @ o '@ ®

y —

O @
T T > = e

’ Zp :cp+ax 0 @ 1@ ¢

Slika 8.4.3: Pravokutni ravninski konac¢ni element u koordinatnim sustavima zy i &n

8.4.3. Funkcije oblika na jediniénom kvadratu

Pravokutnik, duljina stranica a i b, u op¢em polozaju u koordinatnom sustavu xy mozemo transformi-
rati na jedini¢ni kvadrat u koordinatnom sustavu &n. Izmedu tocaka unutar elemenata vrijede odnosi
izmedu koordinatnih sustava,

E=(x—ap)/a, n=(y—yp)/b,
x:l’p"'apga y:yp+b7z;a (8'4'5)

koji daju Jacobian transformacije u obliku

o ox
e on

J= = g 2’ =ab. (8.4.6)
9y Oy
o€ on

Interpolacijske funkcije u koordinatnom sustavu &n na jediniénom kvadratu glase

Ni=(1-8A—=n), No=&(1—n), N3 =&, No=(1-&)n. (8.4.7)

Za proizvoljni pravokutni kona¢ni element dxdy tada vrijedi supstitucija

F a 0
daedy = dédn = dédn = abdédn = Jdédn . (8.4.8)
9z Gy 0 b
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8.4.4. Diskretizacija polja deformacija i polja naprezanja linearnog pravokutnog ravnin-
skog kona¢nog elementa

Uvrstavanjem linearne razdiobe polja pomaka, (8.4.2), u odnos pomaka i deformacija, (3.4.3), slijedi
linearna razdioba polja deformacija

aN(e) ON. (5) aN(e) (')N(e)
€or = gy Wt g U2+ Uz + Hr—ua
BN(E) ON. (ﬁ) ON. (ﬁ) dN( e)
Cyy = 811/ U1 + By vg + By vs + Oy V4
(8.4.9)
N aNg® NS ONL®
Yoy = 8; uy + 6y ug + a; us + 8; Ugq
ON(® aN{e > oN® aN®
T o ut g vt st e
odnosno u matri¢nom zapisu
e© =BEwE (8.4.10)
pri éemu matricu deformacije B(®) mozemo zapisati u obliku
oN{® NS NS on{®
o O( ) or 0( ) or O( ) : (e)
(e) _ aN{® AN AN AN
B =10 - 0 - 0 5y
aN{® an'  an{®  an{?  an{®  an{®  aNn{® 0N(6>
dy ox dy ox dy ox dy az
_ (e) (e) (e) (e)
- [BY BY BY BY] (8.4.11)
o )] 0 b—y 0 y 0 -y 0
= 7@ 0 —(a—x) O -z 0 =z 0 a—x
—(a—2z) —(b-y) -z b—y z y a—x —y
Pripadne podmatrice Bge) jednako su definirane kao i kod trokutnog kona¢nog elementa, (8.3.10),
oN(®
ox
(e) oN(®
B”=]0 5| (8.4.12)
oN{®  oN(®
dy ox

Uvrstavanjem diskretiziranog polja deformacije u zakon ponasanja slijedi diskretizirani oblik polja naprezanja
o =DEBEW®E (8.4.13)

odnosno raspisano po komponentama naprezanja sukladno raspisanom obliku kao kod linearnog trokutnog

elementa, (8.3.14),
4 N 4 N
Ope = di11 Z —5i—u; | +di2 Z oy Vi) >

Tyy = (ﬁ: o >+d22 (24) a;) ) ) (8.4.14)

4 (e) ()
ON, ON,;
Toy = ds3 E ( 8;; Ui + —5= ’Ui> .
1=1




116

8. RAVNINSKI ZIDNI KONACNI ELEMENT

8.4.5.

Elementarna matrica krutosti linearnog pravokutnog ravninskog kona¢nog elementa

Elementarna matrica krutosti pravokutnog ravninskog konacnog elementa sa 8 stupnjeva slobode

slijedi iz jednadzbe (8.2.13),

K©

F(e)

BEYTDEBE g =

(B{”)"D) B}’
(Bée))TD(e)Bie) Pae
(T (e)R(E)
(By’) ' D“'B,
(B{”)"DBY’
(8.4.15)

Podintegralne funkcije mozemo zapisati pomocu Cetiri razli¢ita opéenita ¢lana, i,k = 1,2, 3,4, ovisno o
medusobnim kombinacijama prema parnosti koeficijenata,

(BTDB)
(BTDB)
(B"DB)

(B"DB)

(2i—1)(2k—

(2i)(2k—

1)

(24)(2k)

(2i—1)(2k)

1)

)
)

Ed© [(ON; N, 1—vdN;dN,
1—12 < Or Ox 2 Oy Oy
Ed®© [(ON; N, 1—vdN;dN,
1—V2<8y Ay 2 Ox Ox
Ed®© [ ON;ON, 1—vdN;IN,
1—V2<V8x 8y+ 2 Oy Ox
Ed®© [ ON;ON, 1—vdN; IN,
1-12 <V dy Ox 2 Ox Oy

(8.4.16)
(8.4.17)
) : (8.4.18)
) : (8.4.19)

Nakon integriranja slijedi elementarna matrica krutosti linearnog pravokutnog kona¢nog elementa

k11
k12
k13
k14
k15
k16
k17
| k18

k12
k2o
ka3
kaa
kas
ke
ka7
kag

k13
ka3
k33
k34
k35
k36

k37
k3

k14
ko4
k34
ka4
kas
k4o
kar
kag

k15
kas
k3s
ks
kss
kse
ks7
kss

pri éemu su koeficijenti u matrici, uz a« = a/b i 8 = b/a, jednaki

ki1 = k33 = kss = krr

2020+ (1 =w)a],

ki =ksr = —48+(1—v)a,
kis =ksr = 28— (1-v)a,
k17 =kss = 2[8—(1-v)a],
kia = kss = ksg = kar = w,
3(1—3v)

k14 = ke = k58 = kor =

k16
kae
k36
ks
kse
ke

ko7
keg

koo = ks = ke = kss

kog = kug
kog = kug
koa = kes

kig = koz = kas = ker

k16 = k34 = k25 = k78

k17
ka7
k37
kar
ks7
ker
ke
ks

k1g
kg
kg
kag
kss
kes

kg

, (8.4.20)
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8.4.6. Elementarni vektor opterecenja linearnog pravokutnog ravninskog konacénog ele-
menta

Elementarni vektor opteredenja, (8.2.12), za linearni pravokutni ravninski konacni element mozemo
izraziti u jednakom obliku kao i kod linearnog ravninskog trokutnog konacénog elementa, (8.3.17),

4@ = gl +q© +q . (8.4.22)

Doprinos povrsinskog opterec¢enja slijedi prema izrazu

q;(f):{(q;?)T (q;‘;))T (q;?)T (q}(;))T]T, (8.4.23)

Sto uz definirani elementarni podvektor optereéenja prema izrazu (8.3.20) daje elementarni podvektor
opterecenja,

0
q\) = [ 7,d<c>F<c>1 : (8.4.24)
—pd o F
Doprinos linijskog optereéenja slijedi prema izrazu (8.3.22). Za konstantno linijsko optereéenje ruba
linearnog pravokutnog konacnog elementa paralelnog osi y izmedu ¢vorova 2 i 3 u smjeru gravitacije (os

v), p;e_)g = [0 '01(/6%—3}’ slijedi komponenta elementarnog vektora opterecenja

Ly_3 T

pri ¢emu je Lo_3 duljina stranice pravokutnog konacnog elementa, udaljenost izmedu ¢vorova 2 i 3.

8.4.7. Poboljsanje linearnog pravokutnog konac¢nog elementa

Linearni pravokutni konaé¢ni element daje kvalitetne numericke rezultate kod optereéenja u smjeru
tezisne ravnine zida. Problem nastaje kod optereéenja koja izazivaju dominantno savijanje. Mozemo pro-
motriti jedan izdvojeni linearni pravokutni kona¢ni element optereéen parom momenata (¢isto savijanje),
(Slika 8.4.4).

Slika 8.4.4: Cisto savijanje linearnog pravokutnog konaénog elementa, a.) numericko rjesenje,
b.) analiticko rjesenje

Analiticko rjesenje funkcija pomaka iznosi

M
261"

Ma? [ 4x?
@ y) = 3E7 ((12_1)

a pripadna posmicna deformacija jednaka je nuli, v,, = 0. Kod linearnog pravokutnog konacnog elementa
moguca je samo linearna aproksimacija pomaka duz stranica sto znaci da je numericko rjesenje jednako

’U,(.’L‘, y) =
(8.4.26)

u(r,y) = —s—ay, v(z,y)=0. (8.4.27)

2E1

Ocito je da kvadratna funkcija pomaka duz stranica pravokutnika ne moze biti ispravno prikazana. Na
temelju numerickog rjesenja slijedi i izraz za posmic¢nu deformaciju
ou v

M
me(xyy):@+%:—ﬁm#0 zar#0, (8.4.28)
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Sto je ocito odstupanje od analitickog rjesenja Cistog savijanja kod kojeg je posmi¢na deformacija jednaka
nuli (7, = 0). Znacajnim profinjenjem mreze kona¢nih elemenata mozemo dobiti kvalitetnija numericka
rjeSenja.

Alternativno, kao i kod prora¢una grede prema Timosenkovoj teoriji savijanja, mozemo eliminirati
posmicnu deformaciju integriranjem u tocki u kojoj je posmik jednak nuli, u tezistu kona¢nog elementa.
Elementarnu matricu krutosti mozemo zapisati kao zbroj ” osnog” K(()e) i ”posmicnog” K,(,e) dijela matrice
krutosti,

K — K(Oe) + Kz(f) ) (8.4.29)
Svaki navedeni dio definiramo prema izrazima
KO - / (BEYTDEOBE ddF© (8.4.30)
Fle)
e _ e)\T e e e e
K = / (BE)TDEBE IR | (8.4.31)
Fle)

pri ¢emu su pripadne deformacijske matrice jednake

oN')
ox
(e) _ (e) _ [on{® 8N1.(“)}
Bl = o B _[ SAach il (8.4.32)
0 By
a pripadne su matrice elasti¢nosti jednake
e di1 dia e
D) = [d21 R D) = [dss] . (8.4.33)

Matricu ng) integriramo standardno pomodcu cetiri integracijske tocke, a matricu KI(f) integriramo
pomodcu vrijednosti u jednoj integracijskoj tocki. Na taj nacin integral ”posmicnog” dijela kod ¢lanova
matrice krutosti u retcima i stupcima iste parnosti (kod kojih su podintegralne funkcije polinomi drugog
stupnja po jednoj od varijabli) neée biti egzaktno integriran. Koeficijenti u matrici krutosti, (8.4.20), uz
a=a/bi [ =b/a, nakon reducirane integracije ”posmicnog” dijela jednaki su

ki1 = k3 = kss = kr7 = w, koo = kas = kee = kgs = W’
i = hsr = —86 + 321 —V)a ’ os = kag = —8a + 32(1 —v)B ’
Fis = kgr — —45 — 32(1 — V) 7 o = kas — —4o — 32(1 —v)B 7
ki7 = kss = w, koy = kes = W’

k12 = ksg = kse = ka7 = @’ kis = kog = ka5 = ker = @7

k14 = k3g = ksg = kor = *@, k16 = k34 = kos = krg = *M-

(8.4.34)
Nedostatak reducirane integracije je sto u tom sluc¢aju konacni element nije geometrijski invarijantan,
ali numericko rjeSenje konvergira analitickom rjesenju.
8.5. Ravninski zidni konac¢ni elementi viSeg reda
8.5.1. Trokutni zidni konaéni elementi viSeg reda

Kod linearnog trokutnog kona¢nog elementa aproksimacija polja pomaka definirana je potpunim poli-
nomom prvog stupnja po z i y, (8.3.3). Uzimanjem u obzir polinoma viseg stupnja dobivamo elemente
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viseg reda. Aproksimacijom potpunim polinomom drugog stupnja

u(z,y) = a1 + o + azy + aua® + aszy + agy®

v(z,y) = B1 + Box + Bay + Bax® + Bszy + Bey? (8.5.1)

slijedi trokutni konacni element sa 12 stupnjeva slobode (6 ¢vorova), a aproksimacijom potpunim poli-
nomom trec¢eg stupnja

u(x,y) = ar + aor + agy + as2® + aszy + agy® + arr® + agzy + agry® + aiy® (8.5.2)
v(x,y) = B + Pox + Bay + Bax® + sy + Bey® + Bra® + B’y + Boxy® + Proy® o
slijedi trokutni kona¢ni element sa 20 stupnjeva slobode (10 ¢vorova). Sudjelujuée ¢lanove polinoma
za pojedine elemente mozemo prikazati u Pascalovom trokutu, (Slika 8.5.1). Prikaz funkcija oblika za
trokutne elemente viseg reda bitno je jednostavniji u povrsinskom koordinatnom sustavu.

Ay a2 owp o
2 2%y ay® P
\\\,12_ _ay Y /// — — — linearni
N\ Yy ,’; ----- kvadratni
\\\\ 1 {// kubicni
\\\,//

Slika 8.5.1: Pascalov trokut s prikazom sudjelujuc¢ih ¢lanova polinoma

Trokutni konaéni element sa 12 stupnjeva slobode, trokutni je kvadratni kona¢ni element sa 6 ¢vorova
(engl. six-noded quadratic triangular element). Uz vrhove trokuta, ¢vorovi kvadratnog trokutnog
konacnog elementa su i sredista stranica trokuta, (Slika 8.5.2). Funkcije oblika kvadratnog trokutnog

@ 1,0,0)

O
@(0,1,0)
®(0,0,1)

@ (1/2,1/2,0)
®(0,1/2,1/2)
O

@) @ 1/2,0,1/2)

v

8]

Slika 8.5.2: Kvadratni trokutni konacni element u povrsinskom koordinatnom sustavu

konac¢nog elementa su

Ny = (2L, —1)Ly , No=(2Ly — 1)Ly , N3 =(2L3 —1)L3,
(8.5.3)
Ny = 4Ly Ly Ns = 4LyLg  Ng = 4LsL, .

Na Slici 8.5.3 prikazane su karakteristi¢ne funkcije oblika za ¢vor u vrhu trokuta, N7 i za ¢vor u sredini
stranice trokuta, Ny.
Trokutni kona¢ni element sa 20 stupnjeva slobode, trokutni je kubi¢ni konaé¢ni element sa 10 ¢vorova

(engl. ten-noded cubic triangular element). Uz vrhove trokuta, ¢vorovi kubi¢nog trokutnog konacénog
elementa su teziste i tre¢ine stranica trokuta, (Slika 8.5.4). Trokute viseg reda jednostavnije je promatrati
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Ny =4L1L,

Slika 8.5.3: Karakteristi¢cne funkcije oblika za ¢vor u vrhu i u sredini stranice trokuta

1,0,0)
0,1,0)
0,0,1)
2/3,1/3,0)
1/3,2/3,0)
0,2/3,1/3)
0,1/3,2/3)
1/3,0,2/3)
2/3,0,1/3)
1/3,1/3,1/3)

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

S\

@@@@@@@@@@

Slika 8.5.4: Kubi¢ni trokutni kona¢ni element u povrsinskom koordinatnom sustavu

u povrsinskom koordinatnom sustavu. Funkcije oblika kubi¢nog trokutnog kona¢nog elementa su

Ny =1Li(38Ly —1)(38L1 —2), Ny = 3Ls(3Ly—1)(3Ly—2),

N3 = %L3(3L3 - 1)(3L3 - 2) , Ny= %L1L2(3L1 — 1) ,

N5 = 3LaLa(3Ls — 1), No = §L2Ls(3Ly — 1) , (8.5.4)
N7 = %L2L3(3L3 -1, Ng = %L3L1(3L3 —1),
Ng = §L3L1(3L1 — 1), Nio = 27L1LoLs .

8.5.2. Pravokutni zidni konaéni elementi viseg reda

Kod osnovnog pravokutnog elementa aproksimacija polja pomaka definirana je nepotpunim poli-
nomom drugog stupnja po x iy, (8.4.1). Uzimanjem u obzir polinoma viseg stupnja dobivamo elemente
viseg reda. Aproksimacijom nepotpunim polinomom &etvrtog stupnja

u(z,y) = a1 + @z + a3y + aur? + aszy + agy? + a7’y + aszy® + agr?y?

8.5.5
v(z,y) = B1 + Pox + Bay + Bax® + Bsxy + Loy + Bray + Bsxy® + Poz?y? ( )

slijedi pravokutni konaéni element sa 18 stupnjeva slobode (9 ¢vorova), a aproksimacijom nepotpunim
polinomom Sestog stupnja

u(z,y) = a1+ ax + agy + asz? + aszy + agy? + ara® + asz?y + agry? + agey’
+  an@dy + apa?y? + azzy® + aa®y? + ags2%y3 + aqeay?

v(z,y) = Pr+ Pox + Bay + fax® + Bsxy + Bey® + Bra® + Bsa®y + Boxy® + Proy®
+  Buty + Prr’y® + Piszy® + Brax’y® + BiszPy® + Prer’y?

(8.5.6)

slijedi pravokutni konacni element sa 32 stupnjeva slobode (16 ¢vorova). Sudjelujuée ¢lanove polinoma
za pojedine elemente mozemo prikazati u Pascalovom trokutu, (Slika 8.5.5).

Pravokutni konac¢ni element sa 18 stupnjeva slobode, osnovni je pravokutni kvadratni konacni ele-
ment sa 9 ¢vorova (engl. nine-noded quadratic rectangular element). Uz vrhove pravokutnika, ¢vorovi
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— — — linearni
----- kvadratni

kubiéni

Slika 8.5.5: Pascalov trokut s prikazom sudjelujuc¢ih ¢lanova polinoma

kvadratnog pravokutnog kona¢nog elementa su polovista stranica pravokutnika i teziste pravokutnika,
(Slika 8.5.6). Funkcije oblika kvadratnog pravokutnog kona¢nog elementa jednake su umnosku kvadrat-

@ @

@ ¢

Slika 8.5.6: Kvadratni pravokutni konac¢ni element

nih funkcija oblika (jednakih kvadratnim funkcijama oblika za uzduzno optereéenu gredu) u oba okomita
smjera i glase

Ni(z,y) = (afzm)(asz‘)gfzy)(bfy) , No(z,y) = 7z(a72x)§l;;22y)(b7y) | Na(z,y) = W 7

Niy(w,y) = — 220 nC2 | Ny y) = 2=l Ny(g,y) = —2le200-uy
Ny(a,y) = — e =2 , Ny(a,y) = o=20laboy Ny (g, ) = Lelo=a)Oy)y
(8.5.7)

Na Slici 8.5.7 prikazane su karakteristicne funkcije oblika za ¢vor u vrhu pravokutnika, Ny za ¢vor u
sredini stranice pravokutnika, Ng, i za ¢vor u teziStu pravokutnika, Ng. Za polje pomaka duz stranice
pravokutnika vrijedi kvadratna razdioba.

N1 N8 N9

Slika 8.5.7: Karakteristicne funkcije oblika za ¢vor u vrhu i u sredini stranice pravokutnika

Pravokutni konacni element sa 32 stupnja slobode, osnovni je pravokutni kubi¢ni konaéni element sa
16 ¢vorova (engl. sixteen-noded cubic rectangular element). Uz vrhove pravokutnika, ¢vorovi kubi¢nog
pravokutnog konacnog elementa su tre¢ine stranica pravokutnika i tocke u sjecistima pravaca paralelnih
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stranicama kroz tocke u treé¢inama stranica pravokutnika, (Slika 8.5.8). Za polje pomaka duz stranice
pravokutnika vrijedi kubi¢na razdioba. Funkcije oblika kubi¢nog pravokutnog konac¢nog elementa jed-

Slika 8.5.8: Kubi¢ni pravokutni konaé¢ni element

nake su umnosku kubi¢nih funkcija oblika (jednakih kubi¢nim funkcijama oblika za uzduzno optereéenu
gredu) u oba okomita smjera.

8.6. Serendipity pravokutni zidni konacni elementi

U svrhu smanjivanja broja stupnjeva slobode definiramo pravokutne konaé¢ne elemente kod kojih su
¢vorovi smjesteni samo duz stranica pravokutnika, bez ¢vorova unutar pravokutnika. Takve konacne ele-
mente nazivamo serendipity kona&ni elementi. Serendipity' konaéni elementi postizu isti stupanj aproksi-
macije kao i standardni (Lagrangeovi) konac¢ni elementi, ali s manjim brojem ¢vorova $to znaci i manji broj
stupnjeva slobode odnosno nepoznanica. Razlika u broju ¢vorova postaje znacajnija kod aproksimacija
viseg reda.

Za razliku od standardnih pravokutnih ravninskih konac¢nih elemenata, kod serendipity pravokutnih
konacnih elemenata sloZenije je definiranje funkcija oblika. Postupak odredivanja funkcija oblika razlikuje
se za ¢vorove u vrhovima od ¢vorova duz stranica pravokutnika. Za serendipity konacni element n-tog
reda funkcije oblika za ¢vorove duz stranice pravokutnika jednake su umnosku Lagrangeovog polinoma
n-tog stupnja u smjeru stranice (kod kojeg je vrijednost u pripadnom ¢voru jednaka 1, a u ostalim
¢vorovima 0) s Lagrangeovim polinomom prvog stupnja u smjeru okomitom na stranicu pravokutnika
(kod kojeg je vrijednost za ¢vorove na toj stranici jednaka 1, a na suprotnoj stranici jednaka 0). Za
¢vorove u vrhovima pravokutnika postupak je dodatno slozeniji. Od funkcija oblika za ¢vorove vrhova
pravokutnika kod osnovnog pravokutnog elementa potrebno je oduzeti funkcije oblika za ¢vorove duz
stranica pravokutnika pommnozene s tezinskim koeficijentima tako da je u konaé¢nici vrijednost funkcije
oblika u promatranom vrhu pravokutnika bude jednaka 1, a u svim ostalim ¢vorovima jednaka 0.

Najjednostavniji serendipity element ravninski je pravokutni osnovni konac¢ni element sa 4 ¢vora
(vrhovi pravokutnika) i 8 stupnjeva slobode.. Kvadratni serendipity pravokutni ravninski konacni el-
ement je pravokutni element sa 8 ¢vorova (engl. eight-noded quadratic Serendipity rectangular element).
Cvorovi konatnog elementa su vrhovi i sredine stranica pravokutnika. Takav konacni element ima 16
stupnjeva slobode.

Za ¢vorove duz stranica funkcije oblika jednake su umnosku pripadnog Lagrangeovog polinoma drugog
stupnja u smjeru stranice i Lagrangeovog polinoma prvog stupnja okomito na stranicu pravokutnika.
Postupak mozemo pokazati za ¢vor 5. Uzmemo Lagrangeov polinom drugog stupnja po varijabli x za
koji je vrijednost u ¢voru 5 (x = a/2) jednaka 1, a u ostalim ¢vorovima te stranice jednaka nuli, (Lo (z) =

WL i pomnozimo s linearnim Lagrangeovim polinomom po varijabli y kod kojeg je vrijednost jednaka
1 na stranici y = 0, a jednaka 0 na stranici y = b, (L1 (y) = b;y). Pripadni umnozak daje funkciju oblika
za Cvor 9,
dx(a—xz)b—y
Ny=—>——=. 8.6.1
> a? b ( )

Za funkciju oblika u vrhu pravokutnika uzmemo pripadnu funkciju oblika za linearni pravokutni ele-
ment. Vrijednost takve funkcije oblika jednaka je 1 u tom vrhu, a 0 u svim ostalim vrhovima. U ¢vorovima

lengl. Serendipity - neogekivano, sretno, sluéajno otkriée, slijedi prema pri¢i o Tri princa iz Serendipa (Sri Lanka)
baziranoj na perzijskoj bajci o dogadajima iz 5. stoljeca o tri princa koji su putovali svijetom i rjesavali okolini raznovrsne
probleme, objavljenoj u djelu Michele Tramezzino: Peregrinaggio di tre giovans figlivoli del re di Serendippo, Venezia, 1557.
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Slika 8.6.1: Kvadratni pravokutni serendipity kona¢ni element

u sredini stranica koje se sastaju u tom vrhu vrijednost funkcije iznosi 1/2, a u ¢vorovima u sredini ostalih
stranica jednaka je 0. To znaci da je od te funkcije potrebno oduzeti funkcije oblika za navedene ¢vorove
u sredinama tih stranica pomnozenih sa 1/2. To ne utjeCe na vrijednosti funkcije u ostalim ¢vorovima jer
su vrijednsoti tih funkcija u ostalim ¢vorovima jednake 0. Nacelni postupak mozemo raspisati za ¢vor 1.
Uzmemo funkciju oblika za évor 1 kao ¢vor linearnog pravokutnog konaénog elementa, N = %.
Od te funkcije oduzmemo prethodno definirane funkcije oblika za ¢évorove 5 i 8 (évorove na stranicama
koje se sastaju u évoru 1) pomnozene sa 1/2 (jer je vrijednost funkcije N{ u tim évorovima jednaka 1/2)

Sto znaci da funkcija oblika za ¢vor 1 glasi

1 (a—2)b—y) ldz(a—2x2)b—y la—z4yb—y)
_ nL_ 1 _ _ = _Z
Moo= N 2<N5+N8) ab 2 a? b 2 a b2
a—x)(b—y
= % (ab — 2bx — 2ay) . (8.6.2)

Na taj nacin slijede i funkcije oblika za ostale ¢vorove u vrhovima pravokutnika,
L1 L 1 L1
Ny = N, 7§(N5+N6), N3 = N; 7§(N6+N7), Ny = Nj *§(N7+Ns) . (863)

Funkcije oblika za kvadratni pravokutni serendipity konac¢ni element glase

Ni(z,y) = =20 (4 — 2z — 2ay) , Nao(z,y) = 42 (22 — 2ay — ab) |

aZb?
Na(w,y) = 2otz (2bw + 2ay — 3ab) , Nu(z,y) = 55 (2ay — 2bx — ab) |
8.6.4
Ns(z,y) = &le—a)by) | No(z, y) = 2ty (8.6.4)
Ne(w,y) = #om | Ns(z, y) = o=y

Na Slici 8.6.2 prikazane su karakteristicne funkcije oblika za ¢vor u vrhu pravokutnika, Ny, i za ¢vor u
sredini stranice pravokutnika, Ng.

N N

Slika 8.6.2: Karakteristicne funkcije oblika za ¢vor u vrhu i u sredini stranice pravokutnika

Kubicni serendipity pravokutni ravninski konac¢ni element je pravokutni element sa 12 ¢vorova (engl.
twelve-noded cubic Serendipity rectangular element). Cvorovi konaénog elementa su vrhovi i tocke u
tre¢inama stranica pravokutnika.

Za ¢vorove duz stranica funkcije oblika jednake su umnosku pripadnog Lagrangeovog polinoma treceg
stupnja u smjeru stranice i Lagrangeovog polinoma prvog stupnja okomito na stranicu pravokutnika.
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Slika 8.6.3: Kubi¢ni pravokutni serendipity konaé¢ni element

Postupak mozemo pokazati za ¢vor 5. Uzmemo Lagrangeov polinom treéeg stupnja po varijabli x za

koji je vrijednost u évoru 5 (z = a/3) jednaka 1, a u ostalim ¢vorovima te stranice jednaka 0, (Ls(x) =

w), i pomnozimo s linearnim Lagrangeovim polinomom po varijabli y kod kojeg je vrijednost

2a3
jednaka 1 na stranici y = 0, a jednaka 0 na stranici y = b, (L1(y) = bny) Pripadni umnozak daje
funkciju oblika za ¢vor 5,
_9 —2)b—
Ny = 9z(3a — 2z)(a — ) y (8.6.5)

2a3 b

Za funkciju oblika u vrhu pravokutnika uzmemo pripadnu funkciju oblika za linearni pravokutni ele-
ment. Vrijednost takve funkcije oblika jednaka je 1 u tom vrhu, a 0 u svim ostalim vrhovima. U ¢vorovima
u treéini stranica koje se sastaju u tom vrhu vrijednost funkcije iznosi 2/3 odnosno 1/3, a u évorovima
u tre¢inama ostalih stranica jednaka je 0. To znaci da je od te funkcije potrebno oduzeti funkcije oblika
za navedene ¢vorove u treéinama tih stranica pomnozenih sa 2/3 odnosno 1/3. To ne utjece na vrijed-
nosti funkcije u ostalim ¢vorovima jer su vrijednosti tih funkcija u ostalim évorovima jednake 0. Nacelni
postupak mozemo raspisati za ¢vor 1. Uzmemo funkciju oblika za évor 1 kao ¢vor linearnog pravokutnog
konaénog elementa, Ni = w Od te funkcije oduzmemo prethodno definirane funkcije oblika za
¢vorove 5, 6, 11 1 12 (¢vorove na stranicama koje se sastaju u ¢voru 1) pomnozene sa 2/3 za ¢vorove blize
évoru 1, a sa 1/3 za évorove dalje évoru 1 (jer su to vrijednosti funkeije N{ u tim évorovima) §to znaéi
da funkcija oblika za ¢vor 1 glasi

Ny = Nf-— %(NE) + Ni2) — é(Nﬁ + Ni1)
a—xzb—y 2 (-92(2a—3z)(a—z)b—y) —9y(2b—3y)(b—y)(a—x)
- a b T 3 ( 2a3b i 2b3a )
1 (=9z(a=32)(a —x)(b—y) —9y(b—3y)(b—y)la—=z)
+§ ( 2a3b + 2b3a )
= % [2a%b* — 15ab (bx + ay) + 27 (b°2° + a®y?)] . (8.6.6)

Na taj nacin slijede i funkcije oblika za ostale ¢vorove u vrhovima pravokutnika,

2 1

Ny = Nng(NG + N7) — g(Ns + Ng) ,
2 1

N3 = N3L§(Ng +N9) — E(N7 +N10) s (867)
2 1

Ny = N4L§(N10 + Ni1) — g(Ng + Nia) .

Serendipity konacni elementi imaju isti stupanj aproksimacije kao i standardni konacni elementi,
ali uz manji broj nepoznanica i manji broj sudjeluju¢ih clanova polinoma iznad stupnja aproksimacije.
Kvadratni serendipity kona¢ni element nema u raspisu polinomne funkcije ¢lan 22y? koji postoji u raspisu
polinomne funkcije standardnog konacnog elementa. Kod elemenata viseg reda dodatno se dobivaju samo
po 4 clana u raspisu polinoma u odnosu na prethodni, jedan stupanj nizi, element. Dodatni ¢lanovi,
sukladno postupku definiranja funkcija oblika, su =™, z"y, xy"™ i y™. Sudjelujué¢e ¢lanove polinoma za
pojedine elemente mozemo prikazati u Pascalovom trokutu, (Slika 8.6.4).
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— - serendipity linearni
--- serendipity kvadratni
— serendipity kubi¢ni

Slika 8.6.4: Pascalov trokut s prikazom sudjelujucih ¢lanova polinoma

8.7. Primjeri

Primjer 8.7.1. Odrediti elementarnu matricu krutosti ”jedinic¢nog” donjeg lijevog trokutnog elementa
debljine d.

Slika 8.7.1.1: 7 Jedini¢ni” donji lijevi trokutni element.

Pod ”jedinicnim” trokutom podrazumijevamo pravokutni jednakokra¢ni trokut s katetama jedinic¢ne
duljine. Koordinate ¢vorova su (z1,y1) = (0,0), (22,y2) = (1,0), (z3,y3) = (0,1). Na temelju definiranih
koordinata ¢vorova mozemo prema izrazima (8.3.5) izracunati koeficijente funkcija oblika, uz povrsinu
trokuta F' = %,

a=1,0h=-1,c=-1 = Nilz,y=1-z—-y,
as=0,bo=1,¢c=0 = Ny(z,y)==x, (8.7.1.1)
az3=0,b3=0,c3=1 = Ns(z,y)=vy.

Deformacijska matrica zadanog trokuta sada slijedi u obliku

-1 0 100 0
B9=|0 -1 00 0 1 (8.7.1.2)
-1 -1 01 10

Uz matricu elasticnosti prema jednadzbi (8.1.7), elementarna matrica krutosti zadanog trokutnog ele-
menta glasi
diy +dzz dig+dsz —din —dsz —dsz —di2
dig +d3s dao+dsz —diz —dsz —dzz —da
d| —dn —di2 di1 0 0 di2

K == 8.7.1.3
2 —d33 —d33 0 d33  ds3 0 ( )
—d33 —d33 0 d3z  d33 0
—di2 —da2 di2 0 0 dao

Primjer 8.7.2. Odrediti elementarnu matricu krutosti pravokutnog jednakokracnog donjeqg lijevog trokutnog
elementa debljine d s katetama duljine L.
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Slika 8.7.2.1: Pravokutni jednakokra¢ni donji lijevi trokutni element.

Promatramo pravokutni jednakokra¢ni donji lijevi trokutni element s katetama duljine L. Koordinate
¢vorova su (z1,y1) = (0,0), (x2,y2) = (L,0), (x3,y3) = (0, L). Na temelju definiranih koordinata ¢vorova
mozemo prema izrazima (8.3.5) izra¢unati koeficijente funkcija oblika, uz povrsinu trokuta F' = %2,

a1:L27b1:_L701:_L = Nl(x7y):1_%_%a
as =0, ngL, co=0 = Ng(x,y):%, (8721)
a3 =0,b3=0, c3=1L = N3(Jj’y):%.

Deformacijska matrica zadanog trokuta sada slijedi u obliku

L [-L 0 L o oo
B<€>:§ 0 -L 0 0 0 L|. (8.7.2.2)
-L -L 0 L L 0

Uz matricu elasti¢nosti prema jednadzbi (8.1.7), elementarna matrica krutosti zadanog trokutnog ele-
menta glasi

din+dsz diz+dsz —din —dsz —dsz —di2

dig +d33 doo+dsz —diz —dsz —dzz —da

d —d —d d 0 0 d
K@ _ ¢ 11 12 11 12 8793
2 —ds3 —dss3 0 dsz  ds3 0 ( )
—d33 —d33 0 d3z  ds3 0
—dy2 —dao di2 0 0 dao

Iz prethodna dva primjera mozemo zakljuciti da duljina stranica kod jednako postavljenih sli¢nih trokut-
nih elemenata ne utjece na vrijednosti u elementarnoj matrici krutosti.

Primjer 8.7.3. Odrediti elementarnu matricu krutosti ”jedinicnog” gornjeg desnog trokutnog elementa
debljine d.

y
1 © @

®

1 z

Slika 8.7.3.2: ”Jedini¢ni” gornji desni trokutni element.

Pod 7jediniénim” gornjim desnim trokutom podrazumijevamo pravokutni jednakokrac¢ni trokut s
katetama jedini¢ne duljinepolozenog prema Slici (8.7.3.2). Cvor 1 definiramo u vrhu pravog kuta da
bi pokazali elementarnu matricu krutosti za tako oznacene ¢vorove. Koordinate ¢vorova su (z1,y1) =
(1,1), (z2,y2) = (0,1), (z3,y3) = (1,0). Na temelju definiranih koordinata ¢vorova mozemo prema
izrazima (8.3.5) izracunati koeficijente funkcija oblika, uz povrsinu trokuta F = %,

a; = —1, blzl, co=1 = Nl(x,y)=—1+a?+y,
as=0,by=-1,c0=0 = Ny(z,y)=—x, (8.7.3.4)
a3 =0,b3=0,c3=—-1 = Niz(z,y)=—y.
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Deformacijska matrica zadanog trokuta sada slijedi u obliku

10 -1 0 0 0
B9=1l01 0 0 0 -1f. (8.7.3.5)
11 0 -1 -1 0

Uz matricu elasti¢nosti prema jednadzbi (8.1.7), elementarna matrica krutosti zadanog trokutnog ele-
menta glasi

din +dsg dizg+dzz —din —dzz —dsz —dis

dig+dsz daa+dsz —diz —dzz —dzz —da2

d —d —d d 0 0 d
K _ ¢ 11 12 11 12 8736
2 —d33 —d33 0 d33  ds3 0 ( )
—d33 —d33 0 dsz  ds3 0
—d12 —da2 dy2 0 0 dao

Usporedbom dobivene elementarne matrice krutosti i elementarne matrice krutosti u prvom primjeru (za
”jediniéni” donji lijevi trokut) mozemo zakljuciti da rotacija trokutnih elemenata, uz definiranje ¢vorova
po istom nacelu, ne utjece na vrijednosti u elementarnoj matrici krutosti.

Primjer 8.7.4. Odrediti elementarnu matricu krutosti pravokutnog raznokracnog donjeg lijevog trokutnog
elementa debljine d.

©)
® or, ©

Slika 8.7.4.1: Pravokutni raznokrac¢ni donji lijevi trokutni element.

Promatramo pravokutni raznokracni donji lijevi trokutni element definiran na Slici (8.7.4.1). Koor-
dinate ¢vorova su (z1,y1) = (0,0), (z2,y2) = (2L,0), (x3,y3) = (0,L). Na temelju definiranih koordi-
nata ¢vorova mozemo prema izrazima (8.3.5) izracunati koeficijente funkeija oblika, uz povrsinu trokuta

F =12

al:QLQ’ bh=—-L, aa=-2L = Nl(xﬂy):l*%i%v
as=0,byo=0L, co =0 = Na(z,y) = 57, (8.7.4.1)
az =0, b3 =0, ¢c3 =2L = Ni(z,y)=4%.

Deformacijska matrica zadanog trokuta sada slijedi u obliku

L [-L 0o L o 0 o0
B<e)=ﬁ 0 —-2L 0 0 0 2L|. (8.7.4.2)
2L L 0 L 2L 0O

Uz matricu elasti¢nosti prema jednadzbi (8.1.7), elementarna matrica krutosti zadanog trokutnog ele-
menta glasi

di1 +4dss  2dio +2d3s  —din —2dss  —4dsz  —2dq2
2d1o +2d33  doo +4dss  —2dip —dss  —2d3z  —4dao

d —d —2d d 0 0 2d
() _ @ 11 12 11 12
K 1 9dss dss 0 dss 933 0 . (8.7.4.3)
—4d33 —2d33 0 2d33 4d33 0
—2d15 —4dos 2d12 0 0 4dao

Primjer 8.7.5. Odrediti elementarnu matricu krutosti linearnog pravokutnog konacnog elementa debljine
d za jedinicni kvadrat i za proizvoljni kvadrat duljine stranica a.

Promatramo jedini¢ni kvadrat kao linearni pravokutni konaé¢ni element, Slika (8.7.5.1). Koordinate
¢vorova su (z1,y1) = (0,0), (z2,y2) = (1,0), (z3,y3) = (1,1), (24,y4) = (0,1). Na temelju definiranih
koordinata ¢vorova mozemo prema izrazima (8.4.7) izracunati funkeije oblika,

N=(1-z)(1—-vy), No=z(1—vy), N3==ay, Ny=(1—2)y. (8.7.5.1)
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Slika 8.7.5.1: Jedini¢ni kvadrat i proizvoljni kvadrat stranice duljine a.

Deformacijska matrica zadanog jedini¢nog kvadrata sada slijedi u obliku
—(1—y) 0 1—y 0 y 0 —y 0
B® = 0 —(1—z) 0 —z 0 z 0 11—z . (8.7.5.2)
—-(1-2) -(1-y) -2z 1-y z y l—-a -y

Uz matricu elasti¢nosti prema jednadzbi (8.1.7), elementarna matrica krutosti zadanog jediniénog ele-
menta glasi

3—v 1+v _ 34v _1-3v _3=v _14v v 1-3v 7
6 8 12 8 12 8 6 8
1+v —v 1—-3v v _14v _3—v 1—3v 3+v
8 6 8 6 8 12 8 12
_ 3+v 1-3v 3—v 14+v v 1-3v —v 14v
12 8 6 8 6 8 12 8
_ 1-3v v _ 14v 3—v 1-3v _ 3+v 1+v _3—-v
EBEd 8 6 8 6 8 12 8 12
K© = — (8.7.5.3)
-V _3—v 14w v 1-3v 3—v 1+v 3+v 1-3v
12 8 6 8 6 8 12 8
_14v _3=v 1-3v _ 34v 14v 3—v 1-3v v
8 12 8 12 8 6 8 6
v _1=-3v _3—v 1+v _3+4v 1-3v 3—v _14v
6 8 12 8 12 8 6 8
1-3v _ 34v 14+v _3—v _1-3v v 14+v 3—v
L 8 12 8 12 8 6 8 6

Na temelju izraza za koeficijente elementarne matrice krutosti za linearni pravokutni konac¢ni element,
(8.4.20), ocito je da koeficijenti ovise iskljucivo o odnosu stranica u pravokutnom konaéno elementu, a ne
i o duljinama stranica. To znaci da je elementarna matrica krutosti za kvadrat duljine stranice jednake
a jednaka elementarnoj matrici krutosti za jedini¢ni kvadrat.

Primjer 8.7.6. Odrediti elementarnu matricu krutosti linearnog pravokutnog konacnog elementa debljine
d za jedinicni kvadrat uz reduciranu integraciju posmicnog dijela.

Slika 8.7.6.1: Jedini¢éni kvadrat.

Promatramo jedini¢ni kvadrat kao linearni pravokutni konacéni element, Slika (8.7.6.1). Koordinate
¢vorova su (z1,y1) = (0,0), (z2,y2) = (1,0), (x3,y3) = (1,1), (24,y4) = (0,1) iz Cega jednostavno slijede
funkcije oblika,

Ni=(1-2)1—-vy), No=x(1—y), N3=ay, Ny=(1—2)y. (8.7.6.1)
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Deformacijske matrice zadanog jedini¢nog kvadrata slijede prema jednadzbama (8.4.32) u obliku

pe_ |[~(1-y) 0 -y 0 y 0 -y 0
o 0 —(1-2) 0 -2 0 2 0 l—gz|’ (8.7.6.2)
Bl — -1-2) -(1-y) -2 1-y z y 1-z -y .

Uz pripadne matrice elasti¢nosti prema jednadzbama (8.4.33), elementarna matrica krutosti zadanog
jedini¢nog elementa glasi

r11—3v 1+v _ 543v _1-3v _7-3v _14v 14+3v 1—-3v 7
24 8 24 8 24 8 24 8
14+v 11—-3v 1—-3v 14+3v _14v _7-3v 1-3v _ 543v
8 24 8 24 8 24 8 24
_ 543v 1-3v 11-3v _14v 143v _1-3v _7-3v 1+v
24 8 24 8 24 8 24 8
_1-3v 1+3v _ 14v 11-3v 1-3v _ 5+3v 1+v _7-3v
() Ed 8 24 8 24 8 24 8 24
KO = =% (8.7.6.3)
- v _7-3v _14v 143v 1-3v 11-3v 14v _ 5+3v _1-3v
24 8 24 8 24 8 24 8
_14v _7-3v _1-3v _ 5+3v 1+v 11—-3v 1-3v 1+3v
8 24 8 24 8 24 8 24
14+3v _1-3v _ 7=3v 1+v _ 543v 1—-3v 11—-3v _14v
24 8 24 8 24 8 24 8
1-3v _ 543v 14+v _7-3v _1-3v 14+3v _14v 11—-3v
L 8 24 8 24 8 24 8 24

Primjer 8.7.7. Odrediti elementarni vektor opterecenja za kvadratni pravokutni konacni element za
zadano jednoliko distribuirano opterecenje q dustranice pravokutnika x = a.
Elementarni vektor optereéenja, (8.2.12), za kvadratni pravokutni ravninski kona¢ni element definiran

je izrazom (8.4.22). Za opterecenje zadano dustranice x = a zaoravo trazimo pripadni qff). Neka je
qf,e) = ¢. Doprinos linijskog opterecenja slijedi prema izrazu (8.3.22). Za konstantno linijsko optereéenje
ruba kvadratnog pravokutnog konac¢nog elementa paralelnog osi y, x = a, elemntarni vektor optereéenja

slijedi prema izrazu
q\) = / (NN (2 = a)dy . (8.7.7.1)

Prema iskazanim funkcijama oblika, 8.5.7, jasno je da su sve funkcije oblika na toj stranici pravokutnika
jednake nuli osim No, N3 i Ng. Nakon integriranja slijedi elementarni vektor opterecenja

a?=[000 2 0% 000002200000 0]. (8.7.7.2)

Primjer 8.7.8. Odrediti elementarni vektor opterecenja za serendipity pravokutni konacni element za
zadano jednoliko distribuirano opterecenge q dustranice pravokutnika x = a.
Elementarni vektor opterecenja, (8.2.12), za kvadratni pravokutni ravninski konaéni element definiran

je izrazom (8.4.22). Za optereéenje zadano duStranice x = a zaoravo trazimo pripadni qﬁf). Neka je

q(pe) = ¢. Doprinos linijskog opterecenja slijedi prema izrazu (8.3.22). Za konstantno linijsko optereéenje
ruba kvadratnog pravokutnog konacnog elementa paralelnog osi y, * = a, elemntarni vektor optereéenja

slijedi prema izrazu
b

af) = [ qN)T(z=a)dy . (8.7.8.1)
/

Prema iskazanim funkcijama oblika, 8.6.4, jasno je da su sve funkcije oblika na toj stranici pravokutnika
jednake nuli osim Ny, N3 i Ng. Nakon integriranja slijedi elementarni vektor optereé¢enja

g =[000 % 0% 00000222 0000]. (8.7.8.2)
Primjer 8.7.9. Odrediti progib slobodnog kraja kratke konzole debljine d, duljine i visine L, uz Poissonov
koeficijent v = 0 i modul elasticnosti E (= G = %), opterecene koncentriranom silom K na kraju konzole.
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Slika 8.7.9.1: Kratka konzola optere¢ena koncentriranom silom na slobodnom kraju.

Analiticko rjesenje i rjesenje prema TimoSenkovoj teoriji savijanja iskazano je u primjeru 7.6.1. i uz
Poissonov koeficijent v = 0 slijedi koeficijent § = %, a progib slobodnog kraja konzole iznosi wy; =
?’5—2%. Postupak rjesavanja prikazat ¢emo za linearni pravokutni element, linearni pravokutni element uz
reduciranu integraciju, kvadratni pravokutni element i kvadratni pravokutni serendipity element. Matrica

elasti¢nosti za elemente uz zadana svojstva glasi

(8.7.9.1)

>
I
=
o O =
O = O
= O O

Ako kratku konzolu promatramo kao jedan linearni pravokutni konac¢ni element, Slika 8.7.9.2, kvadrat
stranica duljine L, u primjeru 8.7.5. defiirana je pripadna elementarna matrica krutosti. UvrStavanjem

@ ©)

@ )

Slika 8.7.9.2: Jedan linearni pravokutni kona¢ni element.

rubnih uvjeta, u; = vy = ugy = v4 = 0, i razdiobom koncentrirane sile na rubu konzole u dva susjedna
¢vora slijedi sustav jednadzbi

1 1 1
28 (1) K 12 OK
Ed| & % 0§ || = 2. (8.7.9.2)
0 s 5 3 us 0
TR U S O I _K
8 4 8 2 3 2
Rjesenjem sustava slijedi vektor nepoznatih pomaka
- 2KA
Ed
(%) 4K
Ed
V2 = . (8.7.9.3)
us 2K
V3 BEd
_4K
L™ Ed-

Proracunato numericko rjesenje za progin ruba kratke konzole odstupa 37.5% od analitickog rjesenja.
Za dobivanje kvalitetnijeg rjesenja podijelit ¢emo zadanu kratku konzolu na cetiri jednaka linearna pra-
vokutna konacna elementa, Slika 8.7.9.3, kvadrata stranica duljine L/2, elementarna matrica krutosti
jednaka je za svaki element.
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Slika 8.7.9.3: Podjela na 4 linearna pravokutna konac¢na elementa.

Za razliku od grednih konacnih elemenata kod kojih smo optere¢enje promatrali na razini tezisne osi
grede, kod zidnih konac¢nih elemenata rjesenje ovisi i o modeliranju djelovanja optere¢enja. Razli¢ito
rjeSenje dobivamo ako silu stavimo kao koncentriranu u neki od ¢vorova po visini konzolnog ruba ili ako
zadanu silu distribuiramo duz cijelog ruba. Ovisno o odabranom modelu opterec¢enja dobit ¢emo razlic¢ite
vektore optereéenja sustava §to povlaci i razli¢ita numericka rjesenja.

Uklapanjem matrica krutosti i uvrstavanjem rubnih uvjeta, u; = v1 = uqy = v4 = uy = v; = 0, matrica
sustava za preostale nepoznate komponente vektoa pomaka w = [ Uy Vg UZ V3 U5 Uy Ug Vg Ug
glasi

O OO ORI O OBIFR- O =

[
OO O ORIFNIFNIE O OXIF = O

\
O O O OWIE O 00|00 N[00 ik =

\
O O O O H00 00N =00 = O ol

DHRIR O O ONIF O NXIFERF O O

\
BI=OIFVI= O O O N O RIF-NI= O

0= O OIH= O = O NI (O 0] =

W[ 00 [  [HO0| = et O O OO 00| 4 [ 00—

R=h= O =R, O O O O O O
\

OX= = ORI, O O O O O

\
O[O0 = [0 = D 0l l— O O© O O

[
N[00 = O WO —XIR O © © O

(8.7.9.4)

Za razliku od grednih konacnih elemenata kod kojih smo opterecenje promatrali na razini tezisne osi

grede, kod zidnih konac¢nih elemenata rjesenje ovisi i o modeliranju djelovanja optere¢enja. Razli¢ito
rjeSenje dobivamo ako silu stavimo kao koncentriranu u neki od ¢vorova po visini konzolnog ruba ili ako
zadanu silu distribuiramo duz cijelog ruba. Ovisno o odabranom modelu opterec¢enja dobit ¢emo razli¢ite
vektore optereéenja sustava Sto povlaci i razli¢ita numericka rjesenja. Ako definiramo optereéenje kao
koncentriano u ¢voru u sredini visine poprecnog presjeka vektor optereéenja slijedi

a=[0 000000 -K 000 0], (8.7.9.5)

a ako definriamo opterec¢enje kao distribuirano duz ruba konzole nakon integriranja linijskog opterec¢enja
po pripadnim stranicama kona¢nih elemenata slijedi

a=[0 00 - 000 -%X 000 -%]". (8.7.9.6)
Rjesenjem sustava slijedi vertikalni pomak ¢vora na sredini visine ruba konzole,
290 K K
za koncentriranu silu, a
16 K - K

za distribuirano optereéenje. Odstupanje dobivenog umerickog rjeSenja od analitickog rjeSenja sada iznosi
11.2% odnosno 16.7%.

Kratku konzolu mozemo promatrati kao jedan linearni pravokutni konac¢ni element, Slika 8.7.9.2
kvadrat stranica duljine L, uz reduciranu integraciju. U primjeru 8.7.6. definirana je pripadna elementarna

Ug

Ug

U
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matrica krutosti. Uvrstavanjem rubnih uvjeta, u; = v1 = uqy = v4 = 0, i razdiobom koncentrirane sile u
sredini stranice na rubu konzole u dva susjedna ¢vora slijedi sustav jednadzbi

11 11 1
R B L B
NN SO O 1) B YR _K
X I A R A R (8.7.0.9)
2% A, _K
8 24 38 24 3 2
Rjesenjem sustava slijedi vektor nepoznatih pomaka
- 3K
Ed
U2 _5K
Ed
V2
= . (8.7.9.10)
us 3K
U3 Ed
_ 5K
L™ Ed

Proracunato numericko rjesenje za progib ruba kratke konzole odstupa 21.9% od analitickog rjesenja.
Za dobivanje kvalitetnijeg rjesenja podijelit ¢emo zadanu kratku konzolu na ¢etiri jednaka linearna pra-
vokutna kona¢na elementa uz reduciranu integraciju posmicog dijela matrice krutosti, Slika 8.7.9.3, na

4 kvadrata stranica duljine L/2, elementarna matrica krutosti jednaka je za svaki element. Uklapanjem
matrica krutosti i uvrstavanjem rubnih uvjeta, u; = v1 = ug = v4 = uy = v7; = 0, matrica sustava za pre-
ostale nepoznate komponente vektoa pomaka w = [ Us Vo U3 V3 U5 Vs Ug Vg UL Vg Ug Vg ]T
glasi

0 0 0 0 0 0
1% % 241l 1% 8 2%
L T B B
[ R S B L S
N P 571‘ S S S
i _c 7t _5 1 _1 o _1
12 0 2 6 0 12 0 12 0 2
0 —3 i _f 0 11 0 1 0 —35 _i _f
BEd| . 't £ % 5 % o B _z 1 £ A (8.7.9.11)
¥ _F 0 8 12 S S
B iz J % T S
00 v Ym0ty 5w ) Ty f
00 0 00— g g 0§ o g
0 0 0 0 ——- 1 1 5 _1I 11 1
A A S R SR G SR
. 0o 0 0 0 -5 - —§ "= 8§ 2 5§ 2l

Ako definiramo opterec¢enje kao koncentriano u ¢voru u sredini visine poprec¢nog presjeka vektor
optereéenja slijedi
a=[0 000000 -K 000 0], (8.7.9.12)

a ako definriamo optereéenje kao distribuirano duz ruba konzole nakon integriranja linijskog opterecenja
po pripadnim stranicama kona¢nih elemenata slijedi

a=[0 00 -X 000 -X 000 -£]" (8.7.9.13)
Rjesenjem sustava slijedi vertikalni pomak ¢vora na sredini visine ruba konzole,
173 K K
=———=-6.1 — .7.9.14
Vg 53 Td 6 7857Ed, (8.7.9.14)
za koncentriranu silu, a
23 K K
- — _575— . 7.9.1
Vg 1 Fd 575Ed (8.7.9.15)

za, distribuirano opterecenje. Dobiveno odstupanje sada iznosi 3.5% odnosno 10.2%.
Ako kratku konzolu promatramo kao jedan kvadratni pravokutni kona¢ni element, uvrstavanjem rub-

nih uvjeta, w1 = v1 = ug = v4 = ug = vg = 0, 1 koncentrirane sile u na rubu konzole (fs, = —K) slijedi
sustav jednadzbi ¢ijim rjeSenjem slijedi vertikalni pomak ¢vorova na rubu konzole,
34005 K K
vg = = —6.04858 — (8.7.9.16)

5126 Ed Ed -
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Slika 8.7.9.4: Jedan kvadratni pravokutni kona¢ni element.

za koncentriranu silu, a

65 K K

za, distribuiranu silu. Dobiveno odstupanje od analitickog rjesenja iznosi 5.5% odnosno7.7%.
Ako kratku konzolu promatramo kao jedan kvadratni pravokutni serendipity konacni element, uvrstavanjem

Slika 8.7.9.5: Jedan kvadratni pravokutni serendipity konacni element.

rubnih uvjeta, u; = v; = ugy = v4 = ug = vg = 0, i razdiobom koncentrirane sile u na rubu konzole u
¢vorove na rubu (fa, = f3, = —K/2) slijedi sustav jednadzbi ¢ijim rjesenjem slijedi vertikalni pomak
¢vorova na rubu konzole,

5385 K K
- _ - _5. — .7.9.1
Vg 902 Bd 597007Ed, (8.7.9.18)
za koncentriranu silu, a
65 K K
= = = —— — = —Jd. b '1
(%) V3 Vg 11 Ed 5909Ed, (879 9)

za distribuiranu silu. Dobiveno odstupanje od analitickog rjeSenja iznosi 6.7% odnosno7.7%.

8.8. Zadaci

U zadacima zadanim u poglavlju 7.7. odredite progibe linearnim trokutnim konacnim elementom,
linearnim pravokutnim konac¢nim elementom, linearnim pravokutnim kona¢nim elementom s reducira-
nom integracijom, kvadratnim pravokutnim konac¢nim elementom te serendipity pravokutnim konac¢nim
elementom uz razlicite mreze odabrani kona¢nih elemenata.
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9. Konacni elementi za plo¢e (Kirchhoffova teorija savijanja)

9.1. Osnovne jednadzbe savijanja ploce prema Kirchhoffovoj teoriji savijanja

9.1.1. Osnovne pretpostavke Kirchhoffove teorije savijanja ploca (teorije savijanja tankih
ploca)

Plo¢a je definirana kao plosna konstrukcija ¢ija je debljina d znac¢ajno manja od ostalih (tlocrtnih)
dimenzija, a optereéenje djeluje okomito (popretno) na ravninu ploce. Pretpostavljamo da trodimenzion-
alnu plocu mozemo zamijeniti sredisnjom, tezisnom ravninom s definiranim geometrijskim (debljina ploce
d) i fizikalnim karakteristikama (modul elasti¢nosti E i Poissonov koeficijent v). Tezisnu ravninu ploce
postavit ¢emo u ravninu I, na razini z = 0 tako da su pomaci okomiti na ravninu tezisne ravnine ploce
u smjeru osi z. Osnovne pretpostavke savijanja tankih ploca su

e sve tocke koje se nalaze u tezisnoj ravnini od translatorih pomaka imaju samo progib, poprecni
pomak, pomak samo u smjeru osi z, u(z,y,0) = v(z,y,0) = 0,

e sve tocke ploce koje se nalaze na okomici na tezisnu ravninu imaju istu vrijednost progiba, w(z, y, z) =
d , d
UJ(J?, y)) KAS [_57 +§:| )

e u plo¢i nema normalnih naprezanja okomito na tezisnu ravninu, o,, = 0,

e pravci okomiti na tezisnu ravninu prije defomacije ostaju okomiti na tangentnu ravninu u tocki
prodora i nakon deformacije (hipoteza ravnih popre¢nih presjeka).

Jednadzba savijanja ploce prema Kirchhoffovoj teoriji savijanja teoriji savijanja tankih ploca) glasi
A (DAw) =g¢q, (9.1.1)
uz konstantne fizikalne i geometrijske karakteristike ploce mozemo jednadzbu zapisati u obliku

0w 0w NMtw ¢

2 = =. 9.1.2
927 Coroy Tt T D (9-1.2)
ili prikazati pomoc¢u Laplaceovog operatora u obliku
q
Aw == . 9.1.3
w=1 (9.1.3)

9.1.2. Odnosi deformacija i pomaka

Promatramo izdvojeni dio plo¢e debljine d, dimenzija dx x dy, nakon djelovanja optereéenja. Vektor
translatornih pomaka u smjeru koordinatnih osi u svakoj tocki ploce ozna¢imo

u
W= (V] , (9.1.4)
w

pri ¢emu je w progib ploce, pomak okomito na tezisSnu ravninu ploce, a v i v pomaci u ravnini ploce. Za
pomake u ravnini ploce vrijedi

0
u(x,y,z) = Z@m(wvy) = _Z% )
J (9.1.5)

U(‘rayv'z) = Z@y(x7y) = _Zaiy )

pri ¢emu su ¢, i ¢, kutevi zaokreta teziSne ravnine. Tocke u teziSnoj ravnini imaju samo progib od
translatornih pomaka te kuteve zaokreta oko osi koje razapinju tezisnu ravninu. Vektor pomaka tocaka
teziSne ravnine mozemo iskazati u obliku

w
vl |ow
w=|-v.| = |0z | - (9.1.6)
-p
|
L 9y |
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Ned
i%
8

Slika 9.1.1: Izdvojeni dio ploce

Pripadne deformacije u smjeru koordinatnih osi u svakoj tocki ploce jednake su

ou 0w v 0w
6112%27}5@, Eyyzaiyzfzain 5 Ezz:O, (917)
a pripadne posmic¢ne deformacije u svakoj tocki ploce jednake su
ou  Ov 0%w
= 4 — = —22—— | = =0 9.1.8
You = 5, ¥ an “oway e T e (9.1.8)
Vektor deformacije u svakoj tocki plote mozemo izraziti u obliku
2
—2 5%
67‘% 2
e=ley|=| —25% | . (9.1.9)
Yy
62
—2z Bmg)y

ili u obliku € = zk, pri ¢emu je vektor deformacije savijanja ploce k jednak

8w
Ox2

k=|-%2 | . (9.1.10)

8w
—2 Oxdy

9.1.3. Odnos naprezanja i deformacija

. .. T . . T
Uz definirani vektor deformacija € = [ez5 €y Yoy 1 vektor naprezanja o = [0, Oyy Tay] , 0dnos

naprezanja i deformacija glasi
o =De, (9.1.11)

pri Cemu je matrica elasti¢nosti D simetri¢na matrica i u slucaju ravninskog naprezanja izotropne ploce
jednaka

E
D=

T 1—12

1 v
v 1 0 . (9.1.12)
0 0
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Vektor momenta savijanja u svakoj tocki teziSne ravnine jednak je rezultantnom vektoru naprezanja
po debljini ploc¢e na okomici na tezisnu ravninu plo¢e kroz promatranu tocku,

d

M= |my, :/z Oyy dZ:/ZO‘dZ. (9.1.13)

_d Try

_d
2

Uvrstavanjem odnosa naprezanja i deformacija, (9.1.11), i uvodenjem vektora deformacije savijanja,
(9.1.10), slijedi izraz za vektor momenta savijanja u tocki ploce,

613

M = / zDedz = Dk / (2%)dz = 5D =Dsk, (9.1.14)
-3 -3
. . B
pri ¢emu je Dy = 5D,
1 v O
Ed?

D, = 1 01, 9.1.15
i |4 L (91.15)

2

matrica elasticnosti savijanja tanke ploce. Koeficijent ispred matrice, D =

j Zovemo krutost plote
na savijanje.

Ed®
2(1—0?
9.1.4. Primjena principa virtualnog rada

Na izdvojenom elementu ploce (e), tlocrtne povrsine F(¢), debljine d(®), s definiranim évorovima
(zi,y:) (i = 1,2,3 za trokutni konacni element, i = 1,2, 3,4 za pravokutni konacni element), iz ravnoteze

elementa slijedi
/ delodV =
v

T
pri ¢emu je dw = [&u, 1) (?TZ)) , 0 (%—Z)} vektor virtualnih pomaka tocaka unutar izdvojenog elementa,

/ SwTs@dF© + 3 ow, "kl (9.1.16)

F(e)

ow; = [&wi, 1) (%)i’ 1) (%’)Z]T vektor virtualnih pomaka i-tog ¢vora, s(¢) = [q., m,, my]T vektor
zadanog optereéenja distribuiranog po elementu (npr. vlastita tezina ploce ili propisima definirano
povrsinsko opterecenje), a kge) = [K.i, My, My,i]T vektor zadanih koncentriranih sila i momenata
u ¢vorovima (x;,y;) elementa (e) (npr. propisima definirane koncentrirane sile ili sile od stupova oslon-

jenih na plocu). Rad virtualnih deformacija u ravnotezi izdvojenog elementa mozemo izraziti i preko
vektora virtualnih deformacija savijanja, 0k,

d
/66TadV:/(zémT) odV = /(MT /(20) dz| dF© = /(MTMdF(e). (9.1.17)
% %

Fe) d F(e)
Uvrstavanjem u princip virtualnog rada, (9.1.16), slijedi princip virtualnog rada u obliku,
/ 5kTMAF(©) = / JwTsdF© + 3 sw, Tkl (9.1.18)
F© F(e) ‘
9.2. Diskretizacija polja na konacnom elementu

9.2.1. Diskretizacija polja pomaka, deformacija i naprezanja

Ako konaéni element ima n évorova, tada vektor nepoznatih pomaka évorova tog elementa, w(€), ima
m = 3n, (w, wg,w, po cvoru) ili m = 4n (w, Wy, wy, wey po ¢voru) clanova,

w;
w(®) = [WEG)} ) wz(e) = |wy,| il Wge) = | Wi (9.2.1)
i=1 ’ Wy i
Wy,i
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Za polje pomaka w pretpostavimo linearnu kombinaciju pomaka ¢vorova elementa $to u matri¢cnom zapisu
daje
w=NEwe (9.2.2)

pri éemu je N(¢) vektor funkcija oblika,
N© = [y© NT(;)} ) (9.2.3)

Uvrstavanjem diskretizacije polja pomaka, (9.2.2), u odnos pomaka i deformacija slijedi diskretizacija
polja deformacija u matricnom zapisu

€© = BOwE (9.2.4)
pri éemu je matrica deformacije B(¢) definirana

892N (e
T2 5,7

B = | 22N | (9.2.5)

92N ()
Jxdy

Uvrstavanjem diskretiziranog polja deformacije u zakon ponasanja slijedi diskretizirani oblik polja naprezanja
o©) = DEBEWE) (9.2.6)
Diskretizirano polje deformacije savijanja mozemo izraziti

92N ()
T T ox2

k@)= | ~ZN2 (9.2.7)

52N (@)
—2 Oxdy

Uvrstavanjem diskretiziranog polja deformacije savijanja u izraz za moment, (9.1.14), slijedi diskretizirani
oblik polja momenata,

M) = DO @yl (9.2.8)

9.2.2. Diskretizacija jednadzbe ravnoteze

Definirana diskretizirana virtualna polja, dw, dk, i vektor zadanih sila u ¢vorovima k(¢

K Kz,i
sw = NOsw®, 5= k@ow, KO = [k ... k], k= M| k= |1 9.29)
M1 [ vt
v Mxy,i
mozemo uvrstiti u princip virtualnog rada, (9.1.16), nakon ¢ega slijedi
(dwlNT / (k) TMEAFE = (swl)T / (NE)Tglgpe Lk | (9.2.10)
Fe) (e)
Uvrstavanjem diskretiziranog polja momenata, (9.2.8), slijedi
/ (kENTDE WO GRE) = / (NN Tsle)qpe Lkl (9.2.11)

F(e) F(e)

odnosno u standardnom obliku
KEwe) =g (9.2.12)
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gdje je
q© — / (N T gp(©) 4 k(@) (9.2.13)
F(e)

elementarni vektor optereéenja u ¢vorovima elementa, a

K© _ / (1©)TDE) ) d () (9.2.14)

F(e)

elementarna matrica krutosti kona&nog elementa za plo¢e prema Kirchhoffovoj teoriji savijanja.

9.3. Pravokutni konacni elementi za ploce prema Kirchoffovoj teoriji savi-
janja
9.3.1. Izbor pravokutnih konaénih elemenata

Prema teoriji savijanja tankih plo¢a jasno slijedi neprekidnost derivacije progibne funkcije u oba
smjera (progibna funkcija je klase C*(Q). Logicno slijedi, kao i kod Bernoullijeve teorije savijanja greda,
da za nepoznanice u ¢vorovima konac¢nog elementa budu definirani progib w i derivacije progiba u oba
smjera, w, i w,. Uzimanjem u obzir tri nepoznanice po ¢voru slijedi 12 nepoznanica po kona¢nom
elementu. Posljedica je da aproksimacija progibne funkcije nije moguca potpunim polinomom (potpuni
polinom tre¢eg stupnja ima 10 ¢lanova, a potpuni polinom ¢etvrtog stupnja ima 15 ¢lanova), nego se
uzima potpuni polinom treéeg stupnja uz dodatna dva ¢lana iz polinoma ¢etvrtog stupnja (uobi¢ajeno
je uzeti z3y i xy?®). Takva aproksimacija u potpunosti osigurava neprekinutost progibne funkcije duz
stranica izmedu elemenata, ali ne osigurava neprekinutost derivacije progibne funkcije okomito na stranicu
elementa osim u évorovima. Posljedi¢no proizlazi da mjeSovita derivacija, w,, u ¢vorovima nije jednaka
kad proracunamo vrijednost u ¢voru za dva susjedna elementa. Takav kona¢ni element nije konforman,
ali je u potpunosti prihvatljiv za koristenje kod ploca koje mozemo podijeliti na pravokutne konacne
elemente.

Konformnost mozemo posti¢i uzimanjem mjesovite derivacije wy, u ¢vorovima kao dodatne nepoz-
nanice. Tada imamo 16 nepoznanica po kona¢nom elementu, a polinom aproksimacije progibne funkcije
bikubi¢ni je polinom, polinom jednak produktu kubi¢nih polinoma po x i po y. Derivacija progiba
okomito na stranicu konacnog elementa je tada kao kubi¢ni polinom jednozna¢no definirana sa Cetiri
parametra (derivacija i mjeSovita derivacija u oba ¢vora na stranici) ¢ime je osigurana neprekinutost
derivacije i mjesovite derivacije duz stranice. To vrijedi samo za pravokutne konac¢ne elemente. Kod
proizvoljnih ¢etverokuta neprekinutost mjeSovite derivacije nije osigurana ako se u ¢vorovima ne uzmu
i druge derivacije u oba smjera, wy, i wy, kao nepoznanice Sto znacajno povecava broj proracunskih
operacija.

9.3.2. Hermitski bikubiéni konaéni element - konformni pravokutni konaéni element sa 16
stupnjeva slobode

Hermitski bikubi¢ni kona¢ni element standardni je konformni pravokutni konaé¢ni element za rjesavanje
jednadzbe savijanja ploce (Slika 9.3.2). Vrijednost funkcije na pojedinom kona¢nom elementu, odredena je
sa 16 parametara. Progib ploce aproksimiran je produktom kubiénih polinoma po z i po y duz elementa,

w(z,y) = o1+ asx + azy + aux® + asry + agy® + ara® + agz®y + agry® + arey® 9315

+  an@dy + aa?y? + agzay® + aa2®y? + aas2?y? + aneady? (9:3.15)
Prikaz ¢lanova koji ulaze u sumaciju za hermitski bikubi¢ni konaé¢ni element mozemo prikazati i na
Pascalovom trokutu, (slika 9.3.1). Neprekidnost kuteva zaokreta i mjesovite derivacije duz stranice pra-
vokutnika izravna je posljedica kubi¢ne razdiobe zaokreta duz stranice. Jedinstvenost funkcije zaokreta i
mjesovite derivacije osigurana je zbog Cetiri uvjeta na stranici, zaokreti i mjesovite derivacije u ¢vorovima.

9.3.3. Diskretizacija polja pomaka hermitskog bikubi¢nog kona¢nog elementa

Promatramo pravokutni konacni element (e) = [0, L,] x [0, L, ]. Vrijednost funkecije u bilo kojoj tocki
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Slika 9.3.1: Prikaz sudjeluju¢ih polinoma na Pascalovom trokutu

Slika 9.3.2: Hermitski bikubi¢éni konac¢ni element

(x,y) elementa (e) interpolirana je linearnom kombinacijom progiba w®, derivacija po x, wg, derivacija

po y, wy i mjesovitim derivacijama, wg, u ¢vorovima elementa,

’UJ(ZE, y) = N(E)W(e) = N1<xay)wl + N2(£7y)w; + N3(xa y)w; + N4(xay)wlzy
+N5(;v,y)w<7 + Ng(l',y)’ngg + N7(;v,y)w§ + Ns(xﬂy)wgzy
+N9($,y)wk + NlO(wa y)w’; + ]\]'11(xay)’wlyC + NlQ(xvy)wlmcy
+N13($ay>wl + N14(I, y)wi" + N15(I7y)w§; + N16(z7y)w£cy .

(9.3.16)

Funkcije oblika N; mozemo definirati na jedinicnom kvadratu [0, 1] x [0, 1] u koordinatnom sustavu
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&n), 1 na proizvoljnom pravokutnom elementu [0, L] x [0, L,] u standardnom koordinatnom sustavu,

Ni(&m) = (263 =382 +1)(2n® — 3% + 1)
No(&,m) = (& =282 +92n* = 3n* + 1)

N3(&,m) = (263 =32 +1)(n° — 21* + 1)

Ny(&,m) = (£ =282+ (n* —2n* + 1)

N5(&,m) = (362 —26%)(2n® — 3n* +

Ne(&,m) = (€2 = €3)(2n° = 3> +1)

1)

Nz(&,m) = (362 = 26%)(n® — 21> + 1)

Ns(&,m) = (& = €)(n* — 20> +n)
No(&,m) = (362 —2€6%)(3n* — 21°)
Nio(&m) = (€ = €)(3n* — 20°)
Nui(&,m) = (382 = 26%)(n° — n?)

Ni2(&,n) = (53 - 52)(773 - 772)

Niz(&m) = (283 — 362 + 1)(3n? — 21°)

Nia(&,m) = (€3 — 2624 €)(3n* — 21%)

Nis(&,m) = (28 =382 +1)(n* —1?

Nig(&,m) = (&3 =282+ (0 —n?)

)

Nl(xay) -

(9.3.17)

Prijelaz s jedini¢nog kvadrata na pravokutni konaé¢ni element (e) ¢ije su stranice paralelne osima z i
y duljina L, i L,, ne predstavlja znacajan problem. Potrebno je jos temeljne interpolacijske funkcije uz
prve derivacije pomnoziti s pripadnim korakom mreze L, L, odnosno produktom koraka mreze u oba
smjera L, - L, kod mjeSovite derivacije, radi kompatibilnosti rjeSenja. Treba uociti da su nepoznanice
derivacije funkcije, a ne kutevi zaokreta kao kod savijanja grede, $to znac¢i da su pripadni interpolacijski

polinomi pomnozeni sa (—1).

Uvrstavanjem definirane razdiobe polja pomaka, (9.3.16), u diskretizirani oblik vektora deformacije
savijanja ploce, (9.2.7), slijedi operatorska matrica polja deformacije savijanja ploce, (dimenzije 3 x 16),

92N

() —

—92 9°N()

Ox2

92N e
—N

dy

oxdy

_ 9N, _9%Nis
Ox? Ox2
9*N, 9% Nig
— - ayQ - ayQ (9318)
992N, _99%Nig
28x8y 2 Oxdy
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9.3.4. Elementarna matrica krutosti hermitskog bikubié¢nog kona¢nog elementa

Elementarna matrica krutosti hermitskog bikubi¢nog konaénog elementa sa 16 stupnjeva slobode
slijedi iz jednadzbe (9.2.14)

© (N T () () 4 (e) Ed’ ()T

Fe)

Fe)
B Ed? / 9?N; WNf+ 0°N;\ [ 9*N;
To12(1—v?) 0x? 0x? 0y? oy?
F(e)

O?N; O*°N;  9°N; 9°N;
v oy? Ox? + or? Oy? +201-v)

16
mem}

(e)
Oxdy Oxdy dE

i,j=1

(9.3.19)

Prikazani karakteristi¢ni koeficijent podintegralne matrice krutosti, [kij]%g»:l, linearna je kombinacija
produkata drugih derivacija (po z, po y i mjesovitih drugih derivacija) funkcija oblika. Takve su pod-
integralne funkcije polinomi ¢ije ¢lanove najjednostavnije mozemo prikazati Pascalovim trokutom, (slika
9.3.3).

Slika 9.3.3: Prikaz sudjeluju¢ih polinoma u podintegralnim funkcijama [k;;]

16
4,j=1

Maksimalni stupanj polinoma podintegralne funkcije po nekoj od varijablli je 6 $to znaci da je za
egzaktnu integraciju dovoljno 4 x 4 = 16 tocaka integracije. Integracijom podintegralnih funkcija slijedi

elementarna matrica krutosti (simetri¢na, pozitivno definitna) hermitskog bikubi¢nog kona¢nog elementa
(pravokutnika dimenzija L, x L,) koju mozemo zapisati u obliku

3
Ko Pd 1 6

ki3S _, 9.3.20
120,—1ﬂ)175LxLy[ dlij=1 ( )




ki1 =kss = koo = k13,13
k22 = ke,6 = k10,10 = k14,14
k3,3 = k7,7 = k11,11 = k15,15

kaa = kg = k12,12 = k16,16

k15 = ko 13

ki,13 = ks,

k1,9 = ks,13
ki,2 = —kse = —ko,10 = k13,14
kis =ks7 = —ko11 = —ki3,15
k14 = —ksg = ko,12 = —k13,16
kos = —ke,7 = k10,11 = —k14,15
koa = keg = —k10,12 = —k14,16
k34 = —krs = —ki1,12 = k15,16
ki,6 = —ka5 = —ko,14 = k10,13
ki15 = ks11 = —kr9 = —ks,13
ki7=kss = —ko15 = —ki113
k1,14 = k213 = —ke,9 = —ks,10
ki10 = —ka,9 = —ks,14 = ke,13
k111 = —k3o = ks,15 = —k7,13
k18 = —ka5 = ko,16 = —k12,13
ki16 = —ks,12 = kg9 = —ka13
k1,12 = —ks,16 = ka,0 = —ks 13

k2,6 = k10,14
k3,15 = k711
k2,14 = ke,10
k3,7 = k11,15

ka7 = —kse6 = k10,15 = —k11,14
k2,15 = —ke,11 = —k3,14 = k7,10
k2,11 = k3,10 = —ke,15 = —kr,14

k2,10 = k6,14
k3,11 = k7,15

kag = ka6 = —k10,16 = —Fk12,14
k36 = ka5 = —k712 = —ks11
ka16 = —ka,14 = k6,12 = —ks 10
k3g = —ka7 = —k11,16 = k12,15
ka0 = —k2,12 = —ke,16 = ks, 14
kai1 = —kz 12 = k716 = —ks 15

kag = k12,16
ka6 = ks, 12

ka2 = ks, 16

780(a”® + %) + 504
(200 4 2606% + 56) L2
(208 + 2600 + 56) L3

272

(600 + 603% + 56) ==L

27002 — 78082 — 504
2708% — 780a? — 504
504 — 270(a? + ?)

(110a? + 3908° + 42 + 210v) L,
(1108° + 3900” + 42 + 210v) L,
(1100 + 1108% + 7 + 70v) == Ly

(11002 + 1108% + 7 4 420v)
(302 + 11082 + 14 4 T0v) X2 Ly

(308 + 11002 + 14 + 70v )—

(3908% — 6507 + 42) L,

(39002 — 6567 + 42) L,

(13502 — 1108? — 42 — 210v) L,
(13587 — 110a° — 42 — 210v) L,
(6502 + 13587 — 42) L,
(653% + 135a% — 42) L,
(1108% — 6502 + 7 + 35v) Lolu
(11002 — 6582 + 7 + 350) == Ly
(7 — 6502 — 6542) Lol

(130ﬁ2 — 1502 — 14)L2
(130a - 1552 14)L
(908 — 2002 — 56)L2
(90a® — 208 — 56) L2

(6502 — 11052 — 7 — 350) 2v
(110a” — 6542 + 7 + 35v) Lelu ol
(6502 + 65432 — 7)Felu

(1502 + 4532 4 14) L2
(1567 + 450° + 14) L3

1108% — 4502 — 7 — 35v) Zile
1100” — 450% = 7 - 350) ng
3002 — 6542 + 14) Laly
3082 — 6502 +14)T

Py

(4502 + 653° +7)L 2Ly

(4537 + 650° + 7)T

272
(308% — 450° — 14) 2272
(30c” — 453% — 14) =%
2 2
(7 — 4502 — 4552)%

LLy
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a ¢lanovi matrice, uz o = %:, 8= %, k; ; = k; i, prikazani su u jednadzbi (9.3.21).

(9.3.21)
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9.3.5. Uklapanje elementarnih matrica krutosti ploce uz hermitski bikubi¢ni konaé¢ni ele-
ment

Matrica krutosti ploce slijedi uklapanjem elementarnih matrica krutosti konacnih elemenata defini-
ranih podjelom ploce. Neka rjeSsavamo pravokutnu plocu tlocrtnih dimenzija L, x L, koju podijelimo
na ng x n, kona¢nih elemenata. To znaci da imamo (n, + 1) x (n, + 1) ¢vorova kona¢nih elemenata i
4(ny +1) X (ny + 1) nepoznanica. Uobicajeno je numerirati ¢vorove sustavno u smjeru koordinatnih osi.
Ako uzmeno da s numeriranjem ¢vorova i elemenata krenemo u smjeru osi  onda imamo n, + 1 redaka
s ng + 1 Evorova i n, redaka s n, elemenata, odnosno n, + 1 stupaca s n, + 1 ¢vorova i n, stupaca s n,
elemenata.

U prvom retku évorova ¢vorovi su oznaceni od 1 do n, + 1. U svakom sljedeé¢em retku na istom
stupcu slijedi évor oznacen za n, + 1 vise u odnosu na prethodni redak. Cvor u istom retku u sljede¢em
stupcu ima oznaku za jedan veéu u odnosu na prethodni stupac. Opéenito, ¢vor na presjeku i-tog stupca
i j-tog retka ¢vorova ima oznaku (j — 1)(n, + 1) +4,i =1,...,n, +1,5 = 1,...n, + 1. U prvom
retku elemenata elementi su oznaceni od 1 do n,, a u svakom sljede¢em retku element na istom stupcu
ima oznaku za n, veéu od elementa u prethodnom retku. Element u istom retku u sljede¢em stupcu
ima oznaku za jedan veéu u odnosu na prethodni stupac. Opéenito, element u i-tom stupcu i j-tom
retku ima oznaku (j —i)ng +4,i =1,...n,,5 = 1,...n,. Prema tako definiranom oznacavanju évorova
i elemenata ¢vorovi prethodno spomenutog elementa (i-ti stupac, j-ti redak) definirani su oznakama
G=—D(ne+1)+i,(j—D)(ne+1)+i+1,j(ny+1)+i+1, j(n,+1)+i. Hermitski bikubi¢ni konac¢ni element
ima 4 nepoznanice u svakom ¢voru $to znaci da ¢vor s oznakom s sadrzi nepoznanice 4s—3,4s—2,4s—1, 4s.

Ako pretpostavimo jednaku podjelu u oba smjera, n, = n, = n onda prethodno spomenuti element
ima oznaku (j — 1)n + 4, a ¢vorovi tog elementa su (j — 1)(n+1)+4¢,(j — D(n+ 1) +i+1,j(n+1) +
i1+ 1,j(n+ 1)+ i Takvom numeracijom mozemo odrediti potrebnu Sirinu matrice sustava za smanjenje
proracunske memorije i broja proracunskih operacija kod rjesavanja sustava jednadzbi. Prema takvom
sustavu mozemo uociti da donji lijevi ¢vor sadrzi nepoznanice 4[(j—1)(n+1)+14]—3,...4[(j—1)(n+1)+1],
a gornji desni ¢vor sadrzi nepoznanice 4[j(n+ 1) +i+ 1] —3,...4[j(n + 1) + ¢ + 1]. Iz toga jasno slijedi
da makismalna razlika u numeraciji nepoznanica unutar jednog konacénog elementa iznosi 4[j(n+1) +i+
1) —{4[(j = 1)(n+ 1) +1i] — 3} = 4n + 11. To znadi da je Sirina vrpce matrice sustava jednaka 8n + 23
(dijagonala i 4n + 11 paralela s dijagonalom sa svake strane. Uzimajuéi u obzir simetri¢nost matrice
sustava dovoljno je spremiti matricu dimenzije (4n + 12) x 4(n + 1)2.

9.3.6. Nekonformni pravokutni konaé¢ni element sa 12 stupnjeva slobode

Nekonformni pravokutni konaé¢ni element sa 12 stupnjeva najjednostavniji je pravokutni konacni ele-
ment za rjeSavanje jednadzbe savijanja tanke ploce. Vrijednost funkcije progiba na pojedinom kona¢nom
elementu, odredena je sa 12 parametara. Progib plo¢e na kona¢nom elementu aproksmuran je potpumm
kublcmm polinomom po z i po y uz dodatna dva ¢lana iz polinoma éetvrtog stupnja, =3y i xy°,

w(z,y) = a1+ ar+asy+ sz’ + asTy + a6y2 +arz + ozgaczy + Otgny + a1oy3 + Oéllivgy + Oé12$y3
Pa, (9.3.22)
- . . T . . ..
uz ¢ = [1 zy x? zy y? 23 22y xy? y> 23y azyd] ia= [al alg] . Prikaz ¢lanova koji ulaze u

sumaciju za taj konacni element mozemo prikazati i na Pascalovom trokutu, (slika 9.3.4). Neprekidnost

5 4 3,2 .23 4 5

x LYY 7Y ALY Y

Slika 9.3.4: Prikaz sudjeluju¢ih polinoma na Pascalovom trokutu

kuteva zaokreta i mjesovite derivacije duz stranice pravokutnika izravna je posljedica kubi¢ne razdiobe
zaokreta duz stranice. Jedinstvenost funkcije zaokreta i mjesovite derivacije osigurana je zbog cetiri
uvjeta na stranici, zaokreti i mjeSovite derivacije u ¢vorovima. Nedostatak ovog elementa je Sto to
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ne vrijedi kod proizvoljnih ¢etverokutnih elemenata nego isklju¢ivo kod pravokutnih elemenata. Kod
proizvoljnih ¢etverokutnih elemenata potrebno je jos u svakom ¢voru uzeti i druge derivacije u oba
smjera kao nepoznanice.

9.3.7. Diskretizacija polja pomaka nekonformnog pravokutnog kona¢nog elementa

Promatramo pravokutni konacni element (e) = [0, L,] x [0, L, ]. Vrijednost funkecije u bilo kojoj tocki

x

@ @
Y

O L ®

Slika 9.3.5: Nekonformni pravokutni kona¢ni element

(z,y) elementa (e) interpolirana je linearnom kombinacijom progiba w®, derivacija po z, w? i derivacijama
po y, wy u ¢vorovima elementa,

w(z,y) = NEwl) =N, (z,y)w‘i + No(z, y)w; + N3 (2, y)w,
+N7(z, y)w* + Ng(z,y)wk + ]\fg(:z:,y)w’yC o
+Nio(z,y)w! + Nig(x, y)wl, + ng(x,y)wé )

Za dobivanje funkcija oblika potrebno je provesti nekoliko algebarskih operacija. Vektor nepoznatih
pomaka i pripadnih derivacija u bilo kojoj tocki kona¢nog elementa mozemo prikazati u obliku

w 1 2y 22 zy o2 23 22y ay? P 2Py oz a1
wel =101 0 2z 3y 0 322 22y > 0 322y 93 L (9.3.24)
Wy 001 0 =« 2y O x?2 2xy 3y? 23 3axy? Q12

odnosno u matri¢nom zapisu w = Sa, pri ¢emu je w vektor nepoznatih pomaka i derivacija u tocki
konacnog elementa, S matrica baznih polinoma za pomake i derivacije, a a vektor nepoznatih koeficijenata
polinoma aproksimacije, (9.3.22). Vektor nepoznatih pomaka i derivacija, (9.3.24), mozemo izraziti za
vrijednosti pomaka i derivacija u ¢vorovima konacnog elementa

w9 =Ca, (9.3.25)
uz definiranu matricu C;, i =1,...,4,
Uow oy af wy yioxd o adye owyp o yp wdy wyd
Ci=|0 1 0 2 vy 0 32?2 2z5y; y? 0 32y, yP . (9.3.26)
0O 0 1 0 r;, 2y, O xf 22y, Syf xf Bxiy?

Uz definiranu matricu C = [Ci]?zl 1(9.2.1) slijedi
w(® = Ca. (9.3.27)
Vektor nepoznatih koeficjenata polinomijalne razdiobe sada slijedi iz odnosa
a=C'w® (9.3.28)
Progib u proizvoljnoj tocki konacnog elementa sada iznosi

w(z,y) = Pa=&C'w® = NOw() (9.3.29)
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gdje je N(¢©) = &C~! vektor funkcija oblika za nekomformni pravokutni konacni element sa 12 stupnjeva
slobode koje glase na jedini¢nom kvadratu ([0, 1] x [0, 1] u koordinatnom sustavu £n), i na proizvoljnom
pravokutnom elementu [0, L] x [0, L,] u standardnom koordinatnom sustavu,

Ni(&,m) =1 =362 —&n — 30 4 263 + 3% + 3&n* + 2n* — 283 — 26n°

No(&,m) =€ —28% —En+ &3 4+ 28%n—

Ns(&,m) =n—&n—2n* + 1+ 26n* — &

Ny(&,m) = 362 + &n — 26% — 3620 — 3En? + 2630 + 26n°

Ns(§,m) = =62+ & +&n — &

Ne(&,m) = &n — 260 + &P (9.3.30)
N7(&,m) = —&n + 3620 + 3¢6n* — 26302801 -
Ns(&,m) = =%+ &3

No(&,m) = —&n* + &

Nio(&,m) = &n+3n* — 20° — 3% — 3¢ + 26%n 4 26°

Nu(§m) =én—28n+&

Nio(&,m) = =0 + &0 + 0 — &P

i na proizvoljnom pravokutnom elementu [0, L;] x [0, L,] u standardnom koordinatnom sustavu,
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Prijelaz s jedini¢nog kvadrata na pravokutni kona¢ni element (e) ¢ije su stranice paralelne osima z i
y duljina L, i L,, ne predstavlja znacajan problem. Potrebno je jos temeljne interpolacijske funkcije uz
prve derivacije pomnoziti s pripadnim korakom mreze L., L, radi kompatibilnosti rjeSenja.

Uvrstavanjem definirane razdiobe polja pomaka, (9.3.23), u diskretizirani oblik vektora deformacije
savijanja ploce, (9.2.7), slijedi operatorska matrica polja deformacije savijanja ploce, (dimenzije 3 x 12),

_ 9N 92N, _9°Ni»
Ox2 Ox2 to Ox2
>N 92N N
= | —ER | = | = e (9.3.32)
92N 992N, _99%Ni»
—2 dx0y 2 oxdy 2 Oxdy
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9.3.8. Elementarna matrica krutosti nekonformnog pravokutnog kona¢nog elementa sa 12
stupnjeva slobode

Elementarna matrica krutosti nekonformnog pravokutnog kona¢nog elementa sa 12 stupnjeva slobode
slijedi iz jednadzbe (9.2.14)

12(1 — v2
F(e) F(e)

B Ed® / O°N;\ [ 9*N; N 9°N;\ [ 9°N;
To12(1 - v?) dx2 o2 Oy? Oy?
Fe)

9’N; 9*°N;  9°N; 9*N; O?N; O°N;
+ +2(1—v)
0y? 0Ox? ox? Oy? 0xdy 0xdy

KO _ /(n(e>)TDg%<e>dF<e>: Ed’ )/(K@)T[

ox R
(R AN
o
| E—
x
S
o
5|
S

12
] dFte .
ij=1

(9.3.33)

Prikazani karakteristi¢ni koeficijent podintegralne matrice krutosti, [kij]ilézl, linearna je kombinacija
produkata drugih derivacija (po z, po y i mjesovitih drugih derivacija) funkcija oblika. Takve su pod-
integralne funkcije polinomi ¢ije ¢lanove najjednostavnije mozemo prikazati Pascalovim trokutom, (slika
9.3.6).

Slika 9.3.6: Prikaz sudjeluju¢ih polinoma u podintegralnim funkcijama [kij]zl?j:1

Maksimalni stupanj polinoma podintegralne funkcije po nekoj od varijablli je 4 sto znaci da je za
egzaktnu integraciju dovoljno 3 x 3 = 9 tocaka integracije. Integracijom podintegralnih funkcija sli-
jedi elementarna matrica krutosti (simetri¢na, pozitivno definitna) nekonformnog pravokutnog konacénog
elementa sa 12 stupnjeva slobode (pravokutnika dimenzija L, x L,) koju mozemo zapisati u obliku

Ed? 1 12

K© = ki 12
12(1 — v2?) 3OL3,Ly[ alig=1

(9.3.34)
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a ¢lanovi matrice, uz o = %Z’ b= %’ k; ; = k;.;, prikazani su u jednadzbi (9.3.35).
ki1 = kas = kr7= ko0 = 12002 + 12042 + 84 — 24v
k272 = ]ﬂ575 = ]ﬂgyg = k11111 = (40ﬂ2 + 8 — SV)Li
]{373 = k6,6 = ]C979 = ]{312’12 = (40&2 + 8 — SV)LZ
kio=—kas=—krs=kionn = (608%+6+24v)L,
ki3 =kas=—kro=—kioi2 = (60a®+6+24v)L,
ko3 = —kse =kgo=—ki112 = 30L.L,v
ko = koo = k12 =0
k35 = k3 g = k311 =0
k59 = ks 12 = ko.11 = 0
keg = ke,11 = ks 12 =0

k1,4 = k710 = 60a® — 12052 — 84 + 24v
k1,10 = kaz = 6062 —120a? — 84 + 24v
k17 = ka0 = 84600 — 603> — 120 (9.3.35)
kis=—koa=—kr11 =ksio = (608%+6—6v)L,

]ﬂ1712 = k4_’9 = —k677 = —kg’lo = (600[2 + 6 — 6V)Ly

k16 =ksa=—kri2=—ko1o = (300®—6—24v)L,

k‘1711 = k‘g)lo = —k5)7 = —k4,8 = (3052 —6— 241/)[@

kig = —kar=—ks11 =ks10 = (308° —6+06v)L,

k19 = —ks7=kii1o=—ke1o = (300> —6+6v)L,

ka5 = ks 11 = (208* —2+2v)L2

k312 = ke,9 = (20a% -2+ 2v)L2

kag = ks 11 = (1082 +2— 2V)L§_

k39 = ke, 12 = (10a? -2 +2v)L?

ka1 =kss = (208% -8+ 8V)L§j

k3.6 = kg 12 = (20a% -8+ 8V)L§

9.3.9. Uklapanje elementarnih matrica krutosti ploce uz pravokutni konaéni element sa 12
stupnjeva slobode

Matrica krutosti ploce slijedi uklapanjem elementarnih matrica krutosti konacnih elemenata defini-
ranih podjelom ploce. Neka rjesavamo pravokutnu ploc¢u tlocrtnih dimenzija L, x L, koju podijelimo na
n X n kona¢nih elemenata. To znaéi da imamo (n + 1) X (n + 1) évorova konaénih elemenata i 4(n + 1)
nepoznanica.

Numeracijom ¢vorova u smjeru koordinatnih osi slijedi da element u i-tom stupcu i j-tom retku ima
oznaku (j —i)n + 1. Cvorovi tog elementa definirani su oznakama (j —1)(n+1) +4,(j — 1)(n +1) +i +
1L,j(n+1)+i+1,5(n+ 1) +i. Ovaj konacni element ima 3 nepoznanice u svakom ¢évoru $to znaéi da
¢vor s oznakom s sadrzi nepoznanic 3s — 2,3s — 1, 3s.

Prema takvom sustavu mozemo uo€iti da gornji lijevi ¢vor sadrzi nepoznanice 3[(j — 1)(n+ 1) + 4] +
1,...3[(j—1)(n+1)+i]+3, a donji desni évor sadrzi nepoznanice 3[j(n+1)+i+1]+1, ... 3[j(n+1)+i+1]+3.
Iz toga jasno slijedi da makismalna razlika u numeraciji nepoznanica unutar jednog konacnog elementa
iznosi 3[j(n+1)+i+1)+3—={3[(j —1)(n+1)+1i]+ 1} = 3n+8. Uzimajuéi u obzir simetri¢nost matrice
sustava dovoljno je spremiti matricu dimenzije (3n +9) x 3(n + 1)%.

9.4. Osnovni nekomforni trokutni konac¢ni element
9.4.1. Trokutni konaéni element sa 9 stupnjeva slobode

Trokutni kona¢ni element sa 9 stupnjeva slobode je nekonformni element za rjesavanje jednadzbe
ploce. Vrijednost funkcije na pojedinom kona¢nom elementu odredena je sa 9 parametara.
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Slika 9.4.7: Trokutni konac¢ni element

9.4.2. Diskretizacija polja pomaka trokutnog konac¢nog elementa

Vrijednost funkcije progiba u bilo kojoj tocki trokutnog konacnog elementa interpolirana je linearnom
kombinacijom vrijednosti funkcije progiba, w?, w’, w¥, derivacije po x, wi,wl,w” i derivacije po v,

wé, wi, w’; , u ¢vorovima, vrhovima trokuta
w(z,y) = NOwE = Nw' + Now? + Nzw,,
+  Nyw’ + Nsw), + New (9.4.36)
+ N7U}k + Nswl; + Nnglj .

Interpolacijske funkcije u povrsinskom koordinatnom sustavu glase

Ny =L3(3—2Ly)+2L1LsLs, Ny=L}Lo+ 1L LyLs, N3 = L3L3+ $L1LoLs
Ny = L3(3—2Ly) +2L1LsLsy, Ns=L3(Ly—1)—LiLoLy, Ng=L3L3+ 3L1L>Ls,
N7 =L3(3—2L3)+2L1LsLs, Ng=LyL3+ 1L LyLs, Ny = L%(Ls — 1) — L1LyL3 .

(9.4.37)
Kod raspisivanja u Kartezijevom koordinatnom sustavu, zbog jednostavnije provedbe postupka, inter-

polacijske funkcije definiramo u sustavu &7 na ”jedini¢nom” trokutu (pravokutni trokut s jediniénim
katetama). Interpolacijske funkcije na takvom trokutu glase

Ny =1—36% —4€n — 3% + 263 + 420 + 46n* + 213 |

No=¢§—26% = 3¢n+ &+ 3+ 36n%

N3 =n—3¢tn—202 + 30+ 36 + 0,

Ny = 362 + 260 — 26% — 2620 — 260 |

Ns ==& —&n+ 8 +En+&n, (9.4.38)
Ne = 5&n+ 5820 — 5607,

N7 =260+ 30 — 2620 — 26n* — 21)°

Ng = $&n— 580+ 3602,

No=—En—n*+&n+&n° +1°.

Uvrstavanjem definirane razdiobe polja pomaka, (9.4.36), u diskretizirani oblik vektora deformacije
savijanja ploce, (9.2.7), slijedi operatorska matrica polja deformacije savijanja ploce, (dimenzije 3 x 9),

_ 92N 92N, _ 9%Ng
Ox2 Ox? te Ox2
92N () 9*N 92N,
KO = |-SN2 | = | S B (9.4.39)
92N _99°N, _99°Ng
Oxdy 0xdy e Oxdy

9.4.3. Elementarna matrica krutosti nekonformnog trokutnog kona¢nog elementa sa 9
stupnjeva slobode

Kod drugog pristupa promatramo pripadni raspisani integral

I'= // (W2, + 20Wapwy, + wzy +2(1— V)wzy]dxdy.
(e)
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Kako je jedini¢ni trokutni element definiran u koordinatnom sustavu (£, n) potrebno je raspisati ovisnost
drugih parcijalnih derivacija u pojedinim koordinatnim sustavima koje tada glase

Wex = wff&i + 211151759;% + wnnnia

Wey = Weebaby + Wey(Eatly + EyMz) + WynNatly,
2 2

Wyy = Weely + 2Wen&yny + W1y,

Uvrstavanjem ovih derivacija i pojednostavljenjem slijedi
I = / (w2, + 20w, wy, + wzy +2(1 - V)wgydxdy
(e)
= /( )[alwgg + A2WeeWey + A3WeeWny + a4w§17 + aswen Wy, + aﬁwin]dﬁdn,
e

gdje su koeficijenti a; jednaki

a = (&+&)%

ay = A(&ne +Emy) (& + 52)

ag = 2[(Eana + Eyny)? + v(Eany — Eyna)?]T

ag = [4&ne +E&my)® +2(1 = v)(Eany — Eyna)?]T
as = A&+ gyny)( + Uy)

ag = () +m)%.

Ako  wuvrstimo  izraze za  parcijalne  derivacije = &;,&y,7M.,my 1 uvedemo  oznake
Tij =T — Tj,Yi; = yi — Y; slijedi

ar = (25 +95)%/]°

ay = —4(waw3 + y21y31)(a:§1 + y%l)/J3

as = 2[(@anx31 +y2ys1) +vJ?/ T

as = [Azarz31 4 y21ys1)® +2(1 —v)J?)/J°
as = —d(z21x31 + Y2rys1) (23, +y3,)/J?

ag = (a5 +y5)?/ T

Uocljivo je da se u svim koeficijentima javljaju samo 3 razlicita izraza u zagradama, ¢ime je ubrzan i
pojednostavljen prora¢un koeficijenata. Pogotovo je proracun pojednostavljen ako je mreza konacnih
elemenata takva da su elementi pravokutni trokuti ¢ije su stranice duljine a i b paralelne osima z i y.

Tada su koeficijenti jednaki

b 0 2v
—, a2 = U, a3 = —,
a3’ "’ 27 ab

2(1-v) a
T, a5:O, O/G:bfg.
Elementarnu matricu krutosti tako mozemo dobiti kao linearnu kombinaciju 6 osnovnih matrica, koje je
tijekom proracuna dovoljno jednom izracunati. Elementi osnovnih matrica su racionalni brojevi tako da
se matrica moze zapisati kao matrica s cjelobrojnim elementima i zajednickim nazivnikom.

a1 =

ay —

9.5. Primjeri

Primjer 9.5.1. Zadana je slobodno oslonjena kvadratna plo¢a (L, = L, = L), debljine d, s pripadnim
modulom elasticnosti E i Poissonovim koeficijentom jednakim nuli, v = 0. Ploca je optereéena kon-
centriranom silom K w sredini ploce. Potrebno je odrediti progib i moment u sredini ploce. Analiticka
vrijednost progiba u sredini ploce iznosi w = 0.0116004%.

Prvo rjesenje odredit ¢emo hermitskim bikubiénim kona¢nim elementom sa 16 stupnjeva slobode.
Ploc¢u mozemo podijeliti na cetiri jednaka kona¢na elementa, a zbog simetrije mozemo promatrati samo
cetvrtinu ploce odnosno jedan konac¢ni element. Uz rubne uvjete, progib toc¢aka na slobodno oslonjenog
ruba jednak je nuli i derivacija u smjeru slobodno oslonjenog ruba jednaka je nuli, u osi simetrije defini-
ramo i pripadne uvjete simetrije, w,, = 0, mjeSovita derivacija jednaka je nuli i w; = 0, derivacija
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K| .

Slika 9.5.1.1: Slobodno oslonjena kvadratna ploca

® ®

O ©)

Slika 9.5.1.2: Cetvrtina ploce, jedan konacéni element

okomito na rub jednaka je nuli. To znaci da kad promatramo cetvrtinu ploce kao jedan konacni element
umjesto 16 nepoznanica imamo samo 4 nepoznanice. Sve ostale veli¢ine jednake su nuli,

1_.o1_ .1 _,2_ 2 _ .2 _ 2_ 3 _ 3 3 _ 4_ 4_ 4 _
W= w, =w, =W = w, =Wy, = w, = w' =W, =Wy, = W, =w, =w,, =0, (9.5.1.1)

a nepoznanice su mjeSovita derivacija w;y, kutevi zaokreta wz i w? te progib w*. U potpoglavlju 9.3.4.

definirana je matrica krutosti hermitskog bikubitnog konaénog elementa sa 16 stupnjeva slobode. Uz
definirane uvjete simetrije, uzimanjem u obzir Cetvrtine ploce, Lgf) = Lg(f) = %, i zadanih fizikalnih i

geometrijskih karaketristika, D = El—gg, sustav jednadzbi glasi
r44L> L L 1237 [0 7] ro
1575 50 50 —350 | |Way 0
L 48 123 734 2
50 25 —350 10| | Y 0
D = . (9.5.1.2)
L 123 48 734 3
50 T 350 25 T I75L Wz 0
123 734 _ 734 8256 w? K
L™ 350 175L 175 17524 LT L4
Rjesenjem sustava slijedi progib u sredini zadane ploce,
KIL?
w = 0.0110779 o (9.5.1.3)
Podjelom ¢etvrtine ploce na éetiri konacna elementa, L\ = Lée) = L progib u sredini ploce iznosi
KIL?
w = 0.0114714 o (9.5.1.4)
Podjelom cetvrtine ploce na Sesnaest konacnih elemenata, L§f) = L§f’ = %, progib u sredini ploce iznosi
KI?
w = 0.0115687 D (9.5.1.5)

Dobivene numericke rezultate mozemo iskazati u tablicno uz prikaz pripadnog odstupanja od analitickog
rjesenja, (Tablica 9.5.1.2 ).



9. KONACNI ELEMENTI ZA PLOCE (KIRCHHOFFOVA TEORIJA SAVIJANJA) 151

Tablica 9.5.1.2: Progib u sredini ploce

w(L/2,L]2)

L) K

err. %

D
L/2 [ 0.0110779 | 4.504
L/4 | 00114714 | 1.112
L/8 | 0.0115687 | 0.273

Ako zadatak rjesavamo pravokutnim kona¢nim elementom sa 12 stupnjeva slobode i promatramo samo
cetvrtinu ploce odnosno jedan konac¢ni element. U osi simetrije definiramo pripadne uvjete simetrije za
ovaj konac¢ni element, derivacija okomito na rub jednaka je nuli, w; = 0,. To znac¢i da kad promatramo
cetvrtinu plocu kao jedan konac¢ni element umjesto 12 nepoznanica imamo samo 3 nepoznanice. Sve
ostale veli¢ine jednake su nuli,

1

w'=wl=wl =w=w=w=w=wl=w!=0, (9.5.1.6)

1
T Y Yy Y
a nepoznanice su kutevi zaokreta wg i w? te progib w*. U potpoglavlju 9.3.6. definirana je matrica krutosti

pravokutnog kona¢nog elementa sa 12 stupnjeva slobode. Uz definirane uvjete simetrije, uzimanjem u
L Ed®

obzir éetvrtine ploce, L) = L?(f) = %, i zadanih fizikalnih i geometrijskih karaketristika, D = £5-, sustav
jednadzbi glasi
8 22 2
5 0 5| |wy 0
D| 0 8 2l |w =10 (9.5.1.7)
22 22 216 4 K
5L 50 502 ] LW T
RjeSenjem sustava slijedi progib u sredini zadane ploce,
KIL?
w = 0.0131579 o (9.5.1.8)

Primjer 9.5.2. Zadana je slobodno oslonjena kvadratna ploca (Ly = L, = L), debljine d, s pripadnim
modulom elasticnosti E i Poissonovim koeficijentom jednakim nuli, v = 0. Ploca je opterecena jednolikim
kontinuiranim optereéenjem q. Potrebno je odrediti progib i moment u sredini ploce. Analiticka vrijednost
progiba u sredint ploce iznosi w = 0.00406235%,

Ploca je jednaka kao u prethodnom primjeru. Razlika je jedino u zadanom optereéenju. Uz istu
podjelu, simetrija, jedan kona¢ni hermitski bikubi¢ni konaéni element sa 16 stupnjeva slobode, matrica
sustava je jednaka jer ne ovisi o promjeni optere¢enja. Vektor optere¢enja dobijemo kako je definirana u
potpoglavlju 9.3.4., pa slijedi sustav jednadzbi glasi

4412 L L 1237 Tl T Lt
1575 50 50 350 zy 2304
L 48 123 734 w2 L
50 25 350 175L y 192

D =q . (9.5.2.1)

L _ 123 48 _ 734 w3 L®
50 350 25 1751 @ 192

123 734 734 8256 w 12

L™ 350 175L 175 1tsLz 4 L L 75 |

Rjesenjem sustava slijedi progib u sredini zadane ploce,
L4
w = 0.0041227% . (9.5.2.2)

Podjelom cetvrtine plo¢e na cetiri konacna elementa, Lg,f) = Lg(,e) = %, progib u sredini ploce iznosi

qL*
w = 0.00406533" . (9.5.2.3)
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Podjelom cetvrtine ploce na Sesnaest konacnih elemenata, Lge) = L?E,e) = é, progib u sredini ploce iznosi
L4
W= 0.00406253% . (9.5.2.4)

Dobivene numericke rezultate mozemo iskazati u tabli¢no uz prikaz pripadnog odstupanja od analitickog
rjesenja, (Tablica 9.5.2.0 ).

Tablica 9.5.2.0: Progib u sredini ploce

w(L/2,L]2)

L7 err. %

L

D
L/2 | 0.00412270 1.486
L/4 | 0.00406533 0.073
L/8 | 0.00406253 0.004

Ako zadatak rjesavamo pravokutnim konacnim elementom sa 12 stupnjeva slobode i promatramo
samo ¢etvrtinu ploc¢e odnosno jedan konaé¢ni element, sustav jednadzbi glasi

L3

s 0 =] [w 162

3
D| 0 g B2 vl =q|L - (9.5.2.5)

22 22 216 4
“s5L 5L 5.2l LW L
Rjesenjem sustava slijedi progib u sredini zadane ploce,
qL*

w = 0.004797157 . (9.5.2.6)

Primjer 9.5.3. Zadana je upeta kvadratna ploéa (L, = L, = L), debljine d, s pripadnim modulom
elasticnosti E i Poissonovim koeficijentom jednakim nuli, v = 0. Ploca je opterecena koncentriranom
silom K wu sredini ploce. Potrebno je odrediti progib i moment u sredini ploce. Analiticka vrijednost
progiba u sredini ploce iznosi w = 0.005096%L2.

+—t
L

——>

Slika 9.5.3.1: Upeta kvadratna ploca

Prvo rjesenje odredit ¢emo hermitskim bikubié¢nim konacnim elementom sa 16 stupnjeva slobode.
Plo¢u mozemo podijeliti na ¢etiri jednaka kona¢na elementa, a zbog simetrije mozemo promatrati samo
cetvrtinu ploce odnosno jedan konacni element. Uz rubne uvjete, progib to¢aka na upetom rubu jednak
je nuli, derivacija u smjeru okomito na upeti rub jednaka je nuli i derivacija u smjeru upetog ruba jednaka
je nuli, u osi simetrije definiramo i pripadne uvjete simetrije, ws, = 0, mjeSovita derivacija jednaka je
nuli i w,; = 0, derivacija okomito na rub jednaka je nuli. To znaci da kad promatramo cetvrtinu ploce kao
jedan konacni element umjesto 16 nepoznanica imamo samo 2 nepoznanice. Sve ostale veli¢ine jednake
su nuli,

t_,o1_.1_,2_,2_ 2 _ .2 _ .2 _ 3 _ 3 3 3 _ 4_  A_ 4 _
W =W, = w, =W =W, =W, =W, =W, =W =W, =w, =W, =w, =w, =w,, =0, (9.5.3.1)
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a nepoznanice su mjesovita derivacija w}cy i progib w*. U potpoglavlju 9.3.4. definirana je matrica kru-
tosti hermitskog bikubi¢nog kona¢nog elementa sa 16 stupnjeva slobode. Uz definirane uvjete simetrije,

uzimanjem u obzir ¢etvrtine ploce, Lgf) = Lz(f) = %, i zadanih fizikalnih i geometrijskih karaketristika,
D= El—‘;s, sustav jednadzbi glasi
4412 123 1
1575 350 Way 0
D = . (9.5.3.2)
123 8256 wt K
350 175L7 1
Rjesenjem sustava slijedi progib u sredini zadane ploce,
KIL?
w = 0.00584709 o) (9.5.3.3)
Podjelom cetvrtine ploce na cetiri konacna elementa, L;(f) = Lg(f) = %, progib u sredini ploce iznosi
KIL?
w = 0.00562234 D (9.5.3.4)

Podjelom cetvrtine ploce na Sesnaest konacnih elemenata, Lgf) = Lgf) = %, progib u sredini ploce iznosi

KL?

w = 0.00559736 D

(9.5.3.5)

Ako zadatak rjesavamo pravokutnim konaénim elementom sa 12 stupnjeva slobode i promatramo samo
cetvrtinu ploce odnosno jedan konaé¢ni element. U osi simetrije definiramo pripadne uvjete simetrije za
ovaj kona¢ni element, derivacija okomito na rub jednaka je nuli, w; = 0,. To znaé¢i da kad promatramo
cetvrtinu plocu kao jedan konacni element umjesto 12 nepoznanica imamo samo 1 nepoznanicu. Sve
ostale veli¢ine jednake su nuli,

wl:wi:w;:w2:wi:wizw?’:wg:wzzwi:wizo, (9.5.3.6)
a nepoznanice je jedino progib w?*. U potpoglavlju 9.3.6. definirana je matrica krutosti pravokutnog

kona¢nog elementa sa 12 stupnjeva slobode. Uz definirane uvjete simetrije, uzimanjem u obzir ¢etvrtine
Ed?

ploce, Lgf) = L?(f) = %, i zadanih fizikalnih i geometrijskih karaketristika, D = 55,

jednadzba glasi
D[] [w'] = [5] - (9.5.3.7)

RjeSenjem sustava slijedi progib u sredini zadane ploce,

2

w = 0.0057877KDL (9.5.3.8)
Primjer 9.5.4. Zadana je upeta kvadratna ploéa (L, = L, = L), debljine d, s pripadnim modulom
elasticnosti E i Poissonovim koeficijentom jednakim nuli, v = 0. Ploca je opterecena jednolikim kon-
tinuiranim opterecenjem q. Potrebno je odrediti progib i moment u sredini ploce. Analiticka vrijednost
progiba u sredini ploce iznosi w = 0.00126532%.

Ploca je jednaka kao u prethodnom primjeru. Razlika je jedino u zadanom optereéenju. Uz istu
podjelu, simetrija, jedan kona¢ni hermitski bikubi¢ni konaéni element sa 16 stupnjeva slobode, matrica
sustava je jednaka jer ne ovisi o promjeni optere¢enja. Vektor optere¢enja dobijemo kako je definirana u
potpoglavlju 9.3.4., pa slijedi sustav jednadzbi glasi

1 L*
frac44L*1575 —123 Way 2304
D =q : (9.5.4.1)
123 8256 w L
—35 16

350 17512
Rjesenjem sustava slijedi progib u sredini zadane ploce,

L4
W= 0.00158947% . (9.5.4.2)
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Podjelom cetvrtine ploce na cetiri konacna elementa, Lgf) = Lée) = %, progib u sredini ploce iznosi

L4
w = 0.0013218% . (9.5.4.3)

Podjelom cetvrtine ploce na Sesnaest konaénih elemenata, L' = Lée) = L, progib u sredini ploce iznosi

qL*
w = 0.004062537 5~ . (9.5.4.4)

Dobivene numericke rezultate mozemo iskazati u tabli¢no uz prikaz pripadnog odstupanja od analitickog
rjesenja, (Tablica 9.5.4.0 ).

Tablica 9.5.4.0: Progib u sredini ploce

7@ W err. %

D
L/2 | 0.00158947 25.62
L/4 | 0.00132180 4.464
L/8 | 0.00127221 0.545

Ako zadatak rjesavamo pravokutnim kona¢nim elementom sa 12 stupnjeva slobode i promatramo
samo cetvrtinu plo¢e odnosno jedan konacni element, jednadzba glasi

D3] [w'] = [%] - (9.5.4.5)

Rjesenjem sustava slijedi progib u sredini zadane ploce,

L4
w = 0.00144626% . (9.5.4.6)
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10. Gredni kona¢ni element prema Teoriji elasti¢nosti II. reda

10.1. Osnovne jednadzbe savijanja grede prema Teoriji elasticnosti II. reda

Pretpostavljamo da je krutost grede na savijanje konstantna po cijeloj duljini grede, EI = const. i
da je horizontalna sila u gredi konstantna H = const. Diferencijalna jednadzba savijanja grede prema

Teoriji elasti¢nosti II. reda glasi

H ., q

— = —=. 10.1.1

BV T EI (10.1.1)
Rjesenje diferencijalne jednadzbe (10.1.1) ovisi o predznaku horizontalne sile H, (tlak ili vlak). Uz

definiranu uzduznu karakteristiku grede h, (3.7.14), jednadzba glasi

mnr

H <0 H>0

2
' q AL q
YT RY T ED

h2
w" + o

T’ = o (10.1.2)

Slaba formulacija rubne zadace poprecno opterec¢ene grede prema Teoriji elasti¢nosti II. reda, uz zadane
rubne uvjete, glasi

L L L
R(w,v) :/Elw"-v”dx—i—/Hw’-v’dx—/q-vdxzo. (10.1.3)
0 0 0

10.2. Matrica krutosti tlacnog grednog konac¢nog elementa prema Teoriji
elasticnosti II. reda

10.2.1. Aproksimacija polja pomaka i deformacija

Diferencijalnu jednadzbu veze pomaka i opterecenja, (3.7.13), za tlaé¢nu gredu, uz definiranu uzduznu
karakteristiku grede (3.7.14), mozemo zapisati u obliku, (10.1.2),

w4 iw,, q

' = o7 (10.2.1)

Promatramo gredu, konacni element (e), duljine L(®) i krutosti na savijanje EFI(®), optereé¢enu uzduznom
tlacnom silom H(®), (Slika 10.2.1). Pripadna uzduzna karakteristika konacnog elementa iznosi h(®).

O EI©® (O

—> -

H() 7 )

+t—>

Slika 10.2.1: Tla¢no optereéeni konaéni element duljine L(¢)

Diferencijalna jednadzba na promatranom izdvojenom konac¢nom elelemtu glasi

h(e)? q
" "o_
W+ o = e (10.2.2)
RjeSenje pripadne homogene diferencijalne jednadzbe glasi
_ heg h(€) g
w(x) = c1 + 2w +c3 sin —y +cy c08 —rgy - (10.2.3)

Aproksimacija kona¢nim elementima znaci da trazimo priblizno rjesenje w(z) koje zadovoljava rubne
uvjete i princip virtualnog rada. Izmedu svih takvih polja popre¢nih pomaka pretpostavimo polje pomaka
prema jednadzbi (10.2.3). Takvu aproksimaciju mozemo prikazati i u obliku

w(z) = N (@)wi” + Ny (@)ws” + ...+ N (@)w® = 3 N (@)w (10.2.4)
i=1
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gdje su N, (e)( ) interpolacijske funkcije definirane na kona¢nom elementu (e), w ( ) nepoznati pomaci
(popreéni pomaci ili zaokreti) ¢vorova ili aproksimacije tih pomaka. Takvom aprok&macuom slijede
razdiobe progibne funkcije, funkcije kuta zaokreta i funkcije deformacije savijanja u obliku,

(e) e e e
w(a:): Nl ’LU1+N2( )()O1—|—N:§ )’LU2—|—N£ )@27
(e) (e) (e) (e)
_ dw(z) _ dN dN. dN. dN,
plr)=-"5H = ——fw — 21 — w2 — —gi-¥2, (10.2.5)
_ dPw(z) d’ N d>N§®) a2 N§® da’N{®
/f(f) =T TqeE T T T qeE Wi g Pl T g W2 T g P2

10.2.2. Ravnoteza izdvojenog elementa

Promatramo izdvojeni tlaéni konacéni gredni element (e) = [0, L(®)], duljine L(¢). Iz ravnoteze elementa

®

% RMlk EI o H
(e) -M/rmx Vi

Slika 10.2.2: Izdvojeni tlacni konacni element

nnakon deformacije slijede diferencijalni odnosi

Viz) = —q(z), (10.2.6)
M'(x) = V(z)— Huw' (z). (10.2.7)
Iz ravnoteze elementa slijedi
L
/65(6) ©qVds = / sw®qda + (6w(e K 466! S)M@)) . (10.2.8)
1=1,2
Uvrstavanjem izraza za virtualnu deformaciju, év(e) = ul©) — zdw( , i naprezanje, 0(®) = Fel®) | uz
definirani izraz za moment savijanja grede, M(®) = (EI)(P)w(e) , 1 virtualnu deformaciju savijanja

grede, §k(¢) = —6w(e)//, slijedi prema jednadzbi (5.2.2),

L
/ 5@ a©dvds = / (6w(c)”(EI)(e)w(‘3)H +5w(e)/H(e)w(e)/) de . (10.2.9)
0

Supstitucijom tla¢ne sile H(®) uzduznom karakteristikom h(¢) jednadzba glasi

L 9
(@)
/ 5@ dvds = / <6w(e)”(EI)(e)w(e)H - 6w(e)/(EI)(e)Z()2w(e)/> de . (10.2.10)
0

Uz ovu supstituciju princip virtualnih pomaka na konac¢nom elementu (e) glasi

A e
(e
/ <6w(e)”(EI)(e)w(€)” _ 5w(e)/(EI)<e)]£( )2 (e) ) dr = / Sw e)q(e)dw + § <5w(€)K(€) 46 (e)M(e)) )

0 i=1,2

(10.2.11)

Uz pretpostavke razdiobe za virtualno polje pomaka, (5.2.4), sukladno raspisivanju jednadzbi za gredni
konacni element, potpoglavlje 5.2.1.; slijedi jednadzba sustava u standardnom obliku

K©w© = @ 4k | (10.2.12)
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gdje je w(®) elementarni vektor nepoznatih pomaka (popre¢nih pomaka i kuteva zaokreta ¢vorova konacnog
elementa (e)), q() elementarni vektor optere¢enja elementa (e) i k() vektor zadanih koncentriranih sila
i koncentriranih momenata savijanja u ¢vorovima elementa (e). Elementarna matrica krutosti grednog
konacnog elementa prema Teoriji elasti¢nosti II. reda glasi

K@ — [Kij]i,j:1,2,3,4 ) (10.2.13)
pri cemu je
e
EN©O BN pe? gN© N
K;: = E)© i J i J_ | dx . 10.2.14
J /( ) l dz?  da? Le? dr dx . ( )

0

10.2.3. Elementarna matrica krutosti grednog konaé¢nog elementa prema Teoriji elasticnosti
II. reda

Gredni konaé¢ni element (e) duljine L(®) konaéni je element koji ima Getiri stupnja slobode, popreéne
pomake (progibe) i kuteve zaokreta oba krajnja ¢vora elementa. Lokalni koordinatni sustav postavljamo
tako da je ishodiste u poc¢etnom évoru kona¢nog elementa z; = 0, 2o = L(¢), a lokalna je koordinatna os
2 usmjerena u smjeru tezisne osi elementa. Lokalna popreéna os z zajedno s lokalnom osi y (usmjerenom
od ravnine promatranja prema nama) predstavlja desni koordinatni sustav. Zbog djelovanja konstantne
uzduzne tlacne sile H(®) u elementu definramo pripadno uzduznu karakteristriku promatranog elementa

H?
R = [ 10.2.15

Za funkciju pomaka to¢aka unutar elementa pretpostavljamo razdiobu

C1
. h(e)x h(e)[L‘ e e C
w(zx) = 1 + cox + c3sin TE + ¢4 cos T = {1 x  sin hL(()f” cos ”L(()f} cj =dc, (10.2.16)
c4
— _dw(@)
a za kut zaokreta, p(r) = —=3,
() = N h(e) he) g G A OFY
plr) = Co 03—L(e) cos e 04—L(e) sin IO
o
= [1 z sinh2C cos h(%} 2@ = &¢ (10.2.17)
L(e) L(e) C4L(c) . L.
(©
_63%

Koeficijente linearne kombinacije odredimo iz vrijednosti pomaka i zaokreta u ¢vorovima konac¢nog ele-
menta (w(0) = wy, w(L®) = wa, p(0) = @1, (L)) = py). Uvrstavanjem tih vrijednosti u jednadzbe
(10.2.16) i (10.2.17) dobivamo sustav jednadzbi za nepoznate koeficijente vektora c,

W = Ce (10.2.18)
w1 L0 0( ) 1 o

Be
©1 o 0 -1 -5 0 ¢
we| |1 L© sin (@ cos h(©) cs (10.2.19)
¥2 0 -1 *% cos h(®) % sinh@ | |ca

Iz prethodne jednadzbe slijedi vektor nepoznatih koeficijenata
c=C'w . (10.2.20)
Uvrstavanjem izraza (10.2.20) u jednadzbu (10.2.16) slijedi

w=dCw® = NEwE (10.2.21)
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Poprecne pomake tocaka duz promatranog konacnog elementa (e) zapravo smo izrazili kao linearnu kom-
binaciju popre¢nih pomaka i zaokreta ¢vorova
_ e (e) (e) (e) _ Ne), e
w(z) = N7 (z)wr + Ny ' (x)p1 + N3/ (x)we + Ny (x)p2 = NWu'e (10.2.22)

pri éemu su elementarne funkcije oblika N(¢) eksplicitno izrazene, uz h(®) = h, L(¢) = L, u obliku

. 1 h h h
Nl( ) = = (cosh+ hsinh — 1) — —xsinh—l—sinhsin—m—i—(cosh— 1)cos—$ ) (10.2.23)
r L L L
N = = (hcosh—sinh)+(1—cosh)h—x—l—(1—cosh—hsinh)sinh—x—i—(sinh—hcosh)cosh—x
> hr L L L)’
(10.2.24)
@ _ 1 0+ h - snnsin ™ 1 ha
N7 = . [(cosh 1)+ T sin h — sin hsin 7 + (1 — cosh) cos 7| (10.2.25)
e L, . h . h . h
Ni ) = o [(smh —h)+ (1 —cosh) fx + (cosh — 1) sin fa: + (h —sinh) cos Zﬂ} , (10.2.26)

uzr=—2+2cosh+ hsinh.

Uvrstavanjem funkcija oblika u izraz ¢lanove elementarne matrice krutosti, (10.2.14), slijedi elemen-
tarna matrica krutosti tlaéno opterecenog grednog konaénog elementa u lokalnom koordinatnom sustavu prema
Teoriji elasti¢nosti |l. reda,

[ h3sinh h? (1 — cosh) h3sinh h? (1 — cosh)
s L2 L3 L2
h?(1—cosh) h(hcosh —sinh) _h2 (1 —cosh) h(sinh — h)
(e) L? L L2 L
K = EI (10.2.27)
" h3sinh h? (1 — cos h) h3sinh h? (1 — cos h)
L3 R e 2
h? (1 — cos h) h(sinh — h) _hz(l—cosh) h (hcosh —sinh)
L L2 L L2 L .

Elementarnu matricu krutosti tla¢nog grednog konacnog elementa dobivenu prema Teoriji elasticnosti
II. reda, (10.2.27), mozemo prikazati u obliku koji izravno ukazuje na razliku prema elementarnoj matrici

krutosti grednog kona¢nog elementa dobivenoj prema linearnoj teoriji elasticnosti, (5.2.32),

r 12 6 12 6 7
ﬁﬂl —ﬁﬂz _Fﬂl —ﬁﬁz
6 4 6 2
—ﬁﬂz Zﬁs ﬁﬂz Zﬂ4
K© = B , (10.2.28)
12 6 12 6
*ﬁﬂl ﬁﬂz ﬁ& ﬁﬁz
6 2 6 4
—ﬁﬂz m@ ﬁﬂz mﬁ:&_
pri ¢emu su prikazani koeficijenti §; jednaki
—h3sinh h?(cosh — 1)
B = EETTE B2 = e
(10.2.29)
h(hcosh — sin h) h(sinh — h)
B3 = ) fo=—7F—"F.

4r

10.2.4.
prema Teoriji elasti¢nosti II. reda

2r

Linearizacija elementarne matrice krutosti tlaénog grednog konacénog elementa

Elementarnu matricu krutosti tlaéng grednog kona¢nog elementa dobivenu prema Teoriji elasticnosti
II. reda, (10.2.27), mozemo razviti u Taylorov red po h u okolini 0. Uzimanjem u obzir do maksimalno
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kvadratnog ¢lana razvoja Taylorovog reda po h slijedi zapis,

12 _ 6h? _ 6 h? _ 12 6h*> 6 h? ]
5 T 5L8 1z T oz~ tsrr Tzt oTore
_6 4 _n 4 _ 2 6 _ 0 24 »
() () L? 10L2 L 15L L2 10L2 L 30 4
K =ErT +O(h") . (10.2.30)
_12 L 6h2 6 _ _h? 12 6k 6 _ _h?
L3 5L3 L2 10L2 L3 5L3 L2 10L2
_6 4 _n 24 n 6 _ 4 _ 2n?
L L2 10L2 L 30L L2 10L2 L 15 B

Razvijenu elementarnu matricu krutosti tlacnog grednog konacnog elementa mozemo izraziti kao red
po uzduznoj tla¢noj sili H u okolini 0, umjesto po uzduznoj karakteristici h. Uzimanjem u obzir do
maksimalno linearnog ¢lana razvoja u red po H matrica je zapisana u obliku

r 12819  6H _ 6EI' | H  12E1© 4+ 6H _6EI) | HT
L3 5L L? 10 L3 5L L? 10
_ B6EI® 4+ 4E1®  2HL 6EI® H 2EI® | HL
© L2 10 L 15 L2 10 L 30 )
K'Y = + O(H?) . (10.2.31)
_ 12E19 4 6H 6EI® H 12E1'9  6H 6EI® H
L3 5L L2 10 L3 5L L2 10
_6EI® 4+ 1 2E1(¢) 4+ HL 6EI)  H 4EI®)  2HL
L L2 10 L 30 L2 10 L 15

10.2.5. Poopceni zapis elementarnih matrica krutosti tlacnog i vlaénog grednog konacnog
elementa prema Teoriji elasti¢nosti II. reda

Promatramo zapis elementarne matrice krutosti tlacne grede preko razvoja u red pomoc¢u uzduzne
sile H, (10.2.31), uzimanjem u obzir samo prvog nelinearnog ¢lana. Ako uzmemo da sila H svojim
predznakom definira vrstu djelovanja u gredi (H < 0 tlak, H > 0 vlak), elementarnu matricu krutosti
mozemo rastaviti na elementarnu matricu krutosti iz linearne teorije elasti¢nosti

ri12  _6 _12 _ 67
L3 L2 L3 L
_6 4 6 2
. L2 L L2 L

K¢ = EI® (10.2.32)

_12 6 12 6
L3 L2 L3 L2
6 2 6 4

L L2 L L? L |

koju nazivamo elasti¢na matrica krutosti, i dio elementarne matrice krutosti koja izrazava nelinearni utjecaj
uzduzne sile u gredi,

re _1 _6 17

5L 10 5L 10

1 2L 1 _L

g 10 15 10 30

K{ =H ) (10.2.33)

6 1 6 1
5L 10 5L 10

1 _ L 1 2L

L 10 30 10 15 4

koju nazivamo geometrijska matrica krutosti. Za prikazane matrice ocito vrijedi jednakost
K = K& + K9 + O(H?) . (10.2.34)

Za geometrijsku matricu krutosti, (10.2.33), mozemo uociti da su sve komponente na glavnoj dijagonali
istog predznaka kao i uzduzna sila u gredi. Kad izlu¢imo uzduznu silu H ispred matrice, komponente na
glavnoj dijagonali geometrijske matrice krutosti su uvijek pozitivne §to povlaéi da uzduzna tlacna sila
smanjuje, a uzduzna vla¢na sila povecéava krutost grede na savijanje (fleksijsku krutost grede).
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—> «— —>

H nEI ., H ¢
Z,w

Slika 10.3.1: Izdvojena tla¢na greda

10.3. Matrica krutosti grede proizvoljne krutosti i duljine

Promatramo opéenitu tlaénu gredu, izdvojenu iz slozene konstrukcije, krutosti nE1I, duljine oL, (Slika

10.3.1).
Uzduzna karakteristika takve izdvojene tlacne grede iznosi

2
b, = | HLeL) 10.3.1
o=\ — (10.3.1)
nEl
Matrica krutosti takve izdvojene grede, uz Ly, = oL, prema (?7), glasi , uz r = =2+ 2coshy + hsinhg,
B hgsinhg hg(—1+coshg) h‘z sinhg hg(—1+coshg) 7
L3 L3 L3 L3
-~ hg(—l—‘—;os hg) h_q(h_q cos hg—sin hg) h?(—l-‘-;oshg) 7h_q(h_qfsin hg)
EI L2 I, L2 I,
K, = — . (10.3.2)
r 3 sin hy hZ(—1+coshg) h? sinhy hZ(—14coshg)
Ly L3 L3 L3
7h§(71+cosh9) 7hg(h9—sinhg) hg(flw‘»coshg) hg(hg coshgfsinh_q)
L Lg Ly Lg Ly ]

Neka je greda izdvojena iz slozenije konstrukcije. Za karakterizaciju svih elemenata konstrukcije naj-
jednostavnije je izraziti uzduznu karakteristiku svih elemenata konstrukcije kao funkciju uzduzne karakter-
istike h, (3.7.14). Zelimo prikazati matricu krutosti izdvojenog dijela grede izrazenu preko standardizirane
uzduzne karakteristike h i karakteristicne duljinske velicine L. Tada uzduznu karakteristiku izdvojene
grede hy mozemo izraziti kao funkciju od h,

2
H (aL) «
hg = =—h. (10.3.3)
nEI Vn
. ~ . oy . .o _ ah . ah - _

Matricu mozemo izraziti, uz supstitucije c% =COS o, San =S R 1T = 72\/ﬁ+2\/ﬁca7% +h045¢17%,

h%s an \/ﬁh2<1—ca7h,) h3s an \/ﬁhz(l—cLh>

_ vn n n vn
L3 L2 L3 L2
\/ﬁh2<1—ca7h> ay/mh?c an — nhs an /nh? (1—0(,‘7;1) nhs a5 — ay/nh?
v vn Voo n v
EI L2 L 2 I
Kik = — . (10.3.4)
T
h3s an V/nh? (1—cuh> h3s o ﬁh2(1—c@)
vn _ v __m _ vn
L3 L2 L3 L2
\/ﬁh2<1—cLh) nhs gn — ay/nh? v/nh? (1—0(1711) av/nh?c an — nhs an
v Vv _ vn vn vn
L L2 L L2 L

Matricu krutosti mozemo prikazati u obliku koji izravno ukazuje na razliku s matricom krutosti prema
linearnoj teoriji,

r12 6 12 6 7

ﬁﬁl —ﬁﬂz —ﬁﬁl —ﬁﬂz
6 4 6 2
—§52 fﬁ3 ﬁﬁQ zﬁ4
K, = EI , (10.3.5)
12 6 12 6
_ﬁﬂl ﬁﬁz ﬁﬁl ﬁ@
6 2 6 4
_—ﬁﬁz 354 ﬁ@ Eﬁa |
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pri ¢emu su prikazani koeficijenti 3; jednaki

hSSLh \/ﬁh2 (170@)
61 = 12;{; ) 62 = 6 = )
(10.3.6)
ay/nh?can —nhsan nhsan — ay/nh?
B3 = L T B = o .

4r 2r

10.4. Proracun kriticne sile i duljine izvijanja
10.4.1. Definiranje zadace odredivanja kriticne sile i duljine izvijanja

Kod proracuna konstrukcija nije dovoljno dokazati samo nosivost konstrukcije. Potrebno je dokazati
i stabilnost konstrukcije. Najjednostavniji primjer je izvijanje tlacnih elemenata konstrukcije.

Konstrukcija nakon djelovanja optereé¢enja mora ostati u stabilnom ravnoteznom polozaju. Proracunom
je potrebno odrediti najmanji iznos optereéenja kod kojeg ravnotezni polozaj konstrukcije postaje nesta-
bilan. Takvo opterecenje zovemo kriti¢no opterecenje konstrukcije. Staticku definiciju kriticnog optereéenja
mozemo iskazati prema Euleru: Kriti¢no optereéenje konstrukcije najmanje je opterecenje konstrukcije kod
kojeg uz osnovni ravnoteZzni poloZaj konstrukcije postoji barem jo¥ jedan ravnotezni poloZaj konstrukcije. U
podrucju kriti¢nog uzduznog opterecenja i malo poprecno optere¢enje dovodi do velikih progiba zbog
znacajnog povetanja momenta savijanja od uzduznog optere¢enja. Takav gubitak stabilnosti elementa
konstrukcije zovemo izvijanje.

Promatramo homogeni pravocrtni element konstrukcije (stup, greda) optereéen uzduznom tlaé¢nom
silom. Ako postupno poveéavamo iznos uzduzne sile, element konstrukcije do odredenog iznosa sile
zadrzava svoj pravocrtni oblik. Nakon dostizanja odredenog iznosa uzduzne tlacne sile, element konstruk-
cije i uz najmanji popre¢ni pomak (od optereéenja) potpuno iskrivljuje svoju tezisnu os do vrlo velikih
iznosa pomaka. Granicna vrijednost sile pri kojoj tezisna os elementa konstrukcije ostaje pravocrtna
zovemo kriti¢na sila. Vrijednost kriticne sile ovisi o uvjetima na kraju elementa konstrukcije (rubni uvjeti,
uvjeti spoja s prikljuénim elementima, krutost prikljuénih elemenata). Izvijanje elementa konstrukcije
pocinje u stvarnoj situaciji i prije dostizanja kriti¢ne sile zbog nehomogenosti materijala i pocetne imper-
fekcije (minimalnih odstupanja od idealne tezisne osi i minimalnih ekscentriciteta uzduznog optereéenja).
Izvijanje pocinje i kod manjih iznosa naprezanja. Eulerova kriti¢na sila elementa konstrukcije duljine L
i krutosti na savijanje ET iznosi

EIn?

Hcrit = 7 ’
i

(10.4.1)
pri ¢emu je L; = aL duljina izvijanja elementa konstrukcije koja ovisi o rubnim uvjetima.

Za isti element konstrukeije postoji nekoliko iznosa kritic¢ne sile. To slijedi zbog periodi¢nosti trigonometri-
jskih funkcija iz rjesenja diferencijalnih jednadzbi. Kriticne sile iznose

EI(f(n)r)?

Hcm't n =
3 2 ’
Li

(10.4.2)

pri ¢emu funkcija f(n) ovisi o rubnim uvjetima elementa konstrukeije, a najmanji iznos kriticne sile
dobivano za n = 1.

Za zadani sustav potrebno je odrediti matricu krutosti sustava. Izjednac¢avanjem determinante matrice
sustava s nulom dobijemo pripadnu vrijednost uzduzne karakteristike h..;; iz koje slijedi iznos za kriti¢nu
silu

EIh?

it (10.4.3)

ili za koeficijent o potreban za odredivanje duljine izvijanja

Hcrit =

T wL
=L, =alL =
hcrit crit

(10.4.4)

o =

10.4.2. Odredivanje kriti¢ne sile i duljine izvijanja metodom konac¢nih elemenata

Rubna zadaca odredivanja pomaka konstrukcije u matri¢nom obliku glasi

Kw=0. (10.4.5)
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Ocito je da trivijalno rjesenje, w = 0, ne karakterizira pojavu kriti¢ne sile. Pojavom kriti¢ne sile progibi
teze beskona¢nim vrijednostima $to povlaci da determinanta matrice sustava mora biti jednaka nuli,
det K = 0. Izjednacavanjem determinante matrice sustava s nulom, izra¢unamo pripadnu vrijednost
uzduzne karakteristike h..;; iz koje slijedi iznos za kriti¢nu silu i duljinu izvijanja prema jednadzbama
(10.4.3) 1 (10.4.4).

10.5. Primjeri
10.5.1. Proracun progiba i momenata

Primjer 10.5.1. Konzolni stup opterecen horizontalnom silom i vertikalnom
tlacnom silom na vrhu

Na zadanom upetom konzolnom stupu, optereéenom na vrhu horizontalnom i vertikalnom silom,
potrebno je odrediti pomak vrha stupa i lezajni moment. Zadatak rijesiti pomoéu matrice krutosti i
pomocu elasti¢ne i geometrijske matrice krutosti.

Koy H
EI L
—

Z, W

Slika 10.5.1.1: Upeti konzolni stup

. . . . - . . 2 . . .
Uzimanjem stupa kao jednog elementa s definiranom uzduznom karakteristikom h = 4/ % iuvazavanja

lezajnog rubnog uvjeta, pomak i kut zaokreta upetog lezaja jednaki su nuli, dolazimo do sustava jednadzbi

. 20
Bl . S [ " (10.5.1.1)
—2+42cosh+ hsinh h?(=ltcosh)  h(hcosh—sinh) | | a 0 . o
L2 L
Rjesenjem sustava slijede vrijednosti horizontalnog pomaka i kuta zaokreta vrha stupa
o — KL3(tgh—h)
B EIh?
KI? 2KIL? 17K L3

= h? h* 4+ O(R° 10.5.1.2
3ET + 15ET + 315E1 +O(05) ( )

~ KL?sech(cosh—1)

[ EIh?
KL? 5KL? 61K L?
= - - h? — ht + O(h®) . 10.5.1.3
2E1  24F1 T20E1 +O(R) ( )
Lezajni moment slijedi prema izrazu
EI h?(—1+ cosh) h(sinh — h)
My = —
0 —2+2cosh+ hsinh L2 wr L vL
KLtgh KL , 2KL , 17KL 8

= =KL+ —h"+—h"+—h"+0(h°). 10.5.1.4
h + 3 + 15 * 315 +O() ( )

Priblizno rjeSenje trazenih nepoznatih velicina mozemo dobiti i pomodcu rastava matrice krutosti na
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elasticnu i geometrijsku matricu krutosti. Na taj nac¢in matrica krutosti sustava glasi

12 _ 6n? 6 _ _h?
L3~ 5L3 12 = 10L2

K =FJ . (10.5.1.5)
6 h? 4 2h>

L? ~ 10L2 L~ 15L

Sustav jednadzbi glasi

12 _ 6h° 6 h? ap
5 ~ 505 17 1007 | |WL K
- . (10.5.1.6)
6 2 4 _ 2n° ap 0
LZ ~ 1002 L 15 YL
Rjesenje sustava glasi
ap KL®> _ 8(30—h?%) KL% | 2KL?7;2 | 193KL%;4 6
wy 3ET 240—104h213hA 35T T iseT P+ sseonr T O(RY)
- - . (10.5.1.7)
ap KL?  2(h%>—60) KL? _ 5KL?>3;2 _ 121KL%j;4 6
PrL EI 240—104h213h% —9ET — waBr M — TioeT ! + O(h%)

Dobivene priblizne vrijednosti mozemo usporediti s analitickim vrijednostima. Vidljivo je odstupanje od
analitickog rjeSenja koeficijenta uz h* &to je i ocekivano prema stupnju aproksimacije matrice krutosti
sustava u odnosu na analiticku matricu krutosti sustava. Lezajni moment mozemo izracunati prema

izrazu
h? 2 h? h? —12)(h? —
MSLP = < 6 _ >wzp+ < >@ZP — KL ( )( 60)

L2 10L2 L 30L 3(240 — 104h2 + 3h4)
KL oKL 193KL
= KL+ —h? ht he + O(h®) . 10.5.1.8
T g O ( )

Priblizne vrijednosti progiba i momenta manje su od analitickih vrijednosti. Odstupanja proracunatih
vrijednosti progiba konzolnog vrha, w7”, i lezajnog momenta, My”, od pripadnih analitickih rjesenja
mozemo prikazati u ovisnosti o uzduznoj karakteristici grede h,

_|wi” —wp

Mg? — M,
Apa, = —2—-100% ,  Apn, = My” — Mo

-100% . 10.5.1.
o e 00% (10.5.1.9)

Tablica 10.5.1.2: Progib vrha stupa i lezajni moment u ovisnosti o h

h 0.5 1 1.2 1.5

BT | 0.370392 | 0.556355 | 0.789544 | 3.49263

Apw, [%] | 0.00754 | 0.18888 | 0.56994 | 6.45808

My 1.0926 | 1.55635 | 2.13694 | 8.85841

Apoa %] | 0.00064 | 0.06760 | 0.30404 | 5.77112

Primjer 10.5.2. Obostrano upeta tlacna greda optereéena jednoliko kontinuiranim popreénim optereéenjem

Za obostrano upetu tlaénu gredu, jednoliko kontinuirano popreéno optereéenu, (Slika 10.5.2.1), potrebno
je odrediti progib u sredini raspona i momente na lezajevima i u sredini raspona.

Zadatak mozemo rijesiti pomocu matrice krutosti i pomocu aproksimacije matrice krutosti elasti¢nom i
geometrijskom matricom krutosti. Gredu podijelimo na dva jednaka dijela duljine L/2. Za definiranje ma-
trice krutosti svakog dijela grede duljine L/2 nije dovoljno, kao kod linearne teorije, samo uvrstiti duljinu
promatranog dijela duljine L/2 umjesto duljine L za koju je izvedena matrica krutosti u lokalnom koor-
dinatnom sustavu, (?7). Svaki izdvojeni dio grede promatramo kao zasebnu gredu pripadne duljine i kru-
tosti. Prema definiciji uzduzne karakteristike grede, (??), i bezdimenzionalni koeficijent, uzduzna karak-
teristika promatranog dijela grede ovisi o duljini tog dijela grede. Rjesenja izrazena pomocu uzduznih
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\ v v | ¢
| r
H EI | H ¢
Z, W l‘—’
Slika 10.5.2.1: Obostrano upeta tla¢na greda opterecena jednoliko kontinuiranim popre¢nim
opteretenjem
q
\ v vy \
O A TR ©)

L

_% 2 @ L2 "

Slika 10.5.2.2: Podjela grede na dva dijela

karakteristika svih elemenata bila bi u vrlo slozenom obliku. Zbog toga je jednostavnije uzduzne karakter-
istike svih elemenata konstrukcije izraziti kao funkciju neke referentne karakteristike tako da su rjesenja
izrazena samo pomocu jednog parametra. Opéenito, za promatrani dio grede duljine L/n uzduznu karak-
teristiku tog dijela grede mozemo izraziti kao funkciju uzduzne karakteristike cijele grede duljine L,

H(L)? 1 [HLE &

Posljedi¢no i bezdimenzionalni koeficijent treba uvrstiti u matricu krutosti pomnozen s omjerom duljine
promatranog dijela grede prema duljini L za koju je definirana uzduzna karakteristika h. U ovom primjeru
kad je promatrani dio duljine L/2 u definiranu matricu krutosti u lokalnom koordinatnom sustavu, (?7),
treba uvrstiti bezdimenzionalni koeficijent h/2. Opéenita matrica krutosti za dio grede proizvoljne duljine
i krutosti prikazana je jednadzbom (10.3.4).

Matrice krutosti u lokalnom koordinatnom sustavu za oba dijela grede duljine L/2 su jednake zbog
iste duljine dijelova, Ki2 = Koz = Ky /o, i slijede, uz supstituciju za jednostavniji zapis, Cn = COS L

29
Sn = sing, Thio = 72+2c% + %s% ir= 74+4c% +hs%, u obliku
[ (B)y (4)7(~1+ey, (4)%sn (4)*(~1+ey ) ]
7( 2 _ 2 2 N 2/
(%) (%) (%) (%)
B (1ey)  8(8e=y) @ () 8(5y)
EI (5)° 3 ()" Z
Kp,= P , (10.5.2.2)
h/2 n)3, 2\ (_qae ny3, AT
(4)°y (5)°( 't B (5)°( '+ y)
(%) (%) (%) (%)
@ () s() () ()
i (%) 7 (%) 3 |
pojednostavljenjem cega slijedi matrica u obliku
I h3sh h? —l+cy hSSE h? —1l+ch i
)y (o)
w(rvey)  n(Bep—ey) W (crren)  n(4-en)
28T | L2 L L? - L
h%sh h (71+ch) hgsﬁ h2(71+c;l)
L32 L2 —I5 7
w(crrey)  n(hmen)  #(orren)  n(ben—es)
L= L? L L2 L e
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Vektor sila upetosti za oba dijela grede duljine L/2 glasi

- L -
—r T ek ]
4
2 h h
% a?(4—hets )
— —_ 2 AR2
f1o =fo3 = = . (10.5.2.4)
qL qL
T4 T4
qu(Q—%Ctg %) qL? (4—hctg %)
- 8 L)Q L 4h? n
L 2 .
Uklapanjem matrica krutosti oba dijela slijedi matrica krutosti sustava, uz ¢; = (1 — c%>, cy =
(%c% — s%) icg= (% — s%),
_—Z—zs% Zicl Z—zs% Z—icl 0 0 ]
h2 2
Tzl TC2 —1z¢ —7¢3 0 0
h3 h2 2h3 3 h?
73Sh  —72C1  —T3Sh 0 I35k 7zCl
K = 2EI : : : (10.5.2.5)
T
%261 —%03 0 %CQ —Z—icl —%63
0 0 Z—;s% —2201 —Z—zs% —Z—zcl
L O 0 Z—zcl —%03 —Z—zcl %02 |
Uklapanjem vektora upetosti oba dijela slijedi vektor upetosti sustava
F=|_qL 9Ll(a-hetgd) _gr o _gp _aL(4-hets %)}T (10.5.2.6)
T4 T 4k T2 T4 T T 4T
Uvrstavanjem rubnih uvjeta, w; = w3 = 0, 1 = 3 = 0, slijedi sustav jednadzbi
2h3s ),
2
2B1 T 0 w] [=%] [0
ﬁ + = . (10.5.2.7)
—4+4ep + hsy 2h<%%7%) - 0 0
0 —g
RjeSenjem sustava jednadzbi dobivamo progib i kut zaokreta u sredini raspona grede,
qL* —4+4cn + hsy
2 TRET WBs,
— 3 (10.5.2.8)
2
4 0
Razvojem progiba u sredini raspona, ws, u red oko h = 0 slijedi izraz
gL’ gL* 17qL* 6
= h h*+ O(h 10.5.2.9
w2 = samr T isseoEr” T toszozomr O ( )

pri ¢emu mozemo uociti da je linearni dio razvoja progiba u sredini raspona obostrano upete tlacne grede

jednak vrijednosti progiba u sredini raspona obostrano upete grede prema linearnoj teoriji elasticnosti.
Sile na krajevima definiranih dijelova grede dobivamo zbrajanjem djelovanja matrica krutosti u

lokalnom koordinatnom sustavu na izracunati vektor pomaka i vektora sila upetosti u lokalnom koor-
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dinatnom sustavu. Za obostrano upetu tla¢nu gredu proizlaze sile na krajevima prvog dijela grede

Via w1
Mo v1 =
f =K f 10.5.2.1
12 Vo 12 + 12 (10.5.2.10)
Moy ®2
o -
0 L (4—hctg 4)
Kio | gzt —dtdepthsy |4 _4’32L
8EI h3sp 4
2 qL? (4—hctg 4)
0 . an?
B _ gL T B _qL
2 2
4—hctg 4 htg 2 L? L?
LP—= 0 . T+ h? + O(h?)
0 0
hesc -2 L? | 7qL*;2 4
L? Cszchg i qu + 5%60h + O(h )_
i sile na krajevima drugog dijela grede
Vas w2
M _
fs %2; = Kas f}z + Fas (10.5.2.11)
M3, 3
_ oL -
T4
4 —4+44ch +hspy
—tEr e, L2 (4—hetg )
2 4h?
Kos 0 +
L
0 -4
0
qL2(47hctg 4)
L ah? J
[ 0 ) i 0
92 hcscg— L TqL 2 4
—qL" 5% —%57 — stah” +O(Y)
_gqL N _gqL
2 2
4—hctg B +htg & L?
LA || 9t 40h? 4 O(h) |
Razvojem sila u red oko h = 0 vidljivo je da je linearni dio razvoja za momente na lezajevima i u

sredini raspona jednak vrijednostima momenata na lezajevima i u sredini raspona prema linearnoj teoriji

elasti¢nosti.

Priblizno rjeSenje trazenih nepoznatih veli¢ina mozemo dobiti i pomoc¢u matrice krutosti izrazene kao
zbroj elasticne i geometrijske matrice krutosti. Na taj nacin priblizne lokalne matrice krutosti oba dijela

grede glase

K = EI

12h2 6 12h>

5L3 + 10L2 st 5L3
24 4 8 _ 24 _ _h? 4
10L2 L~ 15L L?Z = 10LZ? L
12h° 24  h? 96 _ 12h° 24
5L3 L? ~ 10LZ? L3 5L3 L?
4 h? 24  A? 8
10L2 L 60 L?Z ~ 10LZ? L

L2 + 10L2

h2
+ %0z

h2
T 10L2

B2
15 J

(10.5.2.12)
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Uklapanjem matrica krutosti i uvrstavanjem rubnih uvjeta slijedi sustav jednadzbi
2 a
Bowr oo Q] %]
i - (10.5.2.13)
16 _ 2h? ap
0 T~ 1szd L¥2 0 0
Rjesenje sustava glasi
ap 5q¢L*
Wy IRET (40 —72)
— [48EI(40-h%)| (10.5.2.14)
p3" 0
Razvojem progiba u sredini raspona, ws, u red oko h = 0 slijedi izraz
qL* qL* 2 qL* 4 6
= h h O(h®) . 10.5.2.15
w2 384FET  15360E1 * 614400E1 +O) ( )

Dobivene priblizne vrijednosti za progib u sredini raspona mozemo usporediti s analitickim vrijednostima
iizracunati odstupanja u ovisnosti o uzduznoj karakteristici grede h. Priblizne vrijednosti sila izracunamo

Tablica 10.5.2.3: Progib u sredini raspona u ovisnosti o h

h 1 2 3 4 5 6
wy” 5 5 5 5 i 5
aL*/EI 1872 1728 1488 1152 144 192
ApR[%] | 0.00077 | 0.01337 | 0.07976 | 0.33228 | 1.3332 | 10.7243

uz djelovanje priblizne lokalne matrice krutosti, (10.5.2.12), na prorac¢unati vektor nepoznatih pomaka

qL
wq qL? h47144h2738402724h(h2740)ctg &
ap | €1 _ 96h2 hZ—40
fio = K75 W +fo= 0 (10.5.2.16)
qL? h*—336h°+3840+24h(h*—40)ctg &
©2 96n2 h%—40

Proracunate vrijednosti momenata na lezaju, (M), i u sredini raspona, (Ms), moZemo
analitickim vrijednostima.

usporediti s

Tablica 10.5.2.4: Momenti na lezaju i u sredini raspona u ovisnosti o h

h 1 2 3 4 5 6
1;45: 0.085756 | 0.089476 | 0.09928 | 0.11959 | 0.17269 | 0.55607
Ay vy [%] | 0.000121 | 0.00087 | 0.012157 | 0.0967 0.675 9.195
I;IL;: 0.042915 | 0.047098 | 0.055962 | 0.074853 | 0.12592 | 0.50643
Ay v, [%] | 0.000024 | 0.001644 | 0.021565 | 0.1544 0.923 10.01




168 10. GREDNI KONACNI ELEMENT PREMA TEORIJI ELASTICNOSTI 1I. REDA

Primjer 10.5.3. Slobodno oslonjena tlacna greda optereéena jednoliko kontinuiranim popreénim optereéenjem

Za slobodno oslonjenu tlaénu gredu jednoliko kontinuirano popreéno optereéenu, (Slika 10.5.3.1),
potrebno je odrediti progib i moment u sredini raspona grede. Zadatak rijesiti na dva nacina, pomoc¢u
matrica krutosti bez staticke kondenzacije i pomocu staticki kondenziranih matrica krutosti.

Slika 10.5.3.1:  Slobodno oslonjena tlacna greda optereéena jednoliko kontinuiranim popreénim

opteredenjem

Zadanu slobodno oslonjenu tlaénu gredu mozemo podijeliti na dva jednaka dijela duljine L/2 kao u
prethodnom zadatku. Tada su i pripadne matrice krutosti i vektori sila upetosti za oba dijela grede
jednaki, K2 = Koz = Ky /5 i fi2 = fa3, kao u prethodnom zadatku, (10.5.2.2), (10.5.2.4). Razlika u
odnosu na prethodni zadatak bit ¢e vidljiva tek nakon uvrstavanja rubnih uvjeta.

Uklapanjem matrica krutosti oba dijela grede slijedi matrica krutosti sustava, jednako kao u izrazu
(10.5.2.5) iz prethodnog zadatka,

r_ns h? h3 h? 7
—Issh =a I35k za 0 0
2 2
2—201 LN YRG! —1C3 0 0
n3 h? 2n3 n3 h?
OET ﬁS% ﬁCl 3 Sh 0 ﬁS% ﬁCl
K= "7 (10.5.3.1)
r 2
h h 2h
76 TG 0 TC 20 e
h3 h2 h3 h2
0 0 ?S% —1zC —#S% —IzC
h? h 2
L 0 0 ﬁcl —363 —L201 fC2 i
Uklapanjem vektora upetosti svih dijelova slijedi vektor upetosti za cijeli sustav, (10.5.2.6),
T
— 2 h 2 h
f=|_qo al?(-hetel) _qr § _aL 7M} . (10.5.3.2)
4 4h? 2 4 4h2

Na formiranu matricu krutosti sustava primijenimo rubne uvjete i tu dolazi do razlika u odnosu na
prethodni zadatak zbog razli¢itih rubnih uvjeta. Uvrstavanjem rubnih uvjeta, w; = ws = 0, slijedi sustav

jednadzbi, uz
r=—4+4+4cn + hsn, c;1 = (1—cﬂ),02= (gCQ —SQ> icg = (%—SQ}
2 2 2 2 2 2

r h _h? _h T - - rqL?(4—hctg ) 7 _
LC2 z C1 LCg 0 ©1 % 0
h? 2hn3 h? L
opI | T2 —Issh 0 7zc1 | |we - 0
— + = . (10.5.3.3)
r
2h
—+C3 O TCQ 7fC,3 ©2 O 0
2 h
h2 h h 3 qL?(4—hetg 1) 0
L O 7z ¢ —7C3 7C2 | L#3] L=z -
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Rjesenje sustava jednadzbi daje vektor nepoznatih pomaka
_ oL ) _
o h—2tg 2
o1 2ers 28 3)
qL4 2 h
w2 (8+h —8S€C*)
— | 8EIN ? (10.5.3.4)
(2] 0
©3 LS
L . q h
———— (h —2tg 2
oprs (M- 2es) |
Razvojem dobivenog rjesenja u red po h oko 0 slijedi
[ qL? qL3h? 4 T
h
(1] " 24FET  240EI1 + O
L* 1qL*h?
wa i 0lg + O(h*)
©2 0
¥3 3 372
L5 qL qL’h 4
h
24FE1 = 240FE1 + O J

iz Cega je ocito da su linearni dijelovi razvoja u red za progib u sredini raspona i kuteve zaokreta lezajeva
slobodno oslonjene tla¢ne grede jednaki vrijednostima koje bismo dobili prora¢unom prema linearnoj
teoriji elasti¢nosti.

Sile u ¢vorovima definiranih dijelova grede slijede prema izrazima

Viz 0
M h — 2t =
fio = V12 = K 53”’3 ( ) 83) wy | T 12
21 8E1h4 (8—|—h 8sec§)
My, 0
2 2 h
- [_qL o o 2aL?secsin 4} , (10.5.3.6)
2 h2
Vas 8EIh (8 + h? — 8sec %)
M. 0 =
fo3 = ‘/3223 = Kbo3 0 + fa3
Ms2 2E1h3 (h 2tg §)
2 g0c b gin2? b T
[0 _2qL7secgsin”y gL 0] : (10.5.3.7)
h? 2
Razvojem dobivene vrijednosti za moment u sredini raspona u red oko h = 0 slijedi,
qL2 5qL? N
My o =—+ —h"+0O(h*). 10.5.3.8

Linearni dio razvoja u red momenta u sredini raspona slobodno oslonjene jednoliko kontinuirano opterec¢ene
tlacne grede jednak je momentu u sredini raspona proracunatom prema linearnoj teoriji elasti¢nosti.

Zadatak mozemo rijesiti i pomoc¢u staticki kondenziranih matrica krutosti (svaki od dijelova grede
promatramo kao jednostrano upetu gredu duljine L/2) za svaki dio grede duljine L/2. Matrice krutosti
za svaki dio grede nisu medusobno jednake, na dijelu 1-2 zglob je u po¢etnom ¢voru, a na dijelu 2-3 zglob
je u krajnjem Cvoru promatranog dijela grede. Staticki kondenzirane matrice krutosti su, uz duljinu
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svakog dijela L/2 i potrebnu supstituciju bezdimenzionalnog koeficijenta h/2,

r_h® n R
—L3C% 0 L3C% LQS%
Bl 0 0 0 0
Ky = , (10.5.3.9)
(LLC; —Sh) h? 0 h? h?
g3 —_— —_—— —_—
2 F L3Ch L3¢% 1254
h? h? 2
_L28h 0 Lzsh 2LS%_
e, R n 1
_L3C% LQS% LgC% 0
h? K2 _h?
EI =55 ~orsSy —apss 0
Koas = —— . (10.5.3.10)
2en — Sh B3 B2 B3
e
( 2 LC% LS% LC% 0
L 0 0 0 0]

Uklapanjem matrica krutosti za oba dijela grede i izuzimanjem pomaka, (1,3, koje smo iskazali
preko drugih pomaka kondenzacijom matrica krutosti, slijedi matrica krutosti sustava

r 3 3 2 A
—fey ey psy 0
3 3 3
2T %C% 7%6% 0 %C%
K=-——"" . (10.5.3.11)
. — . 12 B2 B2
(hC}E 28%) ﬁS% 0 —TSLL _ﬁSh
h® h? h?
L 0 3¢ TIzSy Ty

Staticki kondenzirani vektori upetosti za svaki dio grede glase

T
_ 2+(—2+%)ch—hsh —24 2+%2)cL 12 (2—Lectg %)(1—ch)
fio=|-% 2 2 0 —-i 2 4 2 R (10.5.3.12)
2 h(gc _ @) 2 h(@ _sh 4 h(h _ h)
2Ch =53 2C€h =535 2C¢h TS5
2 2
2+<2+ ’12) (2 by, ) 1 ) 2+< 24 ’12) h *
— - 1 )¢h 2 (¢ 2cte g ~Ch TeTL JCh TRShH
fog=|-2%———~ /2 a4t 2/ _4k z 2 | | (10.5.3.13)
2 h h 4 h h 2 h h
h 56%—55 h EC%_Sf h 5c%—s§

Uklapanjem staticki kondenziranih vektora upetosti za oba dijela grede slijedi vektor upetosti sustava

ot ( =245V ey —hsp ]
0 —% +(h< 4)6’5)8}2 . (10.5.3.14)

h h
hey —sh
2 5 2

2 2
24 —2+2- ) ey —hsy —2+( 2+ )y
[ ey i)y
h(%c%75%>

Uvrstavanjem rubnih uvjeta, wy = w3 = 0, slijedi sustav jednadzbi

3 — ﬁ COSs 3
- —%c% 0 0 oL h2-::(2+h4 ) ok 0
2B . (Boosh—sing) | _ . (10.5.3.15)
2
RjeSenje sustava glasi
wo — qL44 (8—|—h2—8SGC%)
8EIh , (10.5.3.16)
P2 0

i jednako je rjesenju dobivenom prorac¢unom bez staticke kondenzacije matrica krutosti.
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Sile u ¢vorovima definiranih dijelova grede, uz isklju¢ivanje redova i stupaca u kojima su c¢lanovi
jednaki 0 i djelovanjem kondenziranih matrica krutosti pojedinih dijelova grede na pripadne vektore
pomaka, slijede prema izrazima

Vi , 0 _
fio = | Vou = Kjo —% (8—|—h2—8secg) +f12
Moy 0
2g0chqin2 1T
_ {_qL 2qL7 sec; sin 4} , (10.5.3.17)
2 h2
4
Vi e (50 sseel)]
fos = [ Mas| = Ko3 0 + fa3
Vaa 0
2qL2 sec L gin? & L B
= {0 _ 2 51 4 ‘1} : (10.5.3.18)
h? 2

Primjer 10.5.4. Slobodno oslonjena tlacna greda poprecno optereéena koncentriranom silom u sredini
Taspona

Za slobodno oslonjenu tlaénu gredu optereé¢enu koncentriranom silom u sredini raspona, (Slika 10.5.4.1),
potrebno je odrediti progib i moment u sredini raspona. Zadatak rijesiti pomoé¢u matrice krutosti, pomocu

kondenziranih matrica krutosti i pomocu elasti¢ne i geometrijske matrice krutosti.

— lK

H

Z, W

-«

L/2 EI L/2 —H

Slika 10.5.4.1: Slobodno oslonjena tlacna greda poprec¢no optere¢ena koncentriranom silom u sredini
raspona

—
xT

Gredu podijelimo na dva dijela jednakog raspona L/2 kao u prethodnim zadacima. Matrice krutosti
za oba dijela su, prema jednadzbi (10.5.2.2) jednake. U odnosu na prethodni primjer razlika je samo u
opterec¢enju. To znaci da je matrica krutosti sustava, uz jednaku podjelu, jednaka kao u prethodnom

primjeru

_2EI

r h3 2

—Lssh ﬁCI
h h
e e
h3 2
3sh T2
h2
z¢ TLC3

0 0
L 0 0

R3

3Sh
L3°4

DL

Sh

3
h2
z¢

h2
zc

7fc3

h2
_ﬁcl

h
—7C3

0

h3
— T3Sk
354

h2
_ﬁcl

_ﬁcl

0

h2

h
7z¢

h
L¢3

h
L

(10.5.4.1)

Greda je opterecena koncentriranom popre¢nom silom u srednjem ¢voru podjele. To povlac¢i da nemamo
vektore upetosti nego sila ulazi u desnu stranu jednadzbe u vektoru sila u retku koji oznacava silu u tom
smjeru, u smjeru pomaka we. UvrStavanjem rubnih uvjeta, wy = w3 = 0, slijedi sustav jednadzbi

2FET
T

r 2
ECQ 2 C1
h? 2h3
— C — 53 Sh
L2 1 3 5
7f03 0

R

P1

w2

¥2

K

0

(10.5.4.2)



172 10. GREDNI KONACNI ELEMENT PREMA TEORIJI ELASTICNOSTI 1I. REDA

Rjesenje sustava glasi

(1] ——gﬁ; sec % sin? % |
3
wr| |~ (h—25%)
= . (10.5.4.3)
P2 0
L3 i gIL,; sec & sin® & |
Razvojem dobivenog rjesenja u red po h oko 0 slijedi
KIL? 5KL?h? i
.. — - + O(h?)
o1 16E1 T68E1
KL?* KL3h?
w2 + + O(h*)
_ | 48EI @ 480FEI (10.5.4.4)
®2 0
L3 ] KL* 5KL?h?
+ + O(h%)
L 16ET T68E1 J

iz ¢ega je ocito da su linearni dijelovi razvoja u red jednaki vrijednostima koje bismo dobili prora¢unom

prema linearnoj teoriji elasti¢nosti.
Sile u ¢vorovima definiranih dijelova grede slijede prema izrazima

- K A
_ 0 - K
Vio —gI—Lhzz sec % sin® % 0
Mo
fip = =Ko 5 = (10.5.4.5)
Vor — L (h—2tgB) K ’
h2 EL
My, 1ET 2 A
0 KL, h
§ - on 8 3]
rKL® h\7 r K b
T 1EIR? (h — 2tg 5) 2
\%
I : bt
foy = =Ko = . (10.5.4.6)
Vaa 0 _K
M3z 2
| %SeC%sin2% ] . 0 ]

Razvojem dobivene vrijednosti za moment u sredini raspona slobodno oslonjene tlacne grede u okolini
h = 0 slijedi
KL KL
M(L/2) = —= + —=h*+O(hY), (10.5.4.7)
4 48
Sto jasno ukazuje da je linearni dio razvoja u red jednak vrijednosti momenta u sredini raspona slobodno
oslonjene grede prema linearnoj teoriji elasti¢nosti.
Zadatak mozemo rijesiti pomocu staticki kondenziranih matrica krutosti za svaki dio grede. Staticki
kondenzirane matrice krutosti svakog dijela grede jednake su kao u prethodnom primjeru. Ocito slijedi
i matrica sustava jednaka kao u prethodnom primjeru, (10.5.3.11). Uvrstavanjem rubnih uvjeta slijedi

sustav

L3
L _ZL%C% ) " = " (10.5.4.8)
(hc% _28%) 0 —%28% P2 0
RjeSenje sustava glasi
_ KL? A
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§to je za iskazane nepoznanice u potpunosti jednako vrijednostima dobivenim prora¢unom bez staticke
kondenzacije matrica krutosti dijelova grede.

Sile u ¢vorovima definiranih dijelova grede, uz isklju¢ivanje redova i stupaca u kojima su ¢lanovi
jednaki nuli, slijede prema izrazima

r _K
2
Via , 0
£, = Vor | = Kio 74IE{?h2 (h, 2tg %) = %tg% , (10.5.4.10)
Moy 0
K
L 2
r K
KL? h 2
Vas TAEIR® (h - 2tg E) P
f23 = M23 = K23 0 = —th b . (105411)
V3o 0
_K
L 2

Priblizno rjesenje trazenih nepoznatih veli¢ina mozemo dobiti i pomoc¢u rastava staticki kondenziranih
matrica krutosti na elasti¢nu i geometrijsku matricu krutosti. Na taj nacin pripadne lokalne matrice
krutosti oba dijela grede glase

[ 24 _ 12n° 24 12h% 12 h2 ]
3 5L3 0 =t 5L3 =t 5L2
0 0 0 0
K‘fg = FEI , (10.5.4.12)
_24 4 12p2 g 24 1247 12 n?
L3 5L3 L3 5L3 L2 ~ 5L2
_12 4 K% 12 h? 6 _ hn?
|~ 72 T 522 0 L2 ~ 5L2 L ~ 10L
24 12h? 12 h? 24 12h2 T
5355 ~12ts;z ~mtwrs O
_ 12 h? 6 _ h? 12 k2
ap 2 + 5L2 L 10L L? ~ 5L? 0
Ky; = FEI . (10.5.4.13)
24 12h° 12 h? 24 12h° 0
L3 5L3 L?Z ~ 5L2 L3 5L3
0 0 0 0

Uklapanjem iskazanih matrica krutosti definiranih dijelova grede i uvrStavanjem rubnih uvjeta slijedi
sustav jednadzbi

48 24h?
sr 0| [ws] [K
= . (10.5.4.14)
0 I 2 0
L 5L
Rjesenje sustava glasi
op 5KL?
2 24E1 (10 — h?)
- . (10.5.4.15)
©y” 0

Priblizne vrijednosti sila izra¢unamo uz djelovanje priblizne lokalne matrice krutosti, (10.5.2.12), na
proracunati vektor nepoznatih pomaka

_K
2
w1 0
fi, = K% g; = X . (10.5.4.16)
2
P2
xph® =60
24 12 10
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Prorac¢unate vrijednosti progiba i momenta u sredini raspona grede mozemo usporediti s analitickim
vrijednostima progiba i momenta u sredini raspona dobivenim prora¢unom pomoc¢u matrica krutosti
prema Teoriji elasti¢nosti I1. reda i prikazati u ovisnosti o uzduznoj karakteristici h. Jasno se moze uociti

Tablica 10.5.4.1: Progib i moment u sredini raspona u ovisnosti o h

h 1 2 3
P 5 5 )
2 - N
aLt/El 216 144 24

Ap|%] | 0.01338 | 0.33283 | 10.7243

MSP 99 7 17

qL? 216 18 8

Ap|%] | 0.01134 | 0.11893 | 9.5836

da su odstupanja od analitickih vrijednosti znac¢ajno vecéa za vecée vrijednosti uzduzne karaketristike h. To
znaci da prikazanu aproksimaciju matrica krutosti mozemo koristiti kod malih vrijednosti uzduznih sila. U
slucajevima kad se vrijednosti uzduznih sila kreéu prema vrijednostima kriti¢ne sile ovakva aproksimacija
nije preporucljiva za proracun.
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Primjer 10.5.5. SloZeni konzolni stup optereéen horizontalnom silom i vertikalnom tlacnom silom na

vrhu

Promatramo slozeni konzolni stup visine L, s promjenom krutosti u sredini visine stupa, opterecen
horizontalnom silom K i vertikalnom silom H na vrhu, (Slika 10.5.5.1). Potrebno je odrediti pomak
vrha stupa i lezajni moment. Zadatak rijesiti pomoc¢u matrice krutosti i pomoc¢u elasti¢ne i geometrijske

matrice krutosti.

K i H
—
EI L/2
nET L/2
LIRS

Slika 10.5.5.1: Slozeni konzolni stup optereéen horizontalnom silom i vertikalnom tla¢nom silom na vrhu

Zbog promjene krutosti u sredini raspona gredu nuzno moramo podijeliti na dva dijela duljine L/2.
Za svaki dio stupa mozemo izracunati pripadnu uzduznu karakteristiku i izraziti pomocu jedinstvene
uzduzne karakteristike h,

L)2 L2
oy =y LG _ P ha—g = Hiz) _»h (10.5.5.1)
nEI 2/n’ EI 2
Nakon toga slijede i pripadne matrice krutosti svakog dijela grede u lokalnom koordinatnom sustavu, uz
. .o . cee . . _ h . . ﬁ _ h _ . h
supstitucije za jednostavniji zapis matrica, Ch = COS3, Sr = sy, 02% = COS 5 7= 82\% = sz~
7“\/5:4\/5(02\% - 1> +hs2%, ro=—4+4dcy + hsy,
[ h3s h2<1—c A ) h3s h2(1—c h )
_ 2/n 2/n 2/n 2/n
vnL3 L2 vnL3 L2
h2<1—c h ) h2c , —2vmhs 4 h2(1—c h ) 2/mhs 5, —h>
2/n 2/n 2/n _ 2/n 2 /n
2ynEI L2 2L L2 2L
Ki_2 = - s
v n3s h2(1—c n ) n3s h,2<1—c h )
2/n _ 2/n _ 2y/n _ 2/n
vnL3 L2 vnL3 L2
h2<1—c n ) 2/mhs 5, —h?> h2(1—r n ) h2c  —2ymhs
2/n 2/n 2/n 2/n 2/n
L 2 2L - 2 2L B
(10.5.5.2)
[ 3 h2 n3 h2 ]
7ﬁ8% ﬁ<170%> TS% Lj(lfC%)
h2 h h h?2 h h
o B 0men) #(bey ) (me) #(d-n)
Ko_3 = (10.5.5.3)
T2 3 2 3 2
h h h h
FS% 7ﬁ<176%) 775% 7L7<176%>
h2 hh h2 hh
(o) o (8n) B (iey) 8 (heg o))

Uklapanjem matrica i uvrstavanjem rubnih uvjeta, w; = 0, ¢ = 0 slijedi matrica sustava. Rjesenjem
sustava jednadzbi slijedi vektor nepoznatih pomaka. Progib vrha konzolnog stupa iznosi

- KIL3 5% (ﬁ0ﬁ+h52%>+6% (TLSQ\}}W*}L\/ESQL\/;>

o EIh3 \/HC@C h — ShS_h
2 2yn 2 2yn

wr, (10.5.5.4)
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Razvojem u red oko h = 0 progib vrha stupa iznosi

1333 4+ 665n + 161n2 + 17n3

KL? <7+n 47+ 15n +2n?
wp, = h

T 24EI n 20n2 1680n3ET

h4> +O(h®).

(10.5.5.5)

Moment i silu u upetom lezaju dobijemo djelovanjem lokalne matrice krutosti dijela 1 — 2 na vektor

pomaka krajeva tog dijela. Za lezajni moment slijedi izraz

Sh/NC_hn S_h_Ch

KL E\/> 2ﬁ+ 2vn 2
0:7

h \/HCQC h —ShS_h

2 2yn 2 2yn

Razvojem lezajnog momenta u red oko h = 0 slijedi

1333 4+ 665n + 161n?

+17n3

7+nh2+47+15n+2n2h4+

Mo =KL (1
o ( * o 480n2

40320n3

h6> +O(Rd) .

(10.5.5.6)

(10.5.5.7)

Za poprecnu silu uz lezaj, jednaku horizontalnoj reakciji u lezaju, slijedi da je jednaka sili K, $to

jednostavno i mora biti iz ravnoteze cijelog sustava.

Za prorac¢un pomocu elasticne i geometrijske matrice krutosti, za svaki dio stupa uzimamo pripadne

matrice prikazane u jednadzbi (??). Matrice tada za svaki dio glase

[480n—48h°  h%2—240n  48h%—480n  h2—240n]
5L3 10L2 5L3 10L2
h%—240n 240n—h? 240n—h° 240n+h°
o 10L2 30L 10L2 60L
Kl‘j2 = FKEI )
48h%—480n  240n—h?  480n—48h%  240n—h>
5L3 10L2 5L3 10L2
h%—240n 240n+h? 240n—h* 240n—h?
L ~10LZ2 60L 10L2 30L
[480—48h>  h%2—240 48h%—480 h%—240T]
5L3 10L2 5L3 10L2
h%—240 240—h? 240—h? 240+h?
" 10L2 30L 10L2 60L
KQ’:3 = FEI
48h%2—480  240—h?  480—48h%  240—h>
5L3 10L2 5L3 10L2
h%—240 240+h> 240—h? 240—h?
L "10L2 60L 10L2 30L

Uklapanjem matrica i uvrstavanjem rubnih uvjeta slijedi sustav jednadzbi

[480(n+1)—96h? 24(n—1) 48h%—480 h*—2407
513 L? 5L3 10L2
2 wiP 0
24(n—1) 120(n+1)—h 240—h? 240+h? Ly
L2 5L 10L2 60L 0P 0
EI La/p2 — ®
48h%—480 240—h? 480—48h%  240—h> U’g
5L3 10L2 5L3 10L2 oy 0
L
h%—240 240+h> 240—h? 240—h?
L 10L2 60L 10L2 30L A

Rjesenjem sustava jednadzbi slijedi izraz za progib vrha stupa

o 16KL?pl

YL T T3ED p2
pri ¢emu su pp i p2 polinomi po uzduznoj karakteristici h,

p1 3h® — 2r*(313 4+ 127n) + 960h> (19 + 44n + n?) — 115200(7 + n) ,

P2

Razvojem progiba u red oko h = 0 slijedi

h? +

15223 4 7600n + 1840n°

17h® — 32h5(111 + 49n) + 256h* (405 4 10367 + 45n2) — 122880h2n (43 + 13n) — 14745600n° .

+193n3

ap  KL® (T+n 47+ 15n+2n°
’UJL_

T 24EI n 20n2 19200n3

h4) +O(h%) .

(10.5.5.8)

(10.5.5.9)

(10.5.5.10)

(10.5.5.11)

(10.5.5.12)

(10.5.5.13)
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Moment i silu u lezaju dobijemo djelovanjem lokalne matrice krutosti dijela 1 — 2 na vektor pomaka
krajeva tog dijela. Za lezajni moment slijedi izraz

o= Bl (10.5.5.14)
3 p2
pri ¢emu je p3 polinom po h
p3 = 3h% — 640h°(1 + n) 4 768h*(25 + 156n + 25n2) — 2949120~ n(1 + n) + 442368001 . (10.5.5.15)
Razvojem lezajnog momenta u red oko h = 0 slijedi
Mo — KL (1 N 721: h2 4 47 +4185(:Lnj 2n?2 4 15223 + 760220;02?;0712 +193n3 h6> Lo . (10.5.5.16)

Za poprecnu silu uz lezaj i na ovaj nacin slijedi da je jednaka sili K.

10.5.2. Proracun kriti¢ne sile

Primjer 10.5.6. Konzolna greda

Proracun kriticne sile za konzolnu gredu prikazat ¢emo uzimanjem grede kao jednog kona¢nog elementa
duljine L. Za konzolnu gredu duljine L i krutosti na savijanje ET i uvrstavanjem rubnih uvjeta za upeti
lezaj slijedi matrica krutosti sustava

_ h3sinh h?%(—1+cos h)

EI L3 L2

K= - (10.5.6.17)
—2+2cosh+ hsinh h?(—14cosh)  h(hcosh—sinh)
L2 L
Determinanta matrice sustava konzolne grede kao jednog konacnog elementa iznosi
EI)?h* h

det K = —ED o8 (10.5.6.18)

Lt  —242cosh+ hsinh’

i jednaka je nuli kad je cosh = 0. Jednostavno slijedi da je h¢rip = 5, a kriticna sila i duljina izvijanja za
konzolnu gredu iznose
EIh? _EI 2

Herip = 12 A2

Li=2L. (10.5.6.19)
Primjer 10.5.7. Slobodno oslonjena greda

Proracun kriticne sile za slobodno oslonjenu gredu isto mozemo prikazati uzimanjem grede kao jednog
elementa duljine L. Za slobodno oslonjenu gredu duljine L i krutosti na savijanje ET i uvrStavanjem
rubnih uvjeta za upeti lezaj slijedi matrica krutosti sustava

h(hcosh —sinh) h(sinh — h)

EI L L (10.5.7.20)
—2+2cosh+ hsinh h(sinh — h) h (hcos h — sin h) o
L L

Determinanta matrice sustava slobodno oslonjene grede kao jednog konacnog elementa iznosi

(EI)?h? cos%
det K = — , 10.5.7.21
L? hCOS%*QSin% ( )

i jednaka je nuli kad je cosh/2 = 0. Jednostavno slijedi da je he.;x = 7, a kritiéna sila i duljina izvijanja
za slobodno oslonjenu gredu iznose

EIW®  EIr?

Hcrit = 12 12

. Li=L. (10.5.7.22)

Primjer 10.5.8. Obostrano upeta greda

Za obostrano upetu gredu nije moguce provesti proracun s gredom kao jednim kona¢nim elementom
jer uvrstavanjem rubnih uvjeta slijedi da je matrica sustava jednaka nul-matrici. Obostrano upetu gredu
duljine L i krutosti na savijanje ET moramo podijeliti na dva jednaka konacna eleenta duljine L/2.
Uklapanjem pripadnih elementarnih matrica krutosti svakog kona¢nog elementa i uvrstavanjem rubnih
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uvjeta za obostrano upetu gredu, w(0) = 0, ¢(0) = 0, w(L) = 0, ¢(L) = 0, slijedi matrica krutosti

sustava,
2h3'SLl O
EE
K — 2ET (10.5.8.23)
—4+4cn + hsa ( h )

2 2 2h Ecﬁ_sﬁ

0 2 2
L

Determinanta matrice sustava obostrano upete grede podijeljene na dva jednaka kona¢na elementa iznosi

4(ET)?h* (hcosh — 2sin ) ctg 2

L1 (hcos%félsin%)2

det K = —

: (10.5.8.24)

i jednaka je nuli kad je ctgh/4 = 0. Jednostavno slijedi da je ..+ = 27, a kriti¢na sila i duljina izvijanja
za, obostrano upetu gredu iznose

EIh?,, AEIxT?
Herie = =3 t = o Li=L/2. (10.5.8.25)

Primjer 10.5.9. Jednostrano upeta greda

Proracun kriti¢ne sile za jednostrano upetu gredu prikazat ¢emo uzimanjem grede kao jednog konacnog
elementa duljine L. Za jednostrano upetu gredu duljine L i krutosti na savijanje EI, uvrStavanjem rubnih
uvjeta za upeti lezaj slijedi matrica krutosti sustava, zapravo skalarna vrijednost zbog sprijecenih svih
pomaka osim zaokreta jednog lezaja,

_ EI h(hcosh—sinh)
" L —2+42cosh+hsinh

(10.5.9.26)

Kritiécnu vrijednost uzduzne karakteristike dobijemo kad prethodnu skalarnu vrijednost, (10.5.9.26), iz-
jednacimo s nulom. Skalarna vrijednost jednaka je nuli kad je hcosh —sin h = 0. Jednostavno slijedi da
je herip = 4.49341 = 1.43037 ~ /27, a kriti¢na sila i duljina izvijanja za jednostrano upetu gredu iznose

EIN2, 2046EIr* 2EIx?
Herit = =5 = =03 T~ L;T . L; = 0.699156L ~ Lv/2/2 . (10.5.9.27)

Primjer 10.5.10. SloZena konzolna greda

Promatramo slozenu konzolnu gredu duljine L, s promjenom krutosti na savijanje u sredini duljine
grede, (Slika 10.5.10.1). Od lezaja do sredine raspona greda je krutosti na savijanje 2EI, a od sredine
raspona do slobodnog ruba greda je krutosti na savijanje EI. Potrebno je odrediti kriti¢nu silu za zadanu
slozenu gredu.

2E1 EI

-«

!
H

L2 L2

<+“——re4—>

Slika 10.5.10.1: Slozena konzolna greda

Zbog promjene krutosti na savijanje u sredini raspona gredu nuzno moramo podijeliti na dva konaéna
elementa L/2. Za svaki dio grede mozemo izracunati pripadnu uzduznu karakteristiku i izraziti pomocéu

©, ® 6

Slika 10.5.10.2: Podjela grede na dva konacna elementa

jedinstvene uzduzne karakteristike h,

By = L S = (10.5.10.1)
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Nakon toga slijede pripadne elementarne matrice krutosti svakog dijela grede u lokalnom koordinatnom

h h _ _
sustavu, uz supstitucije za jednostavniji zapis matrica, Chp =COS3, Sn = = sin g, C2ilf cos 2\/57 S ;L =
sin 2\[,

h®s p h2<17c h > h3s h h2<17c h >
2V32 2V2 2V32 2V2
V213 L? V2L3 2
h2<1—c h ) h2c j, —2V2hs 5 h2<1—c h > 2v/2hs 5, —h?
2v2 2V2 2V2 _ 2V2 2v2
2V2ET L2 2L L2 2L
Ki—2 = )
4\/5(0 h >+h$ h R3s h2<17c n ) h3s 4, h2<lfc I8 )
2v2 V2 _h_ _h_ _h_
2v?2 _ 2V2 _ 2V2 _ 2V32
V2L3 L2 V2L3 2
h2<1—c h ) 2v2hs 5, —h? h,2<1—c h > h%c , —2/mhs 5
2v2 2V2 _ 2V2 2v2 2V2
L L2 2L L2 2L J
(10.5.10.2)
i h3 h? h3 h? ]
—frey (1) 7% A
h? h (h h? h(h
ser | B0me) B0epe) —i () —2(5-0)
Kyg = ————— . (10.5.10.3)
—4+4cp +hsn )3 n2 1 n3 n2 1
(1) —E(h-sy) B (-ey) 2(bey—sy)
Tz (1l—cn -7 (5 —sn - (1l—cn F(5¢ch —5sn

Uklapanjem elementarnih matrica krutosti i uvrstavanjem rubnih uvjeta zadane slozene konzolne grede,
wy = 0, ¢1 = 0, slijedi matrica sustava. Determinanta matrice sustava iznosi
h )

( ) —2sin 2 ( 2
)
(10.5.10.4)

(hcosf —4sin 2 ) (
i jednaka je nuli kad je heqir = 2.03334 = 0.6472327. Kriticna sila i duljina izvijanja za slozenu konzolnu
gredu iznose

h
(EI)*h8 csc % €os 3
I8

det K =

EIR, 042EIx?
Hopip = =8t = == L= 1545L . (10.5.10.5)

Primjer 10.5.11. SlozZena slobodno oslonjena greda

Promatramo slobodno oslonjenu gredu duljine L, s promjenom krutosti na savijanje u sredini duljine
grede, (Slika 10.5.11.1). Od pocetnog lezaja do sredine raspona greda je krutosti na savijanje 2EI, a
od sredine raspona do krajnjeg lezaja je krutosti na savijanje EI. Potrebno je odrediti kriticnu silu za
zadanu slozenu gredu.

2E]1 ETI

= 2y
L)2 L)2

Slika 10.5.11.1: Slozena slobodno oslonjena greda

Zbog promjene krutosti na savijanje u sredini raspona gredu nuzno moramo podijeliti na dva konacna
elementa duljine L/2. Za svaki dio grede mozemo izracunati pripadnu uzduznu karakteristiku i izraziti

O @ ®

X AN

Slika 10.5.11.2: Podjela grede na dva dijela
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pomocu jedinstvene uzduzne karakteristike h,

H(L)? h H(L)? &
h1_2 = = —, h2_3 = = — .
2E1 2v/2 EI 2

Elementarne matrice krutosti za svaki dio jednake su kao u prethodnom zadatku. Uklapanjem ele-
mentarnih matrica krutosti i uvrstavanjem rubnih uvjeta, w; = 0, w3z = 0 slijedi matrica sustava.
Determinanta matrice sustava iznosi

(10.5.11.1)

det K =

sin — sin ——

4 42"

i jednaka je nuli kad je h¢pie = 3.57986 = 1.139527, a kriticna sila i duljina izvijanja za slozenu konzolnu
gredu iznose

8(EI)*h7 csc 2 h . h
76 (hcos4 — 4sin >

i (10.5.11.2)

EIRZ,;,, 13EIr?
Heip = =3 = —5—» Li=088L. (10.5.11.3)

Primjer 10.5.12. Translatorno nepomicni okvir

Promatramo zadani translatorno nepomi¢ni okvir, (Slika 10.5.12.1). Krutosti grede i stupa na sav-
ijanje su jednake i iznose FI. Potrebno je odrediti kriticnu silu za stup zadanog okvira. Na zadanom

)

ET
EI L

L

+—>

Slika 10.5.12.1: Zadani translatorno nepomic¢ni okvir

okviru definiramo lezajne ¢vorove i ¢vor spoja stupa i grede. Elementarna matrica krutosti stupa, uz

)
® ©

O,

Slika 10.5.12.2: Podjela okvira

definiranu pripadnu uzduznu karakteristiku h, jednaka je

I h3sinh h2 (=1 + cosh) h3sinh h2 (—1+cosh) ]
E 2 L3 oz
h%2(—1+cosh) h(hcosh—sinh) h%(—1+ cosh) h (h —sinh)
EI L? L L2 L
K = Scosh  hsinh : :
—2+2cosh+ hsin h3sinh h? (=1 + cosh) h3sinh h? (=1 + cosh)
L3 L2 LB L?
h2? (=1 + cosh) h (h —sinh) h?(—=1+cosh) h(hcosh —sinh)
L L2 L L2

(10.5.12.1)
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Elementarna matrica krutosti grede jednaka je, (Hgreda = 0),
B [EF]("‘) [EF](E)
j%0) 0 0 -~ 0 0
0 12[E1)®) _e[En) 0 _12(E0)® 6[EI])®
L(e)3 L(e)? L(e)3 L(e)?
0 _e[E1)® 4[E1© 0 6[EI 2[EI)®)
L2 L) L()? L(e)
K© = (10.5.12.2)
[EF]© [EF](©)
- 0 0 70 0 0
0 _12[EN 6[E1](®) 0 12[E1](®) 6[E1](¢)
()3 L(e)? ()3 L()?
0 _6[BI)® 2(E1)(®) 0 6[E1)(©) 4[EID))
L L2 L() L2 L(e)

Nakon transformacije matrice krutosti stupa u globalni koordinatni sustav, kinematicke kondenzacije
matrice krutsoti sustava i uvrStavanjem definiranih rubnih uvjeta, matrica krutosti sustava skalarna je
vrijednost,

_ EI h(hcosh —sinh) 4ET

= . 10.5.12.3
L 72+2cosh+hsinh+ L ( )

Izjednacavanjem dobivene vrijednosti s nulom slijedi h..;; = 5.328888 = 1.696237. Kriticna sila i duljina
izvijanja stupa zadanog translatorno nepomicnog okvira iznose

EIh?,,  288EIr?
Heyp=—p3= =75 Li=059L. (10.5.12.4)

Primjer 10.5.13. Translatorno pomicni okvir - sila na jednom stupu

Promatramo zadani translatorno pomicni okvir, (Slika 10.5.13.1). Krutosti grede i stupova na savijanje
su jednake i iznose FI. Potrebno je odrediti kriti¢nu silu za stup zadanog okvira. Na zadanom okviru

)
EI
Bl EI| L

L

+— >

Slika 10.5.13.1: Zadani translatorno pomi¢ni okvir

definiramo lezajne évorove i ¢vorove spoja stupova i grede. Elementarna matrica krutosti lijevog stupa,

7|
® ©

OO

Slika 10.5.13.2: Podjela okvira
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uz definiranu pripadnu uzduznu karakteristiku A, jednaka je

I h3sinh h2 (=1 + cosh) h3sinh h2 (—1+cosh) ]
E L L3 oz
7h2 (=1+cosh) h(hcosh—sinh) h%(—1+ cosh) __h(h—sinh)
EI L? L L? L
Kt = Scosh + hsinh : :
—2+2cosh+ hisin h3sinh h2 (=14 cosh) h3sinh h2 (=1 + cosh)
L3 L2 LB L?
h2 (=1 + cosh) h (h —sinh) h?(=1+cosh) h(hcosh —sinh)
L L2 L L2 J
(10.5.13.1)

Elementarne matrice krutosti grede i desnog stupa jednake su, (uzduzne sile u gredi i desnom stupu
jednake su nuli),

B [EF](C) [EF](E)
L(e) 0 0 A 0 0
0 12[E1)© _6[EI)® 0 _12[en)®  e[EI]
L(e)3 L(e)?2 L(e)3 L(e)?
0 _6[EI® 4[ET)® 0 6[E1)(¢) 2[E1)(©)
L(e)? L(e) L(e)? L)
K — . " . (10.5.13.2)
[EF]© [EF]©
O] 0 0 L 0 0
0 _12[ED)® 6[EI1]®) 0 12[E1](®) 6[E1](®)
L(e)3 L(e)? L(e)3 L(e)?
0 _6[ED 2[E1](®) 0 6[E1](®) 4[E1)®)
L L(e)2 L() L(©)?2 L)

Nakon transformacije matrice krutosti stupova u globalni koordinatni sustav, kinematicke kondenzacije
matrice krutsoti sustava i uvrstavanjem definiranih rubnih uvjeta, matrica krutosti sustava glasi

12 h®sin h h%(—1+cosh) 6
L3 L3(—2+2cos h+hsinh) L2(—2+2cos h+hsinh) L2
K=FI h?(—1+cos h) 4 + h(h cos h—sin h) 2 (105133)
L2(—2+2cos h+hsinh) L L(—242cos h+hsin h) L
6 2 8
L2 L L

Izjednacavanjem determinante matrice sustava s nulom slijedi Ao = 3.81916 = 1.2167. Kriticna sila i
duljina izvijanja stupa zadanog translatorno pomic¢nog okvira iznose

EIh?, 1ATSEIx’
Hepiy = =57 = =13 T L;=08226L. (10.5.13.4)

Primjer 10.5.14. Translatorno pomicni okvir - sila na oba stupa

Promatramo zadani translatorno pomic¢ni okvir, (Slika 10.5.14.1). Krutosti grede i stupova na savijanje
su jednake i iznose FI. Potrebno je odrediti kriticnu silu za stup zadanog okvira pomocu matrice
krutosti okvira dobivene inzenjerskom metodom pomaka. Na zadanom okviru definiramo lezajne ¢vorove

ET
EI EI L

L

+—>

Slika 10.5.14.1: Zadani translatorno pomié¢ni okvir

i ¢vorove spoja stupova i grede. Elementarne matrice krutosti stupova, uz definiranu pripadnu uzduznu
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OO

Slika 10.5.14.2: Podjela okvira

karakteristiku h, jednake su

[ h3sinh h2 (—1+ cosh) h3sinh h? (=1 +cosh) ]
E L L3 2
_h2 (=1+4cosh) h(hcosh—sinh) h?(—1+cosh) __h(h—sinh)
EI L? L L? L
Kk = cosh + hsink
—2+2cosh+ hsin h3sinh h2 (=14 cosh) h3sin h h2 (—1+ cosh)
L3 L? LB L2
h? (=1 + cosh) h (h —sinh) h?(=1+cosh) h(hcosh —sinh)
L L2 L L2 J
(10.5.14.1)

Elementarna matrica krutosti grede jednaka je, (uzduzna sila u gredi jednaka je nuli),

[EF](E> [EF](Q)
L(e) 0 0 ) 0 0
0 12[EN© 6B 0 _12[EN® glEI
L3 L2 L(e)3 (e)?2
0 _e[E1)® 4[E1)®) 0 6[E1](¢) 2[E1](¢)
L(e)?2 L(e) L(e)Z2 L(e)
K = . . . (10.5.14.2)
[EF]© [EF]©
IO 0 0 © 0 0
0 _ 12[EI]‘("‘) 6[E1}f“> 0 12[E1)©) 6[E1](¢
L(e)3 L(e)? ()3 L()?
0 _6[EI 2[E1](®) 0 6[E1](¢) 4[EI)®)
L L(e)? L(e) L(e)? L(e)

Nakon transformacije matrice krutosti stupova u globalni koordinatni sustav, kinematicke kondenzacije
matrice krutsoti sustava i uvrstavanjem definiranih rubnih uvjeta, matrica krutosti sustava glasi

h3sinh h?(—1+cos h) h?(—1+cos h)

_2L3(72+2 cos h+hsin h) L2?(—2+2cos h+hsinh) L2?(—2+2cos h+hsinh)
_ h?(—1+cos h) 4 h(h cos h—sin h) 2
K=El'| Darscoshihsmh) L+ L(—22coshihsinh) 7 (10.5.14.3)

h%(—14-cos h) 2 4 + h(h cos h—sin h)
L?(—2+2cos h+hsinh) L L L(—242cos h+hsin h)

Izjednacavanjem dobivenog koeficijenta s nulom slijedi h.p¢ = 2.71646 = 0.8646767. Kriticna sila i
duljina izvijanja stupa zadanog translatorno pomicnog okvira iznose

EIN?,,  0.748EIx?
Hepip = =5 = 07 ig T Ly=11565L . (10.5.14.4)

Primjer 10.5.15. Translatorno pomicni okvir - sila na oba stupa - simetrija

Promatramo zadani translatorno pomicéni okvir, (Slika 10.5.14.1), iz prethodnog zadatka. Zadatak
rijeSiti simetrijom u svrhu pokazivanja da u nelinearnom proracunu ne vrijedi simetrija. Promatramo
samo dio okvira do osi simetrije uz primjenu pravila za simetricne konstrukcije, zaokret i poprecna sila
u osi simetrije jednaki su nuli. Jedina nepoznanica je kut zaokreta ¢vora spoja grede i stupa. Uzduzna
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o[
o

Slika 10.5.15.1: Izdvojeni dio - simetrija

sila u stupu jednaka je sili H §to znaci da je uzduzna karakteristika stupa h = HE—LIZ Izrazi za pripadne
momente stupa i grede u ¢voru 2 glase
EI h(hcosh —sinh) 2ET
My = — Moz = — o . 10.5.15.1
AT T 9 2cosh+ hsinh 72’ 23 L 7 ( )

Jednadzba ravnoteze ¢vora 2 daje izraz

EI h(hcosh —sinh) 2E1
= —0 10.5.15.2
I 2+ 2coshthsmn L |27 ( )

Sto znaci da je matrica sustava zapravo skalarna vrijednost. Izjednacavanjem dobivenog koeficijenta s
nulom slijedi he.;+ = 5.01819 = 1.597347. Kriti¢na sila i duljina izvijanja stupa zadanog translatorno
nepomicong okvira iznose

EIR?.,,  2.55EIn?
Hop = =58t = 2202 L= 063L . (10.5.15.3)

Dobiveno rjesenje u potpunosti je razli¢ito od stvarnog rjeSenja $to jasno ukazuje da kod nelinearnog
proracuna ne mozete promatrati manje dijelove konstrukcije do osi simetrije nego konstrukciju u cjelini
kako je i zadana.

10.6. Zadaci

U zadacima je potrebno za zadane tla¢no optereéene grede odrediti progibe i momente u karakter-
isticnim tockama (u sredini raspona, ispod sila, na lezajevima, u tockama promjene krutosti, ...) za
razli¢ite vrijednosti uzduzne karakteristike grede te kriticnu silu.

Zadatak 10.6.1. Zadatak 10.6.3.
I S S T | &
| L | L
—> «— —> —> - —>
g v oopr gr Tgoo® g v oopr gl Tmoo®
Zwl L/2 L/2 ZWJ L/2 L/2
Zadatak 10.6.2. Zadatak 10.6.4.
I S T | &
H 2FT EI —H z H 2FT EI —H z
Z,wl L/2 L/2 Zﬂvl L/2 L/2
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Zadatak 10.6.5. _ Zadatak 10.6.12.
\ v v v | q L ¥  ]4
P n P =
H EI 2 — H H EI 2 — H
z,wl L/2 L/2 val L/2 L/2
4+——ret P <4+
Zadatak 10.6.6. Zadatak 10.6.13.
VK !
R e . AT
H EI 2 — H H 2FT ElI — H
z,wl L/2 L/2 z,wl L/2 L/2
Zadatak 10.6.7. Zadatak 10.6.14.
L v 14 L v J4q
H 2FT EI —H r H EI 2B — H 7
z,wl L/2 L/2 z,wl L/2 L/2
Zadatak 10.6.8. _ Zadatak 10.6.15.
I T I T
|
g A e -
H 2FT FI —H H 2FT ElI — H
z,wl L/2 L/2 z,wl L/2 L/2
Zadatak 10.6.9. _ Zadatak 10.6.16.
VK VK
H 2B1 EI =H © H EI Ty =
z,wl L/2 L/2 Z,w L/2 L/2
Zadatak 10.6.10. _ Zadatak 10.6.17.
[ T
! VKK
| L | L
gV oEr gr Tw @ H EI H 7
z,wl L/2 L/2 val L/3 L/3 L/3
Zadatak 10.6.11. Zadatak 10.6.18.
! VE LK
| r T AN PAN T
H 2FT EI H H EI H
z,wl L/2 L/2 z,wl L/3 L/3 L/3
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Zadatak 10.6.19. _ Zadatak 10.6.20.
VKK vk Tx
H EI = H X H EI = H x

|
I
ZU’l L/3 L/3 LJ3 z,wl L/3 L/3 L/3
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A Koordinatni sustavi

A1l. Osnovni koordinatni sustavi na pravcu, u ravnini i prostoru

Standardni (Kartezijev) koordinatni sustav u jednoj dimenziji, na pravcu, koordinatna je os z. U
ravninskim slucajevim standardna su dva koordinatna sustava, ravnina razapeta osima x i z ili ravnina
razapeta osima x i y, (Slika A1.1).

Slika A1l.1: Koordinatni sustavi u ravnini

U prostornim sluc¢ajevima standardna su dva desno orijentirana koordinatna sustava prikazana na Slici
A1.2. Jednadzbe grednih nosaCa u ravnini zapisivane u koordinatnom sustavu gdje je ravnina razapeta

Y
Y r o, x
z

Slika A1.2: Koordinatni sustavi u prostoru

osima x i z, a vektor momenta je tada uvijek u smjeru osi y. Tezisna os grede definirana je kao os x, os
z je okrenuta u smjeru djelovanja gravitacije. Ako ravninu zz na taj nacin definiramo, os y uvijek slijedi
od promatrane ravnine prema promatracu, (Slika A1.3).

Y

Slika A1.3: Koordinatni sustav za jednadzbe grednih nosaca

A2. Koordinatni sustavi na pravcu

Standardni (Kartezijev) koordinatni sustav u jednoj dimenziji koordinatna je os z. Zbog moguénosti
jednostavnijeg zapisa jednadzbi na jednodimenzionalnim konaénim elementima duljine L(¢) koristi se i
prirodni koordinatni sustav £ definiran uz transformaciju

T
Ocito slijedi obrnuta relacija z = L(®)¢ i pripadni diferencijalni odnos
1
dg = mdx . (A22)

A3. Koordinatni sustavi dvodimenzionalnih rubnih zadaca
A3.1. Standardni koordinatni sustavi za trokutne konac¢ne elemente

Promatramo proizvoljni trokut (AT1T>T3) u opéem polozaju u standardnom (Kartezijevom) koor-
dinatnom sustavu zy, (77 = (x1,y1),T> = (22,y2), T3 = (x3,y3). Takav trokut mozemo preslikati na
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jedinicni jednakokracéni pravokutni (katete duljine 1) trokut (AV;V,2V3) u koordinatnom sustavu &£,
(Vi1 =1(0,0),Va = (1,0), V53 = (0, 1). Izmedu tocaka oba trokuta vrijede relacije

A A
Y n
T3
Y3 —
Vs
1 =
Yo — 15
Y1
T
T T T > =
0 T 0
x1 T3 T2 Vi 1 V2 ¢

Slika A3.1: Trokut u koordinatnim sustavima zy i £n

r = x4+ (v2 —21)€+ (w3 —71)7,
y = 1+ @—y)é+ (ys —vi)n, (A3.1)
§ = llz—2)(ys—v1) — (y—w1)(xz —x)] /],
n = [—y)(we—z1) = (@—z1)(y2 —91)] /J (A3.2)
pri ¢emu je J, Jacobian, jednak
9z Oy .
J = |9 ¢ _|T2—T1 Y2— U1
g% %Z L3 —T1 Y3 — Y1
= (2 —z1)(ys —y1) — (@3 —21)(y2 —v1) (A3.3)
Izmedu koordinatnih sustava postoji veza diferencijala
dzdy = Jdé&dn . (A3.4)
Potrebne parcijalne derivacije po x i y mozemo izraziti preko parcijalnih derivacija u sustavu &n
Wy = w.ﬁgw + Wy
Ys — Y1 Y2 — Y1
wy = wey + wyly
Irs — T1 To — I

A3.2. Povrsinski koordinatni sustavi za trokutne konaéne elemente

Proizvoljni trokut (AT172T5) u ravnini 2y mozemo promatrati i u povrsinskom koordinatnom sustavu
L1LsL3. Koordinate tocaka u povrSinskom koordinatnom sustavu definirane su kao omjeri plostina
pripadnih dijelova trokuta nasuprot svakog vrha trokuta i plostine cijelog trokuta. Proizvoljna tocka
T(x,y, z) u povrsinskom koordinatnom sustavu ima koordinate

1

F

Ly = fl =5F [(z2ys — z3y2) + (Y2 — y3) + y(x3 —22)] | (A3.7)
F 1

L, = FQ =57 [(z3y1 — z1y3) + 2(ys — y1) + y(z1 — a3)] | (A3.8)
F 1

Ly = FS = S5F [(x1y2 — z211) + 2(y1 — y2) +y(z2 — 21)] (A3.9)
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T3
o T
Ty
Slika A3.2: Trokut u povrsinskom koordinatnom sustavu
gdje je F' povrsina trokuta,
1 1 r1 W
F= 5 1 o Y| , (A310)
I z3 ys
a pripadni dijelovi povrsina
oy 1 boTom LI
Fi=—-11 zo wy| ,Fh==|1 = yl|,F3==|1 x5 s (A3.11)
2 2 2
1 x5 ys3 Iz s Iz vy
Ocito da za svaku tocku trokuta vrijedi
Li+Ly+Ls=1, (A3.12)
i slijedi relacija izmedu koordinata u standardnom i povrsinskom koordinatnom sustavu,
r = $1L1 + $2L2 + 1‘3L3
’ A3.13
y= wyili+y2Lo+ysLls. ( )
Relacije, (A3.12) i (A3.13), mozemo zajednicki napisati u obliku
1 11 Iy
| = |z1 xo x3| | L2 (A3.14)
Yy Y1 Y2 ys]| |Ls

Posljedica odnosa (A3.12) je da su zapravo neovisne samo dvije koordinate, uvijek mozemo jednu koor-

dinatu izraziti pomocu ostalih koordinata,

Lizl_Lj_Lka i,j,k=1,2,3, Z#J#k

(A3.15)

Ta ¢injenica je bitna za proracun Jacobian kod transformacije koordinata u podintegralnim funkcijama.
Za standardne koordinate iskazane preko povrsinskih vrijedi

€T =
y =

x1L1 + 2oLy + x3(1 — L1 — Lo) =
y1L1 4+ yoLlo +ys(1 — L1 — Ly) =

Za podintegralnu funkciju tada vrijedi supstitucija

ox Oy

OLy OLy T, — T3
dl‘dy = JdL]dL2 =\ oz oy dleL2 =

0Ly 0Ly

Y1 — Y3

T2 — I3

dLydLy = 2F AL dL, .

Y2 — Y3

(l‘l — $3)L1 + (332 - Z‘S)LQ + 3,
(y1 —y3) L1 + (y2 —x3)La + 3 .

(A3.16)

(A3.17)
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Slika A3.3: Karakteristi¢éne koordinate u povrsinskom koordinatnom sustavu

Za tocke na stranici trokuta T;T}, nasuprot ¢vora T; vrijedi L; = 01 L; + L, = 1. Za tocke na duzini
paralelnoj stranici trokuta 757}, vrijedi L; = const. i jednako je omjeru udaljenosti vrha T; do duzine
paralelne stranici 7;7}, i udaljenosti do stranice T;T}, (Slika A3.3).

Izmedu povrsinskih koordinata i koordinata u sustavu &n vrijede relacije

L1:1—§—7’],L2257L3:’ﬂ. (A318)

A3.3. Koordinatni sustavi za pravokutne konacéne elemente

Pravokutnik, duljina stranica a i b, u opéem polozaju u standardnom (Kartezijevom) koordinatnom
sustavu xy mozemo transformirati na jedini¢ni kvadrat u koordinatnom sustavu £7. Izmedu tocaka unutar

A

Y

o ®» o ®

"0 @

| | > . IS
’ Tp acp—l—ax 0 @ @1 ¢

Slika A3.4: Pravokutni konac¢ni element u koordinatnim sustavima zy i &n

elemenata vrijedi odnos

E=(@—ap)fa , n=(y—yp)/b, (A3.19)
r=xp,+al , y=y,+0bn. (A3.20)
Jacobian transformacije glasi
ox ox
E) on a 0
J= gg ag’: 0 b’:ab. (A3.21)
€ On

Za jednostavniji prikaz funkcija oblika na pravokutnom kona¢nom elementu, pravokutni kona¢ni ele-
ment mozemo prikazati u prirodnom koordinatnom sustavu u dvije dimenzije, u sustavu & pri ¢emu su
&, n € [—1,1], a teziste pravokutnika je u ishodistu koordinatnog sustava. Transformacija pravokutnika sa
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Q)

-1

©)

1]
il

Slika A3.5: Pravokutni konac¢ni element u koordinatnim sustavu &n, &, n € [—1,1]

stranicama duljine a i b iz standardnog koordinatnog sustava u prirodni koordinatni sustav slijedi prema

2r —a 2y — b
£= = -
a b
ab

Jacobian transformacije kod ove transformacije iznosi 7.

(A3.22)

A4. Volumenski koordinatni sustav za tetraedarske konac¢ne elemente

Proizvoljni tetraedar (T77>T37y) u prostoru zyz mozemo promatrati i u volumenskom koordinatnom
sustavu Ly Lo L3 L4. Koordinate to¢aka tetraedra u volumenskom koordinatnom sustavu definirane su kao
omjeri volumena pripadnih dijelova tetraedra nasuprot svakog vrha tetraedra i volumena cijelog tetraedra.
Proizvoljna tocka T'(x,y, z) u volumenskom koordinatnom sustavu ima koordinate

T3

T,

Slika A4.6: Tetraedar u volumenskom koordinatnom sustavu

\% 1
Li = — = [(x2ys — w3y2) + x(y2 — y3) + y(as — x2)] , (A4.23)
VvV 2F
V 1
Ly = —2=— [(xsyr — z1y3) + z(ys —y1) + y(21 —23)] , (Ad.24)
vV 2F
V- 1
Ly = 2 =—l(mgo—ay1) +x(yn —y2) +y(z2 —21)] , (A4.25)
vV 2F
Vi 1
Ly = —==— [(#1y2 — z2y1) + 2(y1 — y2) + y(22 — 21)] , (A4.26)
vV 2F
gdje je V volumen tetraedra,
1 21 y1 =
1|1 To Y2 22
V=_ A4.27
61 x3 ys 23 ’ ( )
1 Ty Yg 24
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a pripadni dijelovi volumena, (V; je volumen tetraedra (T'7;7T31;),7 = 1,2,3,4),

1 =z y =z I 1 o=z
1 =z z 1 =z z
_1 2 Y2 22 _1 Y
Vi=s 1 x3 y3 =z3]° V2=5 1 x3 w3 =23’
1 24 ys 2 1 24 ya 2
(A4.28)
I oy oy o= 1z oy o=
1 =z z 1 =z z
_1 2 Y2 22 _1 2 Y2 22
V=35 1 = y =z|’ Vai=3 1 23 y3 23|’
1 x4 ys4 24 1 =z vy =z
Ocito da za svaku tocku tetraedra vrijedi
Li+Lo+Ls+Ls=1, (A4.29)

i slijedi relacija izmedu koordinata u standardnom i volumenskom koordinatnom sustavu,

x= x1L1+x9Llo+ 2303+ 24Ls,
Yy = ylLl —+ y2L2 + y3L3 =+ y4L4 . (A430)
z = ZlLl -+ ZQLQ —+ 23L3 + Z4L4 .

Relacije, (A4.29) i (A4.30), mozemo zajednicki napisati u obliku

1 11 1 11
x 21 X9 x3 x4| | Lo

= . A4.31
Yy y1 Y2 ys y4| |Ls ( )
z z1 oz zg3 24| | Ly

Posljedica odnosa (A4.29) je da su zapravo neovisne samo tri koordinate, uvijek mozemo jednu koordinatu
izraziti pomocu ostalih koordinata,

Li=1—L;—Lp—Lyi,j k1 =1234i4j4k#m . (A4.32)

To je bitno za prora¢un Jacobian kod transformacije koordinata u podintegralnim funkcijama. Za stan-
dardne koordinate iskazane preko volumenskih vrijedi

x = x1Ly+a9ly+a3ls+x4(1 — Ly — Ly — L)
= (1 —x4)L1 + (w2 —24) Lo+ (w3 — 24) L3 + 24,
y = wyili+y2lo+ysls+ys(l—Ly — Lo — L) (A4.33)
= (1 —ya)L1 + (y2 —ya) Lo+ (y3 — ya) Lz + ya , ’
z = Z1L1 —|—22L2 —|—2’3L3—|—Z4(1 —L1 —L2 —L3)
= (21 — Z4)L1 —+ (22 — Z4)L2 —+ (23 — Z4)L3 —+ z4 .
Za podintegralnu funkciju tada vrijedi supstitucija
Oz Oy 9z
8L, 0L, 0L
dedydz = JdLidLydLs = |F5  S&  F2|dLidLedLs
ox Jy Iz
dL; OLs OLs
Ty — T4 T2 — T4 T3 — T4
= Y1 — Ya Yo — Ya Y3z — Ya dleLQdLg = 6V(e)dL1dL2dL3 . (A434)

R1 T R4 2T 24 2324

Za tocke na bridovima tetraedra TTJ vrijedi Ly, = Ly, = 01 L; + L; = 1. Za tocke na stranicama
tetraedra AT;T},1;, nasuprot ¢vora T; vrijedi Ly = 01 L+ Ly + L; = 1. Za tocke u ravninama paralelnim
ravnini trokuta AT;T}1; vrijedi L; = const. i jednako je omjeru udaljenosti vrha T do ravnine paralelne
ravnini trokuta AT;T}T; i udaljenosti do ravnine trokuta AT;7T}T;.
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B Osnovni pojmovi matriéne algebre

B1l. Notacija

Skalarne vrijednosti iskazivat ¢emo malim ili velikim obi¢no otisnutim slovom, npr. progib w, modul
elasti¢nosti . Vektore prikazujemo malim, masno otisnutim slovom, npr. vektor nepoznatih pomaka w ili
vektor ¢vornih optere¢enja q. Komponente vektora prikazivat ¢emo pripadnim malim, obi¢no otisnutim,
slovom istim kao i vektor, uz indeks koji odreduje o kojoj se komponenti vektora radi, npr. w; predstavlja
i-tu komponentu vektora nepoznatih pomaka w. Velikim, masno otisnutim, slovima prikazivat ¢emo
matrice, npr. matrica krutosti K. Clan matrice u i-tom retku i j-tom stupcu bit ée oznacen pripadnim
malim, obi¢no otisnutim, slovom s dvostrukim indeksom, npr. k;; predstavlja element matrice krutosti
K u i-tom retku i j-tom stupcu.

B2. Vektori
B2.1. Geometrijsko i fizikalno znacenje vektora

Neka su A i B dvije tocke u n-dimenzionalnom prostoru R”. Orijentiranu duzinu jﬁ zovemo vektor.
Geometrijsko znacenje vektora je translacijski pomak u prostoru R™, iz tocke A € R™ u tocku B € R™,
v = AB. Fizikalno znacenje vektora je sila na pravcu tocaka A i B ¢iji je iznos jednak duljini vektora.
Duljina vektora je udaljenost tocaka A i B. Smjer (pravac) vektora definiran je pravcem kroz tocke A i

B. Usmjerenje vektora odredeno je definiranjem pocetne i krajnje tocke.

Vektori AB i @ su jednaki ako tocke A,B,D,C (to¢no tim redoslijedom) tvore paralelogram iz ¢ega
proizlazi tvrdnja o jednakosti vektora:
Dva su vektora jednaka ako i samo ako imaju jednake duljine, isti smjer (pravac) i isto usmjerenje.

D
A

Slika B2.1: Jednakost vektora, graficki prikaz

Vektor v dimenzije n (n-dimenzionalni vektor) u prostoru R™ uredena je n-torka realnih brojeva

U1
v = 1):2 = [vl Vg vn]T . (B2.1)
v
Dva su vektora v, w € R" jednaka ako i samo ako su im jednake sve komponente,
v=wsv=w;, i=1,2,...,n. (B2.2)

Duljina (modul) vektora preslikavanja je iz skupa R™ u skup nenegativnih realnih brojeva Rar i definirano
izrazom

R =R, |v] = (B2.3)
Transponirani vektor je vektor zapisan kao redak
vl = [vl vy ... vn} iliv= [vl Vg ... vn]T (B2.4)
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B2.2. Mnozenje vektora skalarom

Mnozenjem n-dimenzionalnog vektora skalarom A € R dobijemo n-dimenzionalni vektor ¢ije su kom-
ponente jednake komponentama zadanog vektora pomnozenim zadanim skalarom,

)\Ul

)\UQ
veR"=AveR" A-v=| . | . (B2.5)

AUy,
B2.3. Zbrajanje vektora

Zbroj dva n-dimenzionalna vektora (rezultanta vektora) jednak je n-dimenzionalnom vektoru ¢ije su
komponente jednake zbroju komponenti zadanih vektora

V1 + wq
Vg + Wo

+:R"xR" - R", v+w= . . (B2.6)
Uy + Wy

Za zbrajanje vektora i mnozenje vektora skalarom vrijede svojstva

A+ p)yv = Av+4puv, (B2.11
Apv) = (Ap)v. (B2.12
Fizikalno, zbroj vektora (sila) je rezultantna sila. Geometrijski, zbroj vektora jednak je dijagonali par-

alelograma razapetog sa zadanim vektorima (pravilo paralelograma), ili postupna translacija iz pocetne
tocke za zadane vektore neovisno o redoslijedu vektora jer vrijedi komutativnost (pravilo trokuta).

v+w = w+v komutativnost, (B2.7)
(v+w)+u = v+ (w+u) asocijativnost, (B2.8)
v+ (-v) = 0, (B2.9)
AVv+w) = Av+aiw, (B2.10)

)

)

Slika B2.3: Zbrajanje vektora, pravilo trokuta

Na isti na¢in mozemo definirati i zbrajanje vise vektora

o
> v
j=1

m o
mo v
j=1

dovi= , (B2.13)
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§to u geometrijskom smislu opet predstavlja postupnu translaciju iz pocetne tocke za zadane vektore
(pravilo poligona).

Slika B2.4: Zbrajanje vektora, pravilo poligona (mnogokuta)

B2.4. Skalarni produkt vektora

Skalarni produkt vektora v i w, oznaka (v, w) ili v - w, definiramo
n
()R XR" =R, (v,w) =Y vw; . (B2.14)
i=1

Vrijednost skalarnog produkta mozemo izracunati i kao
(v,w) = |v]|w|cos £ (v,w), (B2.15)

pri ¢emu je Z (v, w) € [0, 7] kut izmedu vektora.
Skalarni produkt je komutativna operacija, (v,w) = (w,v). Za skalarni produkt vrijedi svojstvo
distributivnosti,

v.-wtu)=v-wt+v-u. (B2.16)

Skalarni produkt moze posluziti i za definiranje okomitosti vektora. Dva vektora v, w # 0 medusobno su
okomita ako i samo ako vrijedi v - w = 0.

Skalarni produkt mozemo primijeniti kod projekcije vektora na proizvoljnu os ili proizvoljnu ravninu.
Neka je eq jedini¢ni vektor proizvoljne osi o . Projekcija vektora v na os o jednaka je

v, =(v-eg)eq. (B2.17)

Graficki projekciju vektora na os odredujemo postavljanjem ravnina okomitih na os kroz vrhove vektora.
Vektor izmedu probodista zadane osi s tim ravninama predstavlja projekciju vektora na os.

Vo /V

Slika B2.5: Projekcija vektora na os
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Neka je n jedini¢ni vektor normale na proizvoljnu ravninu Il . Projekcija vektora v na ravninu II
jednaka je razlici zadanog vektora i njegove projekcije na pravac normale n na ravninu

Vi=v—-va=v—(v-n)n. (B2.18)

Graficki projekciju vektora na ravninu odredujemo postavljanjem pravaca okomitih na ravninu iz vrhova
vektora. Vektor izmedu probodista tih pravaca sa zadanom ravninom predstavlja projekciju vektora na
ravninu.

viI

Slika B2.6: Projekcija vektora na ravninu

B2.5. Vektorski produkt vektora
Vektorski produkt vektora v i w (oznaka v x w) definiramo
i j k
x RIXxR* =R} vxw = |v. v, w, (B2.19)
Wy Wy W,

= (vyw, —v,wy) i+ (v wy — vaw;) j+ (vpwy — vywy) k

Vektorski produkt je vektor okomit na ravninu Il y u kojoj se nalaze vektori koji tvore vektorski produkt,
v x w L Ily . To povlaci da je vektorski produkt okomit na oba vektora koji tvore vektorski produkt
sto znaci da uredena trojka (v, w,v x w), totno tim redoslijedom, tvori desno orijentiranu bazu.

V XW

Slika B2.7: Vektorski produkt

Apsolutnu vrijednost vektorskog produkta mozemo izra¢unati i kao
v x w| = |v||w|sinZ(v,w) |, (B2.20)

§to je povrsina paralelograma koji razapinju vektori v i w ¢ime je definirana duljina vektora koji je dobiven
kao vektorski produkt. Vektorski produkt je antikomutativna operacija, vrijedi jednakost vxw = —wXxv.
Vektorski produkt dva kolinearna vektora jednak je nul-vektoru, odnosno v,w # 0,A € R, w = v
povlaci v x w = 0.

B2.6. MjesSoviti produkt vektora

Mjesoviti (vektorsko-skalarni) produkt vektora v!,vZ v3 definiramo

(vixv?) Vi (R*xR?) -R® =R, (B2.21)
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§to nakon raspisivanja daje

(v1 X v2) v o= (v;vf — vivg) vg + (v;vg — v;vg) vg + (v;vz — vivi) vf
oo ol
= [v2 v v? (B2.22)
8w o
Apsolutnu vrijednost mjesovitog produkta mozemo izracunati i kao
(v1 X v2) v o= (|v1| |v2| sin / (VI,VZ)) |v‘3’ cos / (v1 X v2,v3)
= <|V1| |v2|sin4(v1,v2)) |V3’Sin4(V3,HV17V2) , (B2.23)

pri cemu je Ily1 2 ravnina u kojoj su vektori v!iv2. Geometrijski, mjegoviti produkt predstavlja volumen

paralelopipeda razapetog zadanim vektorima pri cemu je baza paralelogram razapet vektorima koji tvore
pripadni vektorski produkt.

Slika B2.8: Mjesoviti produkt, volumen paralelopipeda

Za mjesoviti produkt vrijede odnosi
(vixv?) vi= (v xv?) vl = (vExvl) VR (B2.24)

Mjesoviti produkt moze posluziti i za definiranje komplanarnosti vektora (vektori se nalaze u istoj ravnini).
Tri vektora v', v2,v3 # 0 su komplanarna ako i samo ako vrijedi (v! x v?) - v¥ = 0.

B2.7. Vektorsko-vektorski produkt vektora

1

Vektorsko-vektorski produkt vektora v!, vZ,v3 definiramo

(v1 X v2) x v (R3 X Rg) x R® — R3,
(VI x v x v = (v v?)vi— (v Vi) v (B2.25)
Geometrijski, vektorsko-vektorski produkt je vektor u ravnini odredenoj vektorima prvog vektorskog
produkta.
B2.8. Derivacije vektora
Vektor deriviramo po skalaru tako da svaku komponentu vektora deriviramo po zadanom skalaru

da da;

RO (B2.26)
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Gradijent vektor je vektor dobiven deriviranjem skalarnog polja po smjerovima
0P
Vo = —e; . B2.27
> e o

Divergencija vektora skalarna je vrijednost dobivena zbrajanjem derivacija komponenti vektora po pri-
padnim smjerovima

6’01'

diva=V . .v= B2.28
iva v i ( )
Laplace skalarnog polja opet je skalarno polje prema izrazu
0%
AP =(V-V)D = — B2.29
v-e=3 (32.29)
B2.9. Linearna nezavisnost vektora
Skup vektora v?,i = 1,...,n je linearno nezavisan ako vrijedi
DAvi=0=X=0,i=1...n, (B2.30)

i=1

odnosno nijedan vektor iz skupa ne mozemo prikazati kao linearnu kombinaciju ostalih vektora.

B3. Matrice
B3.1. Definicija matrice

Matricama reda m X n zovemo organizirane skupove brojeva sa m redaka i n stupaca i piSemo

ail ai12 . A1n
a1 a922 N agn

A = a31 a32 s a3n . (B31)
Am1 Am2 ... Qmnp

Matrice koje imaju jednak broj redaka i stupaca, m = n zovemo kvadratne matrice. Na skupu kvadratnih
matrica mozemo definirati pojam determinante matrice, det A. Determinanta matrice je funkcija defini-
rana na skupu svih kvadratnih matrica, a poprima skalarnu vrijednost. Za kvadratnu matricu reda n
vrijedi razvoj po i-tom retku (Laplaceov razvo]j determinante)

n
det A =) "(=1)7"a;; det Ayj (B3.2)
j=1

pri ¢emu je matrica A,; matrica reda (n —1) x (n — 1), matrica A bez i-tog retka i j-tog stupca. Matricu
kod koje je determinanta jednaka nuli, det A = 0, nazivamo singularna matrica. Matrice za koje vrijedi,
det A # 0, nazivamo regularne matrice.

B3.2. Zbrajanje matrice

Zbroj matrica nova je matrica ¢iji je svaki ¢lan jednak zbroju pripadnih ¢lanova matrica pribrojnika,
C:A+B:>Cij:a7;j+bij. (B33)
Zbrajanje matrica komutativna je i asocijativna operacija,

A+B=B+A, (B3.4)
A+(B+C)=(A+B)+C. (B3.5)
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B3.3. Mnozenje matrica skalarom

Kod mnozenja matrica skalarom, svaki ¢lan matrice pomnozimo skalarom
B =LA = bi]' =k- Qij - (B36)
Mnozenje matrice skalarom komutativna je i distributivna operacija,

kA = Ak (B3.7)
k(A+B)=FkA+kB. (B3.8)

B3.4. Mnozenje matrica

Umnozak matrice A, j i matrice By, ,, matrica je C,, , ¢iji svaki ¢lan matrice dobivamo prema izrazu

C=A-B=cpn=> amibin - (B3.9)
k

Za produkt kvadratnih matrica istog reda vrijedi (Binet-Cauchyjev teorem)
det (AB) = det A - det mathbfB . (B3.10)
Mnozenje matrica asocijativna je operacija,
(A-B)-C=A-(B-C) . (B3.11)

MnozZenje matrica nije komutativna operacija, AB # BA. Za mnozenje i zbrajanje matrica vrijedi
distributivnost

(A+B)C=AC+BC. (B3.12)
B3.5. Transponirana matrica

Transponiranu matricu AT dobivamo zamjenom redaka i stupaca osnovne matrice A,
B= AT = bij = Qjj - (B313)

Determinanta transponirane matrice jednaka je determinantni matrice, det AT = det A. Za operaciju
transponiranja vrijedi
(AB)" =BTAT. (B3.14)

B3.6. Inverzna matrica

Za matricu B kazemo da je inverzna matrici A, B = A~ ako vrijedi
A-B=1. (B3.15)

Regularne matrice su invertibilne matrice, det A # 0. Singularne matrice ne mozemo invertirati. Za
operaciju invertiranja vrijedi
(AB) ' =B 'A"'. (B3.16)

Za inverznu matricu prema Binet-Cauchyjevom teoremu vrijedi

det (A71) = (det A) ™" . (B3.17)

B3.7. Simetricna matrica, dijagonalna matrica

Matricu za koju vrijedi a;; = a;; nazivamo simetri¢na matrica. Za simetri¢ne matrice vrijedi AT = A.
Skup simetri¢nih matrica oznac¢avamo Symm. Simetricnu matricu kod koje su svi vandijagonalni elementi
jednaki nuli, a;; = 0,7 # j, nazivamo dijagonalna matrica. Skup svih dijagonalnih matrica oznacavamo
Diag. Determinanta dijagonalne matrice jednaka je umnosku dijagonalnih elemenata, det A = [T, ai;.
Dijagonalnu matricu kod koje su svi elementi na dijagonali jednaki jedinici, a;; = 1,7 = 1,...,n nazivamo
jedini¢na matrica (reda n) i oznacavamo I ili I,. Dijagonalnu matricu kod koje su svi elementi na dijagonali
jednaki nuli, a;; = 0,7 =1,...,n nazivamo nul-matrica i oznacavamo 0.
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B3.8. Pozitivno definitne matrice

Simetri¢na matrica K je pozitivno definitna ako za svaki proizvoljni vektor v # 0 vrijedi
vIKv > 0. (B3.18)

Kod pozitivno definitnih matrica su sve vrijednosti subdeterminanti pozitivne. Skup simetri¢nih matrica
oznacavamo Symm™.

B3.9. Vrpcaste matrice

Matrice sustava kod metode kona¢nih elemenata imaju veliki broj nula. Suvislom numeracijom
¢vorova moze se posti¢i vizualni izgled matrice kao vrpce pri ¢emu su svi elementi na odredenoj udaljenosti
od dijagonale jednaki nuli,

(B3.19)

oo oO8Rk &8 8 8
OO R B K K88
SOR 8 K8 8 K88
OR 8 K8 K8 8388
88 8 8 8 8 8 ©
88 8 8 8 8 0O
88 8 8 8 oo o
88838 coo o

Clanove matrice mozemo zapisati u obliku
kij=0,zali—j|>meN. (B3.20)

Takve matrice zovemo vrptaste matrice (engl. band matrices). Ako je Sirina donjeg dijela jednaka my,,
a gornjeg dijela m, imamo najvise (m, + 1 + m,) X n elemenata razlicitih od nule. Kod simetri¢nih
matrica Sirina vrpce s obje strane je jednaka, m, i potrebno je spremiti samo n x (m + 1) elemenata
matrice. Umjesto matrice K, x, dovoljno je spremiti matricu V,,, (;m41) uz supstituciju za spremanje
donjeg trokuta matrice

za (Z — j) Z m, ki]‘ i Ui(j,iJrler) 5 (B321)
ili spremanje gornjeg trokuta matrice
za (Z — ]) S m, k” — vj(i—j+1+m) . (B322)

Dijagonala matrice K spremljena je kao zadnji stupac matrice V, ki — v;(my1)-

(B3.23)

8 8 8 8 8 8 8 ©
88 8 8 8 8 oo
88 8 8 8 oo o
88 8 8 ocoooo
88 8 8 8 oo
8 8 8 8 8 8 oo
8 8 8 8 8 8 8 ©
8 8 8 8 8 8 8 8

oo O8R &8 K88
S o OoOR K K8 88
SO RR 8 R KX 88
OR’ ®8K8 R KR8 K88
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(B3.24)
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C Rjesavanje sustava jednadzbi

C1. Egzistencija rjeSenja
Promatramo sustav linearnih jednadzbi, u matri¢nom zapisu,
Kw=gq. (C1.1)

Ako redove ili stupce matrice sustava linearnih jednadzbi promatramo kao vektore, za sustav kazemo da
ima rjesenje ako su redovi ili stupci medusobno linearno nezavisni. Za takav sustav linearnih jednadzbi
matrica sustava je regularna, detK # 0, odnosno postoji inverzna matrica matrice sustava. Sustave
linearnih jednadzbi rjesavamo postupcima eliminacija ili iterativnim postupcima.

C2. Postupci eliminacija
C2.1. Gaussov postupak eliminacija

Najpoznatiji postupak eliminacija rjesavanje je sustava Gaussovim eliminacijama. Kod metode kona¢nih
elemenata posebno je svojstveno da je matrica sustava simetriéna i pozitivno definitna Sto pojednos-
tavljuje postupak Gaussovih eliminacija. Gaussova eliminacija sukcesivno eliminira nepoznanice, u i-tom
koraku eliminira se nepoznanica w; iz jednadzbi j = i + 1,...,n, tako da nakon (n — 1) eliminacija u
posljednjoj jednadzbi jedina nepoznanica ostaje w,. Promotrimo opéeniti sustav n linearnih jednadzbi s
n nepoznanica,

kriwi+  kipwe+  kizwst+ ... Fkinaw, =@
korwi+  koowe+  kosws+ ... thkopwn = qo
karwi+  ksawa+  kazws+ ... +kzpw, =q3 (C2.1)
kpiwi+  kpowo+  kpzws+ ... dkpawn, = qn
U prvom koraku eliminacije definiramo koeficijente
k.
li=-2 i=2....n, (C2.2)
k11
s kojim pomnozimo prvi redak i oduzmemo od i-tog retka ¢ime dobivamo nove ¢lanove i-tog retka
I{/’Z(jl) = k’ij — lilklj 7q§1) =4q; — li1q1 7i,j = 2, ey (023)
a koeficijenti l;1,7 = 2,...,n su elementi ispod dijagonale prvog stupca donjetrokutaste matrice L.
Sustav sada glasi
kriwi+  kipwat+  kisws+ ... Fknw, =@
Y wet kS ws+ o +kPw, =8V
1 1 1 1
kS wat kwst kS w, =gl (C2.4)
kOwot EDws+ . kS w, =
Na isti na¢in nastavimo u sljede¢im koracima eliminacija, u opéenitom k-tom koraku koeficijent iznosi
kY
lik:W,Z:k‘i’l,...,n. (025)
kk
Novi koeficijenti sustava, novi elementi i-tog retka (i = k+1,...,n), su
k k— k— k k—1 k—1) . .
kS = k0D — Lk g = g gV i =k 1 (C2.6)
a koeficijenti l;5, 1 = k 4+ 1,...,n elementi su k-tog stupca ispod dijagonale donjetrokutaste matrice L.
Nakon (n — 1) koraka (eliminacija) dobivamo sustav
kriwi+  kipwat+  kizws+ ..o+ kipoqwpo1+ k1nwnp =q
ké;) Wa+ k%)’wgg-l- oo+ ké;)fl’wnfrl- kéz) Wh, = qél)
(2) (2) (2) (2)
B Wt k= g

k_g:l—l)wn _ q(n—l)
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Iz ovako prikazanog sustava nepoznanice se jednostavno mogu odrediti povratnim postupkom

k—1 n k—1
S VI e
J=k+1

PACEY k=nn-—1,...,1. (C2.8)
Kk

WE =

Postupkom Gaussovih eliminacija matricu sustava smo rastavili na produkt matrica
K=Lg -D-L{, (C2.9)

pri ¢emu je matrica Lg donja trokutasta matrica, a matrica D dijagonalna

1 0 0 ... 0 0
lo1 1 0 0 0
l31 D) 1 . 0 0
Le = . . : . . o (C2.10)
ln—11 ln-12 ln-1)z - 1 0
L ln1 lna ln3 cee l’rL(n—l) ]-_
ke 00 ... 0 0 7
0o kY o .. 0 0
0 0 kY .. 0 0
D = |. . 7 . o] (C2.11)
: S :
0 KD O
L 0 i

Uvodenjem pomoénih vektora y i ¢ postupak rjeSavanja sustava linearnih jednadzbi Gaussovim elim-
inacijama mozemo definirati u 4 koraka:

e Gaussov rastav matrice K na matrice Lg i D |

e rjeSavanje sustava Lgy = q ,

e rjeSavanje sustava Dc =y ,

e povratni postupak Lqéw =c.
Postupak Gaussovih eliminacija mozemo uvijek primijeniti, ali nedostatak postupka pri programiranju je
da koeficijente l;; moramo pamtiti do kraja pripadnog koraka i tek onda spremiti na memorijsko mjesto

u osnovnoj matrici. Taj nedostatak je rijesen za simetri¢ne i pozitivno definitne matrice (takve matrice
se javljaju u sustavima rjesavanja zada¢a metodom konac¢nih elemenata) postupkom Choleskog.

C2.2. Postupak Choleskog

Matrica sustava koja proizlazi iz metode kona¢nih elemenata je simetriéna i pozitivno definitna.
Matricu sustava mozemo rastaviti na produkt donjetrokutaste matrice Loy i pripadne transponirane
gornjetrokutaste matrice LEH, u obliku

K =Lcn - Ly , (C2.12)

pri cemu je matrica Loy jednaka produktu donjetrokutaste matrice L i korijena iz dijagonalne matrice
D definiranih tijekom Gaussovog postupka rastava matrice sustava

Leg = Lg - DY2 (C2.13)
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odnosno
ki1 0 0 0 0 1
é 0 0 cee 0 0 0 /k%) 0 0 0
151 1 0 . 0 0
15, 15 1 ... 0 o0 0 0 kY 0 0
Len = : ) ) )
o o . : :
l(n—1)1 l(n71)2 l(n71)3 1 0 0 0 /k(n:f) . 0
R T Intn-1) 1 (e
Lo 0 0 0 VY]
[ ki1 0 0 e 0 0 ]
Vi - 1$ NS 0 . 0 0
NS k1S VESD . 0 0
\/ki e k,(l) .G k}(2) s k(n—2) 0
114 (n—1)1 22 " Y(n—1)2 33 " Y(n—-1)3 V Mn—1)(n—1)
| VIS ks - U5 kS - U8 VR Dy Sy VRSV
BAYE 0 0 0 0
157 155" 0 0 0
1$H 1S 7 0 0
= (C2.14)
G TG, I oy 0
(lcfll)l (lCPII)Q (lell)s ¢ lcll'f( 2 lCH
L nl n2 n3 n(n—1) nn
Prikazane koeficijente u k-tom stupcu matrice Ly proracunamo prema izrazima
k—1
IS =\ JEE D k=1, .0, (C2.15)
za dijagonalne ¢lanove, te za izvandijagoalne clanove,
- — =1 k-1 ’
IS = (/R 8 = R "= l’gH Jk=1,...n,i=k+1...,n. (C2.16)
kpg kk
Promjena ¢lanova na desnoj strani jednadzbe slijedi prema
on, ()
qk — Z lgia;
ot = = Jk=1,....n. (C2.17)

CH
lkk}

Za definiranje postupka Choleskog dovoljno je uvesti samo jedan pomo¢ni vektor ¢, transformirani vektor
optereéenja, a postupak rjesavanja sustava linearnih jednadzbi eliminacijama tipa Cholesky tada slijedi

u 3 koraka:
e rastav matrice K na matrice Loy i Ly,
e rjeSavanje sustava Lepc = q

e povratni postupak LgHw =c.

Za navedene korake u postupku rjesavanja postupkom Choleskog mozemo prikazati pripadne algoritme
u pseudokodu pogodne za implementiranje u cjeloviti prora¢un. Rastav definirane matrice sustava na

matrice Leyr i LEH slijedi prema algoritmu C2.1 .

Drugi korak je transformacija vektora opterec¢enja, desne strane sustava jednadzbi, koja slijedi prema

algoritmu C2.2 .

Povratna transformacija, dobivanje rjesenja sustava, slijedi prema algoritmu C2.3.
Prednost eliminacijskih postupaka je sto za promjenu desne strane prvi korak, rastav matrice sustava,

nije potrebno ponavljati.
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Algoritam C2.1 Rastav matrice sustava

1: for p=1tondo

20 Ay = \/% {definiranje elemenata na dijagonali}
3: fori=p+1tondo
4 lip = Kip/lpp

5: for j=p+1toido
6: kij = kij — lipljp {definiranje elemenata izvan dijagonale}
7 end for
8:  end for
9: end for

Algoritam C2.2 Transformacija vektora opterec¢enja

for j =1tondo

2: s =q;
fori=1toj—1do
4: §=8— ljici
end for
6: ¢; = s/l;; {definiranje ¢lanova transformiranog vektora optereéenja}
end for

Algoritam C2.3 Dobivanje rjeSenja sustava

for j =nto1ldo
S =Cy
3: fori=j+1tondo
S§=S8— l”wl
end for
6: w; = s/lj; {definiranje ¢lanova vektora rjesenja}
end for

C2.3. Postupak Choleskog za vrpcaste matrice

Dodatna je posebnost matrica sustava kod metode konaénih elemenata, uz simetri¢nost i pozitivou
definitnost, da su matrice vrpcaste, sa Sirinom vrpce m, §to znac¢i da zapravo imamo matricu dimenzije
n X (m + 1). Rastav takve matrice jednak je standardnom postupku Choleskog, ali prema algoritmu
prilagodenom stvarnom obliku matrice. Na taj nacin se bitno smanjuje broj proracunskih operacija, jer
se iskljuCuju sve operacije u kojima su ¢lanovi standardne matrice jednaki 0.

Za navedene korake u postupku rjeSavanja sustava s vrp¢astom matricom sustava postupkom Choleskog
mozemo prikazati pripadne algoritme u pseudokodu pogodne za implementiranje u cjeloviti proracun.
Rastav definirane vrpcaste matrice sustava slijedi prema algoritmu C2.4 .

Drugi korak je transformacija vektora optereéenja, desne strane sustava jednadzbi, koja slijedi prema
algoritmu C2.5 .

Povratna transformacija, dobivanje rjesenja sustava, slijedi prema algoritmu C2.6 .

C3. Iterativni postupci

Zadani sustav linearnih jednadzbi (C2.1) mozemo rijesiti neizravnim, iterativnim postupkom. Iz i-te
jednadzbe izrazimo vrijednost nepoznanice w; pomocu izracunatih vrijednosti ostalih nepoznanica. Za
pocetnu iteraciju mozemo uzeti da su sve nepoznanice jednake nuli ili neku drugu proizvoljnu procjenu.
U svakom iteracijskom koraku moramo proé¢i sve nepoznanice. Prije pocetka provedbe postupka potrebno
je definirati mjeru za dopustivost pogreske rjeSenja. S iteracijskim postupkom prestajemo kad je razlika
novog rjesenja i rjeSenja iz prethodnog koraka manja od dopustive pogreske. Uz definiranu dopustivu
pogresku err, s iteracijskim postupkom prestajemo kad postignemo da vrijedi

||W(i) - W(Fl)” <err, (C3.1)
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Algoritam C2.4 Rastav matrice sustava

I1,(m+1) = \/F1,(m+1) {definiranje prvog elemenata na dijagonali - u zadnjem stupcu}
for i =2 ton do
f =max{l,i —m}
4. for j= f toido
s = ki,(m+1+j7i)
for k= ftoj—1do
§=38— li,(m+1+l~c—i)lj,(m+1+k—j)
8: end for
if j <i then
liym+14j—i) = 8/1j,(m+1) {definiranje elemenata izvan dijagonale - u ostalim stupcima}
else
12: li,im+1) = /s {definiranje elemenata na dijagonali - u zadnjem stupcu}
end if
end for
end for

Algoritam C2.5 Transformacija vektora optere¢enja

for i =1 ton do
§=4q;
f=max{l,i—m}
for j=ftoi—1do

5: 8 =8—li(mt14j-1)Cj
end for
¢i = 8/l; (m+1) {definiranje ¢lanova transformiranog vektora opterecenja}
end for

Algoritam C2.6 Dobivanje rjeSenja sustava

for i=nto1ldo
w; = ¢/l (m+1)
f =max{l,i —m}
for j = ftoi—1do
¢j = ¢j = bi (mt14j—i)Wi
6: end for
end for

gdje je || - || vektorska norma. Jedna od standardnih vektorskih normi je euklidska norma

(C3.2)

Nedostatak iterativnog postupka je $to kod promjene desne strane sustava (vektor q), a Sto je u
postupku prorac¢una konstrukcija redovita situacija zbog vise kombinacija opterec¢enja za istu konstrukciju,
svaki puta moramo provoditi postupak iznova. Definirat ¢emo nekoliko iterativnih postupaka uzimajuéi
u obzir simetri¢nost i pozitivnu definitnost matrice sustava proizasle iz rubne zadace tijekom rjesavanja
metodom konac¢nih elemenata.

C3.1. Jacobijeva metoda

Simetri¢nu i pozitivno definitnu matricu sustava mozemo rastaviti u obliku
K=T+D+T", (C3.3)

pri cemu je T = [t;;], tij = kij, © > j, tij = 0, ¢ < j, donjetrokutasta matrica, a matrica D = [0;;k;;]
dijagonalna. Sustav mozemo prikazati u obliku

(T+D+T")w=q, (C3.4)



C RJESAVANJE SUSTAVA JEDNADZBI 207

odnosno u obliku
Dw=-(T+T")w+q. (C3.5)

Zbog pozitivne definitnosti matrice sustava, postoji inverz matrice D, matrica D~! = [0ij/kii]. Zarjesenje
sustava u ¢-tom koraku iteracije vrijedi relacija

w® = D7 [(T+TT)wiD —q] , (C3.6)

a za proizvoljnu komponentu rjesenja

(i):7i P I=1 C3.7
A

C3.2. Gauss-Seidelova metoda

Gauss-Seidelova metoda poboljsanje je Jacobijeve metode u smislu da kod prora¢una novih vrijednosti
nepoznatog vektora koristimo veé¢ prorac¢unate prethodne ¢lanove vektora tijekom iste iteracije. Matri¢ni
zapis metode glasi

(T+D)w=-T'w+q. (C3.8)

Na taj nacin u iterativnom postupku provodimo pridruzivanje

wi) = (T 4+ D) (TTW(i—l) _ q) _ (C3.9)

Invertiranje matrice T 4+ D bitno je slozenije nego invertiranje dijagonalne matrice. Zbog toga jednadzbu
(C3.8) pomnozimo matricom D1,

D' (T+D)w=-D"'(T"w—q) , (C3.10)
iz ¢ega, uz D™ (T + D) = D™!'T + I, proizlaze relacije
D 'T+I)w = -D'(T'w-q), (C3.11)
w = -D'[(T+T")w—dq], (C3.12)
w® — _p-! (Tw(“ + TTwl-D _ q) : (C3.13)

odnosno za proizvoljnu komponentu rjesenja

-1 n
i 1 i i—1
wl()z—k—” Zk‘ljw](-)—i— ZkleU; g, l=1,...,n. (C3.14)
=1 =141

C4. Numericki primjer

Primjer C.1. Na linearnom sustavu 4 jednadzbe sa 4 nepoznanice pokazat éemo postupak Gaussovih
eliminacija, rastav Choleskog i iteracijski postupak.
Neka je zadan simetrican sustav

4’[1)1 + wo  + ws = 3
w1 + 4wy 4+ ws +  wy = 0
wy +  we + 4wz + wy = -3
wy +  wz + 4wy = -1
U prvom koraku eliminacije koeficijenti su
1 1
121217&31:13141:07
§to povlaci sustav
4wy + we + w3 = 3
%wg + %’UJ3 + wy = —%
w2+ 1ZUJ:& + wy = —1?
w9 + ws + 4w4 = 71
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U drugom koraku eliminacije koeficijenti su

1
lgo = = ,1
32 = ¢ la2

pa slijedi sustav

4w, + we  + w3
%wg + %wg

1
5, W3
53

_ 4
15

=3
+  wy =-3
+ éwi :_ﬁ
+ Bu, =]

U posljednjem koraku eliminacija koeficijent iznosi l43 = 2/9, a konaé¢ni sustav glasi

4wy, + wy  + w3 3
%/LUQ =+ %’wgg =+ Wy :—‘28
R
3?’11)4 =0
U povratnom postupku slijedi rjeSenje sustava
w4:0,w3:—17w220,w1:1.
Matrice rastava matrice sustava su
1 0 0 O 4 0 0 0
1 15
= 1 0 0 0 =2 0 O
= - 1
Lo % % 1ol P00 & oo
0 + 21 0o 0 o0 2
Postupak Choleskog na ovom primjeru daje sljedece vrijednosti
p=1
lhi=V4=2
=2 121:%
j=2 ky =4-§5=%
1=3 l31:%
j=2 kéé)zl_%.% 3
j=3 R
1=4 141:g:0
. 1) 1
j=2 kiy =1-0-1=1
j=3 kY =1-0-1=1
j=4 kY =4-0-1=4
p=2
= F =
3
1=3 l32:é:#
— (2) _ 15 15 /15 _ 18
Jj=3 VI k33—I_To'ﬁ_?
1 215
1=4 l42:@: 15
_ 2V15  2V15 _ 56
4 kiy =4-5> S5 =15
p=3
lss = %273@
4
i=4 143—3%:72\1/5170
SV p(®) — 56 2v10 2v10 _ 32
J = 44 — 15 15 15— 9
p=4
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Iz proracunatih vrijednosti koeficijenata slijedi matrica sustava

2 0 0 0
Lo
Len =11 V5 v
2 10 5 0
0 2V15  2V/10 42
15 15 3
Desna strana jednadzbe slijedi
61:%
— 1.3 5) _ 15
02—(0—5'5)/(7)——%
i (101 2 () - 0 (54))  (+7) -

Jj=4
cy =0 s =0 wy =% =0
N
Jj=3
03——3‘/510
S 263—14311)4
_ _ 310
- 5
_ 3V/10
— 5 [
wy = 54— = —1
5
Jj=2
_ _ V15
€2 = —7q0
5 = co — lzowsz — lgowy
=0
_ _0 _
'UJQ—\/E—O
2
J=1
_ 3
61—2
5 =c1 —lawy — lz1ws — 1wy
=2
wl—%zl

Definirana matrica sustava je simetri¢na i vrpcasta. Matricu mozemo promatrati u obliku

I
[\
ﬁmw o o
ot
n
S
a |
SIS i
o

[
ot
=
ot
“ ‘



210 C RJESAVANJE SUSTAVA JEDNADZBI

Postupak Choleskog za simetri¢nu, vrpcastu matricu na ovom primjeru daje sljedec¢e vrijednosti

liz = Vkiz3 =2

1=2
f=max{1,0} =
j=1 5=k =1
J<i= zmzﬁ:%
Jj=2 s=ho =4
k':l S:S—l22l22:4—%~%:%
]:7/:> lzgzﬁ:g
1=3
f=max{1,1} =
j=1 s=ky =1
j<i= zglzﬁ:%
322 S k32—1
k'zl S:S—l31l22:1—%-%:%
j<i= l32=§:§
]:3 S ]{333—4
k=1 S:$*l31131:4—%.%:%
1=4
f=max{1,2} =
Jj=2 s=ky=1
j<i= zmzé:?\l/?5
j:3 S k42—1
k=2 S:S—l41132:1—%5175.\{£05:%
j<i= 142:é:72\1/5fo
j:4 s=ky3 =4
k:2 S:S—l4ll41:4—2\1/5175.\{£55:%
_ _ _ 56 _ 2¢/10  2v/10 _ 32
=3 s=s—lplp=3 S5 5 =%
j=i= lig=5=202

Iz proracunatih vrijednosti slijedi matrica

0 0 2
0 1 V15
74 2 2
Keon = 1 V15 310
2 10 5
2v/15 210 42
15 15 3
Desna strana jednadzbe slijedi
c1 = %
_ 1.3 5) _ 5
02—(0—5'5)/(7 =T

Cy =

c3=§—3—;-3— () / (240) = 240
2 ) 2
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Povratnim postupkom slijedi rjeSenje sustava

1=14
’LU4—&:O
3
f=2
3V10 2v/10 _ _ 3V/10
5 3 3 =—"5 —0-F5 =75
—
_ V10
w3 = d\{‘f—o =-1
F=1
j=1 a=3-(-1)-3=2
j=2 ez ==Y - (-1)- YE =0
1 =2
wgzézo
f=1
j=1 a=2-0-(-3)=2
1 =1
wl—%:].

Jacobijevim iterativnim postupkom mozemo definirati izraze za svaku nepoznanicu u i-tom koraku
iteracije

wgi) _ (3 _ wéifl) _ wi()'ifl)) /4,

wéi) - (ﬂugi—l) B w:(ji—l) B wii—l)) /4 :
wéi) _ (_3 -~ wgi—l) _ wéi—l) _ wii—l)) /4 ’
wfli) = (—1 — wg*l) — wéifl)) /4.

Uz definiranje pocetnih vrijednosti jednakih nuli za sve nepoznanice vrijednosti nakon 5 iteracija i pri-
padne euklidske norme odstupanja prikazane su u tablici C.1.1.

Tablica C.1.1: Jacobijevo iterativno rjeSenje sustava

Gauss-Seidelovim iterativnim postupkom mozemo definirati izraze za svaku nepoznanicu u i-tom

koraku iteracije

Uz definiranje pocetnih vrijednosti jednakih nuli za sve nepoznanice vrijednosti nakon 5 iteracija i pri-

i |0 1 2 3 4 5
wy; | 0 0.75 0.9375 | 0.953125 | 0.996094 | 0.989258
wg | 0 0 0.0625 0 | -0.019531 | -0.003906
w3 | 0 -0.75 -0.875 | -0.984375 | -0.976563 | -1.002930
wy | O -0.25 -0.0625 | -0.046875 | -0.003906 | -0.010742
err 0.433013 | 0.165359 | 0.068108 | 0.031004 | 0.015957

3 — wéi_l) - wéi_l)) /4,

(i—1)

(
— w3 — Wy

(

< )
(—3 - wgi) - wéi) — wfj’_l)) /4,
(

1) — ) /1.

padne euklidske norme prikazane su u tablici C.1.2.
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Tablica C.1.2: Gauss-Seidelovo iterativno rjesenje sustava

i |0 1 2 3 4 5
wy | 0 0.75 | 1.019531 | 1.009399 | 1.002033 | 1.0002783
wy | 0 -0.1875 | -0.037109 | -0.004578 | -0.000128 | 0.0001072
wsz | 0| -0.890625 | -1.000488 | -1.003555 | -1.000985 | -1.0001659
wy | 0| 0.019531 | 0.009399 | 0.002033 | 0.000278 | 0.0000147
err 0.331663 | 0.042978 | 0.011228 | 0.002280 | 0.0003416
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D Numericka integracija

D1. Numericka integracija funkcija jedne varijable

Integraciju funkcija po svakom linijskom kona¢nom elementu provodimo Gauss-Legendreovim kvadraturnim
izrazima u n tocaka integracije

b n
/f(x)dx =I{fap] = Zwi,[a,b]fi ) (D1.1)
p i=1

gdje su w; [q4) tezinski koeficijenti za interval [a,b], a f; = f(x;) vrijednosti funkcije u i-toj tocki inte-
gracije. Tocke integracije x; dobivamo kao nul-tocke Legendreovog polinoma n-tog stupnja na intervalu
[—1, 1] preslikane na interval [a,b]. Tezinske koeficijente w; dobivamo iz uvjeta egzaktne integracije na
skupu polinoma maksimalnog stupnja. U jednodimenzionalnom slu¢aju, uz n tocaka integracije postizemo
egzaktnu integraciju polinoma stupnja 2n — 1. Greska integracijskog postupka proporcionalna je maksi-
malnoj vrijednosti 2n-te derivacije integracijske funkcije na promatranom intervalu integracije,

ETrTry = CMfzn’[a’b] . (D1'2)

Legendreove polinome proizvoljnog stupnja k definirane na intervalu [—1, 1] moZemo izra¢unati prema

izrazu K _1) 2k — 27)! —92i
L) - Z . Ez (k)_(i)! - _)%)!l,k , (D1.3)
=0

pri ¢emu je K = k/2 za parni k, a K = (k — 1)/2 za neparni k ili prema izrazu

1 d* (22 —1)"

L@ = 50— o

(D1.4)

Legendreove polinome stupnja (k+1) mozemo izra¢unati i pomocu rekurzivne relacije, na temelju poznatih
Legendreovih polinoma prethodna dva stupnja, ki k — 1,

Lo (z) = %—i—l [(2k + 1) 2L(2) — kLp1(z)] . (DL.5)

Nekoliko pocetnih Legendreovih polinoma glase

LO(:I:) =1 )
Li(z) = =,
Ly(z) = $(32%-1),
(D1.6)
Ly(z) = 3 (52%—3z) ,
Ly(z) = 5 (352" — 3022 +3) ,
Ls(z) = 4 (632° —702% + 15z) .

Za odredivanje tezinskih koeficijenata na intervalu [—1, 1] uz n toc¢aka integracije definiran je izraz,

2
(1 —a?) Ly, (z)]"

(D1.7)

Wi, [—-1,1] =

Nazivnik u izrazu za tezinske koeficijente, (D1.7), ne moze biti jednak nuli, jer tocke = £1 nisu nikad
¢vorovi integracije, a kod polinoma neparnog stupnja, (n = 2k — 1), kod kojih je z; = 0, za derivaciju pri-
padnog Legendrovog polinoma vrijedi L (z)) # 0. Pripadna derivacija Legendreovog polinoma neparnog
stupnja polinom je parnog stupnja, (n — 1), kod kojeg su svi koeficijenti uz neparne potencije jednaki
nula, a koeficijenti uz parne potencije, ukljuéujuéi i slobodni koeficijent (uz z°) razli¢iti od nule.
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Preslikavanje tocaka integracije iskazanih na intervalu [—1,1] na proizvoljni interval [a,b] slijedi uz
jednostavnu transformaciju
b—a a+b
5 -] + 5
odnosno u posebnom slucaju na interval [0, 1], koji se javlja kod integracije u prirodnom koordinatnom
sustavu, prema izrazu

l’[a7b] = (D1.8)

1
Lo = 5 (I +21y) (D1.9)
ili na interval [0, L(e)], koji se javlja kod integriranja po elementu duljine L(¢), prema izrazu
L)
o, L) = 5~ (1 +2i1y) =L20, (D1.10)

Tezinske koeficijente definirane na intervalu [—1, 1], w; ;1 1) mozemo prebaciti na proizvoljni interval
transformacijom

b—a

Wi fap) =~ Wi[-1,1] » (D1.11)

odnosno u posebnom slucaju na interval [0, 1] transformacijom,

1
Wij0.1] = 5Wi[-11] » (D1.12)
ili na interval [0, L(¢)] transformacijom,
e

Wi jo,L()] = R Wi [-1,1] = L(e)wi,[o,l] . (D1.13)

D2. Numericka integracija funkcija dviju varijabli
D2.1. Integracija po pravokutnom kona¢nom elementu

Integraciju po svakom pravokutnom konac¢nom elementu provodimo Gauss-Legendreovim izrazima u
n x n tocaka integracije. Standardni proracuni elementarne matrice krutosti definiraju integral na je-
dini¢nom kvadratu. Tocke integracije na intervalu [0, 1] x [0, 1] uredeni su parovi toc¢aka integracije po
jednoj varijabli, (z;,y;). Tezinske funkcije kod integracije funkcija dviju varijabli jednake su produktu
tezinskih funkcija uz pripadne tocke integracije po jednoj varijabli, wyp = we,—1)«j4i = wiwj, i, =
1,2,...n, k=1,2,...n% Jednostavnim transformacijama, kao i u jednodimenzionalnom sluc¢aju, mozemo
dobiti tocke integracije i pripadne tezinske funkcije za proizvoljni pravokutnik. Numericki izraz za integral
pomocu n X n toc¢aka integracije glasi

b d n?
I[f] =//f(fv7y)dydw=Zwif(xi,yz-). (D2.1)
a c i=1

U daljnjem prikazu detaljno su definirani izrazi za integraciju pomocu 4, 9, 16, 25 i 36 tocaka integracije
na jedini¢nom kvadratu. Integracija po proizvoljnom pravokutniku slijedi jednostavno transformacijom
tocaka integracije i tezinskih koeficijenata sukladno opisu kod integracije funkcija jedne varijable. In-
tegracija po jedinicnom kvadratu Gauss-Legendreovim kvadraturnim izrazima u 4 tocke slijedi prema
izrazu

4
I[f] = sz’fi . (D2.2)

gdje su w; tezinske funkcije, a f; vrijednosti funkcije u i-toj tocki integracije. Nul-tocke Legendreovog
polinoma drugog stupnja za integraciju po pravcu u oba smjera su

3—-v3 3+V3
g 2TV T e (D2.3)

1 =Y =

Primjenom ovako dobivenih ¢vorova za integraciju po pravcu dobivamo tocke za provedbu integracije po
jediniécnom kvadratu. Potrebne 4 tocke su tocke ¢ije koordinate mozemo zapisati kao sve kombinacije
uredenih parova ¢vorova integracije po pravcu.
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Tablica D1.1: Koordinate ¢vorova i pripadni tezinski koeficijenti za jednodimenzionalnu numericku inte-

graciju na intervalu [0, 1]

koordinate ¢vorova

tezinski koeficijenti

£ W;
0.5 1.000
3=+/3 0.5
3+6\/§ 0.5
V5—/3 5
25 18
0.5 3
VE+v3 5
25 18
1(4 1542130 1 (1 -~ @)
2 35 4 18
1 15—2/30 1 V30
3 (! 35 1 (1 + ﬁ)
1 15—2/30 1 V30
P Vi & i (1 + T)
1 154+2v30 1 V30
31+ % 1 (1 - ﬁ)
1(q_ 354270 3221370
2 V 63 1800
1(q_,/35=2/70 322413+/70
2 \V 63 1800
64
0.5 295
114 35—2/70 32241370
2 63 1800
114 354270 322—-13/70
2 63 1800

0.03376 52428 98424
0.16939 53067 66868
0.38069 04069 58402
0.61930 95930 41598
0.83060 46932 33132
0.96623 47571 01576

0.08566 22461 89585
0.18038 07865 24069
0.23395 69672 86345
0.23395 69672 86345
0.18038 07865 24069
0.08566 22461 89585

Y a

! 3 4

Y2

Y1 ! 2

0 1 2 1V$

Slika D2.1: 4 tocke integracije

Tezinske funkcije kod integracije funkcija dviju varijabli pomoc¢u 4 tocke integracije jednake su pro-
duktu tezinskih funkcija uz pripadnu tocku integracije po jednoj varijabli pomoc¢u 2 tocke integracije.
Primjenom tako izra¢unatih tezina za integraciju po pravcu, dobivamo konacan izraz za integraciju po
pravokutnom kona¢nom elementu

1) = S+ htfot i

(D2.4)

Integracija po svakom pravokutnom kona¢nom elementu Gauss-Legendreovim kvadraturnim izrazima
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u 9 tocaka slijedi prema izrazu
9
I[f] = Zwifi ; (D2.5)
i=1

gdje su w; tezinske funkcije, a f; vrijednosti funkcije u i-toj tocki integracije. Nul-tocke Legendreovog
polinoma trec¢eg stupnja za integraciju po pravcu su
m_y_f—\/ﬁ 2y = gy = 1 x_y_\/5+\/§
1= =——F7=— ,T2=Y2=35, T3=Y3 = ——7=—
2v/5 ? 2V/5
Primjenom ovako dobivenih ¢vorova za integraciju po pravcu dobivamo tocke za provedbu integracije po

jedini¢nom kvadratu. Potrebnih 9 tocaka su tocke ¢ije koordinate mozemo zapisati kao sve kombinacije
uredenih parova ¢vorova integracije po pravcu.

(D2.6)

Ya
1
s 7 8 9
Yo 4 5 6
n 1 2 3
0l 21 Tg r3 1 T

Slika D2.2: 9 tocaka integracije

Tezinske funkcije kod integracije funkcija dviju varijabli pomoc¢u 9 tocaka integracije jednake su pro-
duktu tezinskih funkcija uz pripadnu tocku integracije po jednoj varijabli pomoc¢u 3 tocke integracije.
Primjenom tako izracunatih tezina za integraciju po pravcu, dobivamo konacan izraz za integraciju po
pravokutnom kona¢nom elementu

25

Ilf] = @[f1+f3+f7+f9]

+ g[f2+f4+f6+f8]+§f5 . (D2.7)

Za integraciju po jedinicnom kvadratu Gauss-Legendreovim kvadraturnim izrazima u 16 tocaka, tocke
integracije su sve kombinacije uredenih parova nul-tocaka Legendreovog polinoma c¢etvrtog stupnja za
integraciju po pravcu na intervalu [0, 1],

U S 15 +2v/30 . Sl 1 [15-2V30
1—3!1—2 5 735 s 2—y2—2 2 35 s
1 1 [15—=2V30 1 1 [154+2v30
o+t 1 = = oy 2 AV D2.
T3 = Y3 5 + 5 35 , T4 =Ya 3 + 5 35 (D2.8)

Tezinske funkcije kod integracije funkcija dviju varijabli pomoc¢u 16 tocaka integracije jednake su
produktu tezinskih funkcija uz pripadnu tocku integracije po jednoj varijabli pomoc¢u 4 tocke integracije.
Primjenom tako izracunatih tezina za integraciju po pravcu, dobivamo konacan izraz za integraciju po
jedini¢nom kvadratu

16
I[f]zzwifi = %@[f1+f4+f13+f16}
i=1
+ %@[fﬁ‘Ff?-Ffm-Ffu}
+ 479[f2+f3+f5+f8+f9+f12+f14+f15] : (D2.9)

864
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Ya
1
v 13 14 15 16
vs 9 10 11 12
Yo 5 6 7 8
v 1 2 3 4
0l = To T3 41 ST

Slika D2.3: 16 tocaka integracije

Za integraciju po jedini¢nom kvadratu Gauss-Legendreovim kvadraturnim izrazima u 25 toc¢aka potrebne
su nul-tocke Legendreovog polinoma petog stupnja za integraciju po pravcu na intervalu [0, 1], Tablica
D1.1, pri ¢emu je vrijednost integrala egzaktna za polinome devetog stupnja po svakoj varijabli.

Ya
yl
° 21 22 23 24 25
16 17 18 19 20
Ya
11 12 13 14 15
Ys
o 6 7 8 9 10
" 1 2 3 4 5
0l T2 T3 Tq Ts51 Tz

Slika D2.4: 25 tocaka integracije

Koordinate tocaka na jedinicnom kvadratu dobivamo opet kao kombinacije svih uredenih parova
¢vorova za integraciju po pravcu, a tezinske funkcije kod integracije funkcija dviju varijabli pomocu 25
tocaka integracije jednake su produktu tezinskih funkcija pripadnih toc¢aka integracije po jednoj varijabli
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pomocu 5 tocaka integracije. Konacni izraz za integral glasi

1[f]

+

+

57757 — 4186+/70
1620000

25921
10000 [fo+ fa+ fo+ fio + fie + fa0 + fo2 + fod]

57757 + 41861/70
1620000

2576 — 104+/70
50625

2576 + 104+/70

50625
16384
fis

50625

[f1+ f5+ fo1 + fas)

[f3+ fi1 + fi5 + fa3]
[f7 + fo+ f11 + f17]

[fs + fiz + f1a + fis]

(D2.10)

Za integraciju po jedini¢cnom kvadratu Gauss-Legendreovim kvadraturnim izrazima u 36 tocaka potrebne
su nul-toc¢ke Legendreovog polinoma Sestog stupnja za integraciju po pravcu na intervalu [0, 1], Tablica
D1.1, pri ¢emu je vrijednost integrala egzaktna za polinome jedanaestog stupnja po svakoj varijabli. Ko-
ordinate tocaka na jedini¢nom kvadratu dobivamo opet kao kombinacije svih uredenih parova ¢vorova
za integraciju po pravcu, a tezinske funkcije kod integracije funkcija dviju varijabli pomocu 36 tocaka
integracije jednake su produktu tezinskih funkcija pripadnih toc¢aka integracije po jednoj varijabli pomocu
6 tocaka integracije. Konacni izraz za integral glasi

Ya
v
31 |32 33 34 35| 36
25 126 27 28 29| 30
Ys
19 |20 21 22 23] 24
Yq
13 |14 15 16 17| 18
Ys
Yo 7 8 9 10 11] 12
v 1 2 3 4 5 6 R
0lry 2o T3 T4 5 61 T

~
=
I

+ o+ o+ o+

Slika D2.5: 36 tocaka integracije

0.0073380204222458 [ f1 + fo + f31 + f36]
0.0154518233430966 [f2 + f5 + f7 + fi2 + fo5 + f30 + f32 + [35]
0.0200412793294527 [ f3 + fa + f13 + fis + fio + foa + f33 + fa4]
0.0325372281470419 [fs + f11 + fas + fao]

0.0422013417718970 [ fo + fio + fia + fir + fa0 + foz + for + fos]
0.0547358625418241 [f15 + fi6 + fo1 + fo2]

D2.2. Integracija po trokutnom kona¢nom elementu

(D2.11)

Integraciju po svakom trokutnom kona¢nom elementu provodimo Gauss-Legendreovim izrazima u n
tocaka integracije. Tocke integracije najjednostavnije je prikazati u prirodnom koordinatnom sustavu.



D NUMERICKA INTEGRACIJA 219

Numericki izraz za integral pomocu n; tocaka integracije glasi

1 1-Ls

I[f] = /f(x,y)dyda: = / / f(L17L2, LS)dLQdL3 = FZ'Mtf(LLt,LQ)t, L37t) s (D212)
AN 0 0 t=1

pri ¢emu je F' povrSina trokuta, w; tezinski koeficijenti za ”‘jedini¢ni” (pravokutni trokut s jedini¢nim
katetama) trokut.

m, L3

1

0 1 Ea L2

Slika D2.6: Prikaz ”jedini¢nog” trokuta

Koordinate tocaka integracije u prirodnom koordinatnom sustavu i pripadni tezinski koeficijenti
prikazani su u Tablici D2.1.

Tablica D2.1: Koordinate ¢vorova i pripadni tezinski koeficijenti za numericku integraciju na trokutnom
kona¢nom elementu

broj red koordinate tezinski
tocaka | kvg. ¢vorova koeficijenti
n r T, Wy
Lo % Gihh |
T
ey |
3(a) | 2 ' (3:0.3) 3
T3 (%7%70) %
2 1 1
(3:%:5) 3
3(b) | 2 (5:35) 3
(1,12 1
6°6°3 3
(8:%:3) %
<IN\ /D (3:%:3) -
4 3 W (1,1,8) 25
2 51575 48
(1,141 9
37373 16
(a1,b1,b1) | 01099517437
(b1,a1,b1) | 01099517437
6 A (b1,b1,01) | 0.1099517437
(az,b2,b2) | (.2233815897
(b2, a2,b2) | 0.2233815897
(b2,b2,a2) | (2233815897

a; = 0.8168475739, by = 0.0915762135
az = 0.1081030182, by = 0.4459484909
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D3. Numericki primjeri

1
Primjer D.1. Izrac¢unati integral [ 2%dx za razli¢iti broj tocaka integracije.
0
Analiticki izraz za integral mozemo jednostavno dobiti

Numericka integracija provedena je za razne brojeve tocaka integracije n. Prema prethodnoj teoret-
skoj analizi o¢ekujemo analiticko rjesenje ako uzmemo 5 tocaka integracije. Prikazane su numericki
proracunate vrijednosti integrala, I,, i pripadna odstupanja, A,, od analiticki izracunate vrijednosti

integrala.

Tablica D.1.1: Numericke vrijednosti integrala
n I, A,

0.0195313  98.0%

0.0590278  41.0%

0.0955625  4.4%

0.0998980  0.1%

0.1000000  0.0%

Uk W N~

1
Primjer D.2. Izracunati integral [ ﬁdm za razliciti broj tocaka integracije.
0

Analiticki izraz za integral mozemo jednostavno dobiti

1
1
/ de=Tn (14 )|, =2 —Inl=0.693147 .
1+

0

Numericka integracija provedena je za razne brojeve tocaka integracije m. Prikazane su numericki

proracunate vrijednosti integrala, I,, i pripadna odstupanja, A,, od analiticki izracunate vrijednosti

integrala.

Tablica D.2.1: Numericke vrijednosti integrala
n I, JANS
0.666667  3.82%

1
2 0.692308 0.121%
3 0.693122 0.004%

1
Primjer D.3. Izracunati integral [ \/11+7xdx za razliciti broj tocaka integracije.
0

Analiticki izraz za integral glasi

1
1 1
/ =2V, =2 (V2-1) = 082847
0

Prikazane su numericki prorac¢unate vrijednosti integrala, I, i pripadna odstupanja, A,, od analiticki

izracunate vrijednosti integrala.



D NUMERICKA INTEGRACIJA 221

Tablica D.3.1: Numericke vrijednosti integrala
n I, A,
0.816497 1.44%

1
2 0.828153 0.033%
3 0.828420 0.00083%

1
Primjer D.4. Izracunati integral [sinmzdx za razli¢iti broj tocaka integracije.

Analiticki izraz za integral glasi
1 L 2
/ sinmzde = ——2T 2 (.636619772 .
iy

™ 0

0

Prikazane su numericki prora¢unate vrijednosti integrala, I,, i pripadna odstupanja, A,,, od analiticki
izracunate vrijednosti.

Tablica D.4.1: Numericke vrijednosti integrala
n 1, JANS

2 0.616190508 3.21%

3

0.637061877  0.07%
4 0.636614753  0.0008%

1
Primjer D.5. Izracunati integral fsh xdz za razliciti broj tocaka integracije.

Analiticki izraz za integral glasi
1
/shxdm = chx|(1) =chl—1=0.5430806348 .
0

Prikazane su numericki proracunate vrijednosti integrala, I,,, i pripadna odstupanja, A,, od analiticki
izracunate vrijednosti.

Tablica D.5.1: Numericke vrijednosti integrala
I, A,
0.52109531 4.05%

n
1

2 0.54295881 0.022%
3 0.54308037 0.00006%

Primjer D.6. Izracunati integral f f25x yidedy za razliciti broj tocaka integracije.

Analiticki izraz za integral mozemo JednostaV11o dobiti

11
1
//25x4y4dzdy = x5y5|(1)‘ =1.0
0
0 0

Numericka integracija provedena je za razlic¢ite brojeve tocaka integracije, n x n. Prema prethodnoj
teoretskoj analizi, za polinom cetvrtog stupnja po x i y ocekujemo analiticko rjeSenje za 3 x 3 tocaka
integracije. Prikazane su numericki proracunate vrijednosti integrala, I,,, i pripadna odstupanja, A,,, od
analiticki izracunate vrijednosti integrala.
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Tablica D.6.1: Numericke vrijednosti integrala

nxn I, JANS
1x1 0.097656 90.2%

2x2 0945216 5.5%
3x3 1.000000 0.0%

11

Primjer D.7. Izracunati integral ffcos m(x 4+ y)dxdy za razliciti broj tocaka integracije.
00
Analiticki izraz za integral mozemo jednostavno dobiti

11
//comr x4 y)dxdy = —0.405285 .
00

Numericka integracija provedena je za razli¢ite brojeve tocaka integracije, n x n. Prikazane su numericki

proracunate vrijednosti integrala, I,,, i pripadna odstupanja, A,, od analiticki izracunate vrijednosti
integrala.

Tablica D.7.1: Numericke vrijednosti integrala

nXxXn In An
2x2 -0.379691 6.315%

3x3 -0.405848 0.139%
4x4 -0.405278 0.002%

33

Primjer D.8. Izracunati integral [ [In(x + y)dzdy za razliciti broj tocaka integracije.
11
Analiticki izraz za integral mozemo jednostavno dobiti

3 3
/ / In (z + y)dzdy = 5.45725503 .
1 1

Numericka integracija provedena je za razlicite brojeve tocaka integracije, n X n. Prikazane su numericki

proracunate vrijednosti integrala, I,,, i pripadna odstupanja, A,, od analiticki izracunate vrijednosti
integrala.

Tablica D.8.1: Numericke vrijednosti integrala
nxXn I, A,

2 x 2 5.45816607 0.016694%
3x3 545726794 0.000236%

Primjer D.9. Na zadanom trokutu izracunati integral [ (1 —4y2)dydx za razliciti broj tocaka integracije.
A

y
1/2

—1/2°



D NUMERICKA INTEGRACIJA 223

Analiticki izraz za trazeni integral glasi

13
5
/(1 — 4y*)dydx = / /(1 — 4y dydx = TR
A 0 -z

Numericka integracija provedena je za razlicite brojeve tocaka integracije, n. Prikazane su numericki
proracunate vrijednosti integrala, I, i pripadna odstupanja, A,, od analiticki izra¢unate vrijednosti

integrala,
I = ?1=0.5 Ay =20%,
I3a:I3b: 5%[14»%4»;]:% A3:00%

Primjer D.10. Na zadanom trokutu izracunati integral f y3dydx za razliciti broj tocaka integracije.

Analiticki izraz za trazeni integral glasi
xr

1
1
3 3
dydx = dydr = — .
/y yazx //Z/ Yar =355
0 0

A

Numericka integracija provedena je za razliite brojeve tocaka integracije, n. Prikazane su numericki
prora¢unate vrijednosti integrala, I, i pripadna odstupanja, A,, od analiticki izracunate vrijednosti
integrala,

ha= 10+ (3)°+(3)°] =4 Asa =16.7%,
3 3 3

W= 3|3+ @)+ (@) = By = 1.85%
3 3 3 3

L= B[O+ + @] -5 @ =% A=00%.

Primjer D.11. Na zadanom trokutu izracunati integral [(1 — 4y* + 4y*)dydz za razliciti broj tocaka
A
integracije.

y
1/2

—1/2Y
Analiticki izraz za trazeni integral glasi
15 )
/(1 — 49? + 4y dydx = / /(1 — 4y? + 4yt dydx = 4% =0.425 .
0 -3

Numericka integracija provedena je za razli¢ite brojeve tocaka integracije, n. Prikazane su numericki
proracunate vrijednosti integrala, I,, i pripadna odstupanja, A,, od analiticki izra¢unate vrijednosti
integrala,

I, = %-1:0.5 Ay =17.65% ,
Lo =1Ip = ¢ [1+33+33] =21 =0.421875 As = 0.735% ,
I, = 55 1 %320 Pl5201 M 1=2L =042 A, =1.176%
1= sl tenl —ml=5=0 4= 1.176% ,

Ig = 0.425 Ag = 0.00% .
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y
1/2

—1/2°

Primjer D.12. Na zadanom trokutu izracunati integral f cos mydydx za razliciti broj to¢aka integracije.
A

Analiticki izraz za trazeni integral glasi

1
4

/cos mydydr = / / cosTydydr = — = 0.4052847 .
T

A 0 —=2

Numericka integracija provedena je za razlicite brojeve tocaka integracije, n. Prikazane su numericki
proracunate vrijednosti integrala, I,, i pripadna odstupanja, A,, od analiticki izracunate vrijednosti
integrala,

L= 1-1=05 Ay =23.4%,
Io=1Ip= 1 {1 + 2 2= 0.402369 Ay =0.719%,

Ii= 2 [1+cosT+cos(—)] —25-1=0400530 Ay=1.173%,

Ig = 0.405314 Ag = 0.00725% .

Primjer D.13. Na zadanom trokutu izracunati integral [ sintadydz za razli¢iti broj tocaka integracije.
A

Y
1
0 1z
Analiticki izraz za trazeni integral glasi
1 1—x
1
/Sin mrdydr = / / sin txdydr = — = 0.318309886 .
T

A

Numericka integracija provedena je za razlicite brojeve tocaka integracije, n. Prikazane su numericki
proracunate vrijednosti integrala, I,, i pripadna odstupanja, A,, od analiticki izracunate vrijednosti
integrala,

I =3sin g = 0 433012702 Ay =36.025% ,
I3, :l[ ]:*—03 A3a:4~72%7
Iy, = g [sm 2 +sinZ +sinZ] =0. 311004234 Agp, = 2.295% ,
I, =2 [sm T +sin ¥ +sin —”] — 3% sin § = 0.310239475 Ay = 2.535% ,
Iy = 0.31849 Ag = 0.00564% .

Primjer D.14. Na zadanom trokutu izracunati integral [ sin mzydydx za razliéiti broj tocaka integracije.
A

Analiticki izraz za trazeni integral glasi

1—z

1
/sin mxydydx :/ / sin rxydydr = 0.126362 .
A 0 0

Numericka integracija provedena je za razliCite brojeve tocaka integracije, n. Prikazane su numericki
proracunate vrijednosti integrala, I, i pripadna odstupanja, A,, od analiticki izracunate vrijednosti
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y
1
0 1z

integrala,
I $sin § = 0.171010072 , Ay =35.331%,
Lo =1lo+0+ @} — 0.11785113 Ay = 6.735% |
Iy, = é sin 7 + sin § + sin 5| = 0.128532672 , Agy, = 1.718% ,
I, =2 [singz +sindT +sin3Z] — Fsin§ =0.128177235 Ay = 1.437% ,

Is = 0.126081 Ag = 0.222% .



