Poglavlje 5

Krivuljni integrali

Skalarna i vektorska polja integrirat ¢emo po krivuljama u prostoru i rav-
nini. Neka je I' krivulja u R?, te neka je njena parametrizacija r([a,b], 7).
Parametrizaciju ¢emo pisati po komponentama: 7(t) = x(t)i +y(t)) + z(t)k.

Integrale skalarnih polja po krivuljama nazivamo krivuljnim integralima prve
vrste, a integrale vektorskih polja krivuljnim integralima druge vrste.

5.1 Krivuljni integrali prve vrste
Za funkciju f: I' — R, krivulyni integral prve vrste funkcije f po krivulji I' je

/FdeZ/abf(T(t))'T'(t)dt

b
= / Fla(t).y(), 2(1)) - Vo' (t)? +y' ()2 + 2/(t) dt. (5.1)

Krivuljni integral ne ovisi o parametrizaciji.

—

Ako je I krivulja u R? s parametrizacijom 7(t) = x(t)i + y(t)], t € [a, ],
a funkcija f definirana na njoj (f: I' € R? — R), krivuljni integral f po T’
racunamo analogno:

/F fds = / (), () - VIR Ty B dt (5.2)

Krivuljni integrali imaju razne primjene, npr. duljina krivulje I" jednaka je
I(T) = fr ds, a masa krivulje I' s linijskom gusto¢om p: I' — R jednaka je

m(l) = [, pds.
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Zadatak 5.1. Izracunajte [.(2* + 2y*)ds ako je I kruznica 22 +y* = 1.

Rjesenje: Opéenito, kruznicu z? + y?> = R? parametriziramo kao z(t) =
Rcost,y(t) = Rsint, pri cemu je ¢t € [0, 27]. Ovdje je onda moguca parame-
trizacija

z(t) = cost = 2'(t) = —sint

y(t) = sint = y/(t) = cost.

Sada racunamo integral po formuli 5.2:

27
/(:E2 +2y?) ds = / (cos?t + 2sin®t) - \/(—sint)2 4 cos? t dt =
r 0

2 2 1 —cos2t
=/ (1—|—sin2t)dt=/ 1+ — 82 g
0 0 2

27 2
" 1 ; sin 2t
2 4

0

— ¢ =27 + 7 = 3.

0
O

Opéenitiju kruznicu (z — x9)? 4+ (y — yo)* = R* mozemo parametrizirati na
slican nacin:

r —xo = Rcost = z(t) = zo + Rcost
y—yo= Rsint = y(t) = yo + Rsint
t €10, 2m].

Zadatak 5.2. Izracunajte fr xtds, ako je I kruznica 2% + y? = 2y.
Rjesenje: Jednadzba x?+y? = 2y ekvivalentna je jednadzbi 2%+ (y—1)* = 1,

koja opisuje kruznicu sa sredistem u (0, 1) radijusa 1. Nju mozemo parame-
trizirati kao

x(t) = cost = a'(t) = —sint
y(t) =1+ sint = ¢'(t) = cost
t €[0,27].

147



Rac¢unamo

27 o o 9
1 2t
/334 ds = / costt - V/sin?t 4 cos? t dt = / cos*tdt = / <_+ cos ) i
r 0 0 0

2

2

_/2771—%2(3082754—%(#_ 3t+sin2t+sin4t B
A 4 - \8 4 32 B
0
3 3T
_ — . 2 pr— _.
s T
O
Osim na ovaj nacin, kruznicu z? + y?> = 2y mogli smo parametrizirati i
u polarnim koordinatama:
J T =TCosp

y =rsinp
v? +y? =2y = r? =2rsing
= r=2sinyp

Iz toga dobivamo sljede¢u
u x parametrizaciju:

x(p) = 2singcos g
y(p) = 2sin’
- : S 2 2

Slika 5.1: Kruznica x* 4 y* = 2y o €07

Integral u zadatku 5.2
izracunat po ovoj
parametrizaciji bit ¢e jednak kao i po onoj koristenoj u rjesenju.
Zadatak 5.3. Izracunajte fryds, gdje je I' luk parabole = = %2 od tocke
A(0,0) do tocke B(4,/8).

Rjesenge:

y y > 0 = y = v2x pa lako parametrizi-
ramo krivulju I':

z(t) =t = 2/(t)
vET E) = VI /(1) = -
t €10,4]

1

‘H
|

3
o~
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Slika 5.2: Dio parabole x = % od

(0,0) do (4, V/8).



Rac¢unamo

4
/yds:/x/ﬂ 1+—dt /\/2t+ Tdt =
I 0

=\/2t+1
1 —
— 2t+1d1‘:>dt—udu =
1,4—3
3 w?|? 26
:/ u - udu—gl (27 -1) 3

O

Zadatak 5.4. (DZ) Izracunajte |, \% ds, ako je I' luk polukubne parabole
y? = 22° od tocke A(3,2v/3) do totke B(8,321/2).

Rjesenje: Zadada (222). O
Zadatak 5.5. Izracunajte [, xzyds, ako je I' opseg kvadrata |z| 4 |y| = 2.
Rjesenge:

Ovisno o predznacima x i y
dobivamo 4 dijela kvadrata
53— I:
I'...t>0,y >0
>x+y=2
y=2—-x
Iy...2<0,y>0
= —c+y=2
| r=y=2+4ux
3 I';...2 <0,y <0
= —r—y=2
=y=—x—2
F4...I20,y<0
=T —y=2
-3 S>y=x—2.

F:F1UF2UF3UF4
Slika 5.3: T...|z| + |y| = 2. = Jofds = [ fds +
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frZ fds + fF3 fds+ fl“4 f ds buduéi da je i krivuljni integral prve vrste adi-
tivan po podrucju integracije.

Dakle, potrebno je parametrizirati svaku od 4 stranice kvadrata te po svakoj
posebno izracunati zadani integral, a onda to pozbrajati.

Bududi da smo odredili jednadzbe svih pravaca na kojima leze stranice kva-
drata, parametrizacije lako dobivamo:

Ii... z(t)=t=20)=1
y(O) =2t =y () = 1
t €[0,2].

Sad rac¢unamo

2 t3
[oras— [ t(2—t)\/—1+ldt:\/§<t2——>
Iy 0

; 2:\/5(4—§):4—‘/§.

0 3

Analogno dobivamo ostale parametrizacije te ra¢unamo po njima:
Ly... z(t)=t=2'(t)

=1
y(t) =t+2=y'(t)
t €[-2,0].

1

= [ fds= /0 tHt4+2)V2dt = ﬁ(g +t2>

I's —2

-2

I3... z(t)=t=2(t)=1
ylt) = —t—2=y'(t) = -1
t € [-2,0].

= deZ/Ot(—t—Q)\/idtz %5,
-2

Ly... z(t)=t=2'(t)=1
y(1) =t -2 (1) =1
t €[0,2].

_9 4\/§
= F4fds=/0 t(t—2)\/§dt=—77
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iz ¢ega onda slijedi

/xyds:4\/5—4\/§—|—4\/§—4\/§

3 3 3 5 0

O

Zadatak 5.6. Izracunajte frxds, ako je I' presjecnica ploha y = 3 — 2% i
2z = y u prvom oktantu. Skicirajte krivulju.

Rjesenje: Krivulja I' je presje¢nica parabolickog cilindra y = 3 — 22 i ravnine
z =1y u 1. oktantu (pogledajte sliku 5.4).

B

el
™
-

Slika 5.4: Krivulja I"

Parametrizirajmo krivulju:
... z)=t=2(t)=1
y(t) =3 -t =1/(t) = -2t
2(t)=y(t) =3 -1 = () = -2

t € [0,v3).
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Sada racunamo

V3 V3
/Id8=/ tv1—|—4t2—|—4t2dt=/ tv1+ 8t2dt
r 0

0

u=1+ 8t 25 .,
1 1 25
= du=16tdt = tdt = & :1_6/ ﬁduzl_G_uﬂ
0— 1,v/3— 25 1 3
1 124 31
125 —1 =
24( )= 24 6

Zadatak 5.7. Izracunajte / ds, ako je I' luk krivulje z = ¢,y

+3
t2 t3
—, 2= — od tocke A(0,0,0) do B(v/2,v/2, 22).
\/572 3 0 ocke A(0,0,0) do B(v2,v/2, 2£2)
Rjesenje: Zadaca (\/ii)

Zadatak 5.8. Izracunajte duljinu luka kardioide » = 1 4 cos ¢.

Rjesenje: Kardioidu I' ¢emo parametrizirati pomocu polarnih koordinata:
[... a2(p)=r(p)cosp = 2'(t) =r'(p)cosp — r(¢) sinp
y(t) =r(p)sing = y'(t) = r'(¢) sinp + r(p) cos ¢.
Duljinu kardioide ra¢cunamo po formuli:

I(T) = \/T ()?de

0

= /0 ' V(1"() cos p — () sin)? + (1" () sin g + r(i) cos ) 2dy

2w

:/ow\/(@ TR = [ T+ cosg)P + (—sinp)dy

= \/_ 1+Cos<pdg0—2/
2cos? £

=2 “4 2 24

/0 cos 5 dy — /7T cos 5 dg

2
—4—-4-(0-1)=4+4=38.

cos — ‘dgp

P .
—92.2.8int| —4.sin=
S11 0 S11

™
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Zadatak 5.9. Izracunajte [.(z® + y* + 2%)ds, gdje je I' helikoida x(t)
cost,y(t) =sint, 2(t) =t od A(1,0,0) do B(0,1, 3).

Rjesenje: Raspisimo parametrizaciju helikoide I':

... z(t)=cost = 1'(t) = —sint

(
y(t) =sint = ¢'(t) = cost
2(t) =y(t) =t =2(t) =
t €0, g].

Sada racunamo integral:

/F($2+y2+22)ds = /g(1+t2)\/§dt

0

\/§<7r 773) _ \/_7T(12+7T)

PRY! 24

O

Zadatak 5.10. Izracunajte duljinu luka krivulje T' od tocke A(0,0,0) d
tocke B(3,3,2), gdje je I presjek y = %2 iz=2xy.

Rjesenje: Parametrizirajmo krivulju I™:

t?
H=—=19(t)==t
u(t) =5 = (1) =3
2 2 2 21
t)y==-t-—=— "t) = —
=gtz =57 770 =73
t €10, 3]

Duljina luka krivulje T" iznosi:

/\/+ —t2 + —t4dt==/03\/(1+2ﬁ;2>2dt
=/0<1 S LG SIEEEEE
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Zadatak 5.11. Izracunajte fr e*t¥=%ds, ako je I" dio pravca g Y
od toctke A(0,1,0) do B(2,3,3).
Rjesenje: Napisimo parametrizaciju krivulje I':

... z(t)=2t=2'(t) =2
y(t) =1+2t =y (t) =
2(t) =3t =2'(t) =3
t €0, 1].

Sada odredimo integral:

1
/6x+y—z dS _ / e2t+1+2t—3t 4 T 4 + 9dt
r 0

1 1
_ VT / eHdt = VTTe || = V(e — ).
0 0

O

Zadatak 5.12. Izracunajte fr xy ds, ako je I' dio krivulje nastale presjekom
cilindra #% + 4% = 1 i ravnine z = y od A(1,0,0) do B(0,1,1).
Rjesenje: Parametrizirajmo krivulju I*:

I'... z(t) =cost = 2'(t) = —sint
y(t) =sint = ¢'(t) = cost
(

2(t) = y(t) = sint = 2/'(t) = cost

Sada racunamo integral:
2
/ ryds = / costsintyv'1 + cos?tdt
r 0

u =1+ cos’t 1
=< du=2cost(—sint)dt » =—= [ udu
0—2,7—1

/\/_du—% ”ﬁ‘ ~ v o)
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Zadatak 5.13. Izracunajte fr yds, ako je I' dio presjecne krivulje parabo-
loida 2z = 6 — 22 — 3? i ravnine z = 2 koji se nalazi u prvom oktantu.

Rjesenje: Zadaca (4). O

Zadatak 5.14. Izracunajte duljinu i masu zice u obliku logaritamske spirale

r = e3x od tocke A(1,0) do tocke B(e,0), ako je linijska gustoca p(z,y) =
2.2

7+ y*.

L. . . L2 , < o e . .
Rjesenje: Znamo da je 22 +1y% = r? = er, §to ¢emo Eesto koristiti u ra¢unima
koji slijede. Logaritamsku spiralu I' ¢emo parametrizirati tako da u vezu
izmedu kartezijevih i polarnih koordinata uvrstimo jednadzbu spirale:

T... z(¢) =r(p)cosp = x(p) = e cosp
. L .
y(p) =r(p)sing = y(p) = e>= sing
¢ € [0, 27].

Interval parametrizacije slijedi iz ¢injenice da uvrstavanjem tocke ¢ = 0 u
parametrizaciju dolazimo do tocke A, dok uvrstavajuéi ¢ = 27 stizemo do
tocke B. Koristedi izvod iz rjeSenja zadatka u kojem smo rac¢unali duljinu
kardioide imamo da je:

2 £ 1 L2

=ermr + —— . e,

7@ +9(9)° = ()’ +7'(¥) A2

Odredimo duljinu spirale:

2 2
1 1
D)= [ yJef 4+ efdp—4/1 _/ VeZd
() /0 e +4772 er dy +47T2 ; ex dy
P/ Fapmfie . Lok
= _— €2 = —_— s — -+« @27
A2 J, 4 4m? L

4?2 + 1
= 21y — i (e—1)=vV1+4n%(e —1).

472

Sada izracunajmo masu spirale:

2m

0

2m
m:/(:ﬂ2+y2)ds:/ er -err )1+ —dp
r 0 4

V1 + 472 /2” s o V1442 1 se|
= —_— e2r ¢—— . e2n
2m 0

N 2
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