5.2 Krivuljni integrali druge vrste

Neka je I' € R3 orijentirana krivulja, a F([a,b],f) njena parametrizacija
(7: [a,b] — T). Kad integriramo vektorsko polje @ : I' — Xo(E) po kri-
vulji f, uobicajeno ga zapiSemo po komponentama @ = a,i + ayf + a.k
(ag,ay,a, : [ —R).

Parametrizaciju krivulje slicno pisemo kao 7(t) = z(t)i + y(t)j + z(t)k, t €
[a, b].

—

Krivuljni integral 2. vrste vektorskog polja @ po krivulji f, u oznaci / adr
r

ili / a, dr+a, dy+a, dz, racuna se po sljedecoj formuli

b
/d’d?z/ a-r'de,
r a

T
gdje je s 7' oznacena derivacija 7'(t) = 2/(t)i + /()] + 2'(t)k, odnosno po
formuli

/ﬁadf= / (e (8), y(1), 2(1)) - 2'(8) + ay (2 (1), y(2), 2(8)) - /(1

+az(x(t), y(1), 2(1)) - 2 (1)) d.

Ako integriramo vektorsko polje @: T' C R? — Xo(FE) definirano na krivulji
u ravnini, analogno pisemo d = gl + ayj' (ag,a,: I' = R) te racunamo

b
/fc?df:/ (aa (2(t), y ()" (t) + ay(x(2), y())y (1)) di.

N
do tocke B(1,1), ako je @ = y*i + x*.

Zadatak 5.15. Izracunajte / a dr po luku parabole y = 2% od tocke A(0,0)

Rjesenje: Bududi da je parabola zadana funkcijskom ovisnoséu o x, lako je
parametriziramo na sljede¢i nacin:
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pri cemu je t € [0,1] (oCitavamo iz x-koordinata tocaka A i B). Zadano
vektorsko polje ima komponente a,(z,y) = y? a,(z,y) = 2% Sada lako
racunamo integral

adr= | y*de+a®dy = 1(t4 1+t22t)dt = Zﬁ5+2t4 1—1+ _ I
A “\5 1), 75 2T 0
O

Zadatak 5.16. Izracunajte [zdx+x dy+y dz, ako je I' zadana parametri-
T
zacijom z(t) = t,y(t) = ¢, z(t) = 3, ¢ € [0, 1].

Rjesenje: Bududi da nam je parametrizacija ve¢ dana, moramo samo izracunati
derivacije:

Racunamo integral

v o3 35\ |
/zd:c+xdy+ydz=/ (- 1+t-2t4-3°)dt = | —+ =+ —
r 0 4 3 b 0
_1+2+3_91
4 3 5 60
0

Zadatak 5.17. Izracunajte ﬁ —yzdr+zz dy+zy dz, ako je T luk helikoidne
N

spirale zadane parametrizacijom z(t) = cost,y(t) = sint, z(t) = t, t € [0, 2.

Rjesenje: Racunamo derivacije

x(t) = cost = 2'(t) = —sint
y(t) =sint = y/(t) = cost
2(t)=t=2'(t) =
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a zatim i integral

2

/ —yzdr+rzdytxrydz =
r

(t sin®t + t cos® t + sint cos t) dt

c\c\c\

27 2 27
1 t 1
= t+§Sin2t> dt = <§—10082t)> )
472 1
= % Z(COS 47 — cos0) = 272,

O

Zadatak 5.18. Izracunajte [ zdy—ydzx, ako je [ zadana parametrizacijom

—

3t ) 3t2
—  y(t) = ,
1+ 113

() = telo,1).

Rjesenje: Racunamo derivacije

_3-(1+¢t%)=3t-3t>  3-6t°

/
t = :
() (1+13) (1413)2
J(t) = 6t - (1+¢°) ‘—3t2'3t2 _ Gt -3t
(1+13)2 (1+13)2

te integral

/ P P / — 3t 32 3 —6t3 it
rTady —ydar = . .
P vy +t3 1+t3) 148 (1+8)?

— Ot5 — 9¢2 + 18¢° g2 4 95
/ - dt = / o7+ 9 dt
(1+13)3 o (L+83)3
w=1+1t

21 3 1 2
=9/ Mdt /t—dtz du = 3t%dt
o (1+13)3 o (1+13)2

O—1,1—2
2d 1
L u U

2

1 3
=3(-=>41)=2
(5) -
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Cesto je potrebno parametrizirati spojnicu dviju to¢aka u prostoru. Neka
su to tocke A(x1,y1,21) 1 B(xa,ys, 22). Vel znamo da pravac kroz A i B ima
(kanonsku) jednadzbu

Tr— 2 _ Yy—1u _ 2=z _

To — X1 Y2 — Y1 Z2— 21

Lako dobivamo i parametarsku jednadzbu pravca

x=x + t(xe — 11)
y=1u +t(y2— 1) parametarska jednadzba pravca
zZ =2z +t(22 — Zl)

Sada je za parametrizaciju spojnice A i B potrebno jo$§ samo primijetiti da
se uvrgtavanjem t = 0 dobiva tocka A(xy,y1, 21), a uvrstavanjem ¢ = 1 tocka
B(xg,ya, 29). Dakle, parametrizacija spojnice je

(t) = T -+ t(l‘g — 1‘1)
(t) =y +t(y2 —y1)
(t) =2z + t(ZQ — Zl)
t €[0,1]

X

IS

Zadatak 5.19. Izracunajte [ydx+(m + 2) dy+(2z + y) dz, ako je T spoj-
r
nica tocaka A(1,0,1) 1 B(0,2,2).

Rjesenje: Parametrizirajmo I
zt)=1+t(0—-1)=1—-t=2'(t)=-1
y(t)=0+t(2-0)=2t=y'(t) =2
) =1+t2—-1)=1+t=2(t)=1

t € [0,1]

Zadani integral je onda jednak

I:/I(Qt-(—1)+(1—t+1+t)~2+(2+2t+2t)-1)dt

1 1
_ _ — (42 L
_/0 (—2t+4+2+4t)dt—/0 (2t + 6)dt = (t* 4 6t)|, = 7
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Zadatak 5.20. Izracunajte
[JdF: [(x +3)dz + (y — )dy + (22 4+ 2)d=
r T

ako je ' = T'; UT, gdje je I'; luk helikoidne spirale z(t) = cost, y(t) = sint,
2(t) =tzatc|0,3], als jespojnica tocaka A(0,1,75) i B(1,0,0). Skicirajte
krivulju.

Rjesenje: Bududi da je [=T,Ul, vrijedi

Slika 5.5: Krivulja r

/6(177:/ 6dF+/ adr.
r I I
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Parametrizacija krivulje T, je dana sa:
z(t) = cost = 2/(t) = —sint
y(t) =sint = y'(t) = cost
2(t)=t=2(t)=1
T
t €0, §].

Odredimo
/ adr = / (x4 3)dx + (y — 1)dy + (22 + 2)d=
JTy JT

%
= / [(cost+ 3)(—sint) 4 (sint — 1) cost + (2t + 2)]dt
0

]
/ (—sintcost — 3sint +sintcost — cost + 2t 4 2)dt
0

[NIE]

=]

/2(—SSint—cost+2t+2)dt= (3cost —sint + t* + 2t)
0

2

2
— (B0 1+ M) = (3 1-0+0)= "= 47— 4

Napisimo parametrizaciju spojnice I's:

x(t)=0+t(1—-0)=t=2'(t) =

yt)=1+t(0-1)=1—-t=14¢'(t)=-1

z(t):g+t(0—g)—§+§t:z’(t):—g
t €[0,1]

Sada rac¢unamo:

/6dF:[(:E+3)d9:+(y—1)dy+(2z+2)dz

ﬁz Fz
1 T

= [16+3 140t -1 D+ tr-nt+2) (= F)at
0

! 7T2 7T2 7T2 7.‘.22(:2 1

= A+3— —+ —t— )dt:(tQ 3 — t)

/0 ( + 2 T 2 m + 5 + 53 ™),

A 2
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Rjesenje zadatka je:
2 2

[(m+3)d$+(y—1)dy—|—(22+2)dz:%+7T—4—7TZ—7T+4:O.
T

Greenov teorem

Neka je T zatvorena pozitivno orjentirana krivulja koja omeduje podrucje D
u ravnini. Tada za dovoljno glatke funkcije M, N : R? — R vrijedi:

/Md:chNdy—// 8—N—6—M dxdy.
dy

Gornju jednakost zovemo Greenov teorem ili Greenova formula.

Slika 5.6: Greenov teorem

Zadatak 5.21. Pomoc¢u Greenove formule izracunajte
[(m +y)dz + (y — x)dy
T

ako je [’ pozitivno orijentirana kruznica z2 + y® = 1.
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Rjesenje: Znamo da:

M(m,y):$+yi%:1
N(x,y)zy—xi%:—l.

Sada je prema Greenovom teoremu:

/ﬁ('77 +y)dr + (y —x)dy = //D(—l — 1)dzdy

= —2// dzdy = —2P(D) = —27.
D
(]

Zadatak 5.22. Pomoc¢u Greenove formule izracunajte ff y3da + 2y?dy, gdje

je r pozitivno orijentirana krivulja koja zatvara lik omeden parabolama y =
2% i x = y?. Skicirajte lik D i krivulju T.

Rjesenje: Bududi da

oM
M(z,y) = y* = — = 3¢?
(z,9) 3y
ON
J\f(ﬂc,y)=96yQ:$a—I=y2

prema Greenovoj formuli vrijedi

/ 3dx+my2dy—// y* — 3y?)dx dy
// —2? deg—/ (LL/ —2y%)dy

_ y_ﬁ _ 4 i 6
—2/03Adx— 3/0(w $)de

22

1
o2far AT _2(2 1)_6
o3\ ) 3\s 7/ 35

0
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Slika 5.7: Krivulja T i lik D
Zadatak 5.23. Pomoc¢u Greenove formule izracunajte

[ 2 2o+ (@ )y,

r

gdje je T pozitivno orijentirani trokut s vrhovima A(1,1), B(2,2) i C(1,3).
Skicirajte krivulju I' i trokut D.

Rjesenge:
Stranica AB trokuta D lezi na pravcu y = =z, a stranica BC na pravcu
y = —x + 4. Takoder vrijedi

M(z,y) = 22% + 2y* = oM _ 4y
dy
ON
N(z,y) = (t+y)* = Z— =2 +y).

Sada rac¢unamo

[2(x2 +y?)dr + (z +y)’dy = // (2z + 2y — 4y)dz dy
T D
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Slika 5.8: Krivulja i trokut D

2 —z+4 2 y2 —oid
o [[maray=2 [(ar [ apar=2 [ (- L) s
D 1 x 1 2 x
2 4 4)? )
=2/ [x(_g;+4)_&_x2+x_]d$
1 2 2
2 > gr i1 2
:2/ (‘x”%—w—ﬁf—)dx
1 2 2
:2/(—2x2+8x—8)dx:4/ (—$2+4x—4)dx:(§+2$2_4x>’
1 1 1
8 1 8 1 4
=4[—— —)—(—— 2—4)]:4(—— - 2>=__,

Zadatak 5.24. Pomoc¢u Greenove formule izracunajte

[(ex siny — y? + x)dx + e” cosy dy,
r

ako je T' dio kruznice 2% + y% = 2z od tocke A(2,0) do tocke B(0,0) i dio
pravca y = 0 izmedu tocki B i A. Skicirajte krivulju I' i podrucje D.
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Slika 5.9: Krivulja Ti podrucje D

Rjesenje: Podrucje D opisujemo u polarnim koordinatama na sljeded¢i nacin:

D---

IA
w|>1

0<p<
0<r<2cosp.

Naime, skup D je smjesten u 1.kvadrant, a jednadzba kruznice u polarnim
koordinatama glasi 72 = 2rcosp = r = 2cosy. Odredimo sada parcijalne
derivacije komponenti polja:

oM
M(z,y) :e’”siny—yz—i—mia— =e"cosy — 2y
Y
ON

N(x,y) =e*cosy = — = e” cos
(2,9) v= g Y.

Sada racunamo integral:

[(em siny — y* + 2)dz + e“ cosy dy, = // (% cosy — €® cosy + 2y)dx dy
r D

3 2cos
:2// ydxdyzZ/ d(p/ rsinerdr
D

2 3 |2cos 16
=2/zsingo-r— g cos3gosing0d<p
0 3 lo 3 0
16 tonis 1 1 4
=_<_cos P)‘2=_6(0+_)=_.
3 4 0 3 4 3
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Zadatak 5.25. Pomoc¢u Greenove formule izracunajte

/(e317 siny — 2y)dz + (e” cosy — 2)dy,

—

r

ako je T dio kruznice 22 + 2 = az (a > 0) od tocke A(a,0) do totke B(0,0)
i dio pravca y = 0 izmedu tocki B i A. Skicirajte krivulju I' i podrucje D.

Rjesenge: Zadaca (‘%T) O

Krivuljni integral 2. vrste potencijalnog
vektorskog polja

Vektorsko polje @ je potencijalno ako je

dp- OJp- Oy
7 =oradp = —j + -2
a = grad 8.T,Z+ ay]—l— B

k
za neko skalarno polje . Skalarno polje ¢ zovemo potencijal od @. Takoder

znamo da je vektorsko polje potencijalno ako i samo ako vrijedi rot @ = 0.

Formula za odredivanje potencijala potencijalnog vektorskog polja se moze
pronadi u poglavlju ’Skalarna i vektorska polja’.

Za krivuljni integral 2. vrste potencijalnog polja vrijedi sljedeca tvrdnja:

Teorem. Neka je r orijentirana krivulja od A do B i d potencijalno vektorsko
polje s potencijalom . Tada je

/ i di = p(B) - p(A).

-

T

[z gornjeg teorema neposredno slijedi:

a) integral potencijalnog polja ne ovisi o putu integracije, ve¢ samo o
pocetnoj i zavrsnoj tocki,

b) integral potencijalnog polja po zatvorenoj krivulji je jednak nuli.

Zadatak 5.26. Odredite [z(y+2)dz+(z+2)dy+(z+y)dz, gdje je [ krivulja
zadana parametrizacijom x(t) = eS"fcost, y(t) = e“tsint i 2(t) = t* za
t € [m,2n].
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Rjesenje: Ako u parametrizaciju krivulje [ uvrstimo donju granicu intervala
t = m dobijemo pocetnu tocku krivulje A(—1,0,77™), a ako uvrstimo gornju
granicu intervala ¢t = 27 dolazimo do krajnje tocke na krivulji B(1, 0, (2r)*7).

Ranije smo izracunali (pogledajte poglavlje 'Skalarna i vektorska polja’) po-
tencijal polja iz integrala: ¢(z,y,2) = zy + x2z + yz.

Sada prema gornjoj tvrdnji mozemo izracunati integral:
[(y + 2)da + (x + 2)dy + (z + y)dz = p(B) — p(A) = (2m)*" — 7.
T

O

Zadatak 5.27. Rijesite zadatak neposredno prije potpoglavlja 'Greenov te-
orem’ pomoc¢u potencijala.

(0,m,1)

Zadatak 5.28. Odredite f(ooo)

dz + (1 + zcos(yz))dy + y cos(yz)dz.

Rjesenje: Zadaca (). O
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