0.1 Lokalni ekstremi

Baviti ¢emo se jednostavnosti radi samo funkcijama dvije varijable.

Neka je u nastavku © C R? otvoren skup, f:  — R dovoljno glatka funkcija,
te (zo,yo) € Q.

Definicija. Funkcija f ima lokalni minimum u tocki (z¢,yo), ako postoji
otvoren skup U C Q oko tocke (zg,yo) takav da je

f(x07y0) < f(.ili,y) Za Sve (xay) eVU.

Funkcija f ima lokalni maksimum u tocki (o, yo), ako postoji otvoren skup
U C Q oko tocke (zg,yo) takav da je

f(xO’yO) > f(xvy) Za sve (l’,y) eU.

Lokalni ekstrem je lokalni minimum ili lokalni maksimum.
Funkcija f ima globalni minimum (ili kracée minimum) u tocki (zo,yo), ako
vrijedi

f(x07y0) < f(x,y) Za sve (xay) €

Funkcija f ima globalni maksimum (ili kraée maksimum) u tocki (g, yo), ako
vrijedi
f(x07y0) > f(xay) Za sve (‘Tay) € .

Globalni ekstrem (ili krace ekstrem) je globalni minimum ili globalni maksi-
mum.

Uocite da je svaki globalni minimum (maksimum, ekstrem) ujedno i lokalni
minimum (maksimum, ekstrem), ali ne i obratno.

Tocka (xg,yo) je stacionarna tocka za funkciju f, ako vrijedi

0 0
a—i(ﬂfo,yo) =0, 8—5(950,%) =0.



Teorem. Ako funkcija f ima lokalni ekstrem u tocki (xg,yo), tada je (zo, o)
stactonarna tocka za funkciju f.

Prethodnim teoremom sluzimo se da pronademo lokalne ekstreme funkcije
f. Prvo pronademo sve stacionarne tocke (njih je lakse pronaéi nego lokalne
ekstreme), pa zatim medu njima moramo odrediti koje su lokalni minimumi,
koje su lokalni maksimumi, ako koje nijedno od toga. To ¢emo moéi odrediti
pomocu parcijalnih derivacija drugog reda.

Definicija. Matricu
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nazivamo Hesseovom matricom funkcije f. Hessijan funkcije f je determi-
nanta njene Hesseove matrice.

Neka je sada (zo, yo) stacionarna tocka funkcije f, te radi lakseg oznacavanja
uvedimo oznake:

5? O f % f O f
== 8—;;(%;%); B = m(ﬁoayo) = ax—ay(l‘myo)v C = a_y2<x0’y0>‘

Sada je det H(zg,y0) = AC — B2
Karakter stacionarne tocke mozda mozemo iscitati iz sljedec¢eg teorema.

Teorem. Uz oznake kao prije, vrijede sljedece tvrdnge:

o Ako je AC — B?>> 01 A >0, tada f ima lokalni minimum u (z9, yo).
o Ako je AC —B%*> 01 A <0, tada f ima lokalni maksimum u (xg,yo).

o Ako je AC—B? <0, tada f nema lokalni ekstrem u (xo,%0), tj. (7o, yo)
je tzv. sedlasta tocka.

Napomena. Ukoliko je A = 0 ili AC — B? = 0, tada na prethodno opisani
nacin ne mozemo nista zakljuciti o karakteru stacionarne tocke (xg,yo). U
tom slucaju je potrebno koristiti druga, kompliciranija sredstva u koja se
nec¢emo upustati.

Zadatak 0.1. Odredite lokalne ekstreme sljede¢ih funkcija:

(a) flz,y) =2 +ay+y*—2x—y



(b) flz,y) =22°+y*> =32y +y
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(c) f(:v,y)=x3+%+4xy+2y2—4x—4y+1

(d) f(z,y) =yvz —y* — x4+ 6y

(© S =T+ +y

2 2
Y x 5)
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Rjesenje:

(a) Trazimo prvo stacionarne tocke, koje dobijemo iz jednadzbi:

Dakle, imamo samo jednu stacionarnu tocku 7' = (1,0). Provjerimo da
li se radi o lokalnom ekstremu, te ako da, o kojem:

9 f
O f
B = 1,0) =1
3y3x< ,0)
O f
C_a—yzu,o)_z.

Vidimo da je AC — B> =3 > 01 A =2 > 0, pa zakljuéujemo da
funkcija f ima lokalni minimum u tocki 7' = (1, 0).

(b) Trazimo prvo stacionarne tocke, koje dobijemo iz jednadzbi:

9 =0 . 62% — 6y = 6x(xr —y) =0
of —o, T ay-—sa?+1 =0.

Prvu od gornje dvije jednadzbe rjesavamo po slucajevima:

e Za x =0 imamo 2y — 1 =0, tj. Ty = (0, —1).
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e Zax —y=0imamo z = y i 2y — 3y?> + 1 = 0, iz ¢ega dobijemo

tocke Ty = (1,1) i Ty = (—3, —3).

Od dobivene tri stacionarne tocke za svaku posebno ispitivamo karak-
ter. Izracunajmo:

O f

d?

O f O f

= 12z — 6y, ayax:—Gx, — = 2.

(i) Za tocku Ty = (0,—3) imamo A = 3, B =01 C = 2. Jer je
AC—B*=6>0iA=3 >0, vidimo da funkcija f ima lokalni

minimum u tocki 7} = (0, —3).

(ii) Za tocku Tp = (1,1) imamo A = 6, B = —61 C = 2. Jer je
AC — B%? = —24 < 0, vidimo da funkcija f nema lokalni ekstrem
u tocki Ty = (1,1), nego je ta tocka sedlasta.

(ili) Za totku T = (—3,—3) imamo A = =2, B=21C = 2. Jer je
AC — B? = —8 < 0, vidimo da funkcija f nema lokalni ekstrem u

tocki T3 = (—%, —%), nego je ta tocka sedlasta.

(c) Trazimo prvo stacionarne tocke, koje dobijemo iz jednadzbi:

9 =0 o 302+ x+4y—4 =0
of —qo, " Yartdy—4 —0.

Nakon sto gornje jednadzbe oduzmemo, dobijemo 3z(x — 1) = 0, od-
nosno = = 0, 1. Stacionarne tocke su 77 = (0,1) i 75 = (1,0).
0*f >f ., P

@:61'—}-1,

8y8$: Toyr

(i) Za tocku T3 = (0,1) imamo A = 1, B = 41 C = 4. Jer je
AC — B? = —12 < 0, vidimo da funkcija f nema lokalni ekstrem
u tocki 77 = (0, 1), nego je ta tocka sedlasta.

(ii) Za tocku Tp = (1,0) imamo A = 7, B = 41 C = 4. Jer je
AC—B*=12>0i A= 7> 0, vidimo da funkcija f ima lokalni

minimum u tocki 75 = (1,0).

9 =0 S —1 =0
o = AE = Lova=2y-6
o =y, VI—2y+6 =0 2



Iz toga lako dobijemo jedinu stacionarnu tocku T = (4,4).

I A U T S
or? 4z oyox  2/x’  oyr
1 1 3
A=—— == =2, AC-B*=— .
= 8>0’ 1 C , C 16>0

Dakle, f ima lokalni maksimum u tocki 7" = (4,4).

(e) ;
S 8 2r
9 =0 —Z 41 =
dy ’ y? o
Iz druge jednadzbe slijedi 22 = y?, pa imamo dva slucaja:

e Slucaj x =y daje

8
- +2=0 = =4 = r=+2
i

Dobili smo stacionarne tocke T = (2,2) i T = (=2, —2).
e Slucaj r = —y daje
8
-——-2=0 = z’=—4,
Y

Sto nema realnih rjesenja.

Parcijalne derivacije drugog reda su:

O*f 16 2 Pf 2w Pf 2a?

0x2 2y oyoxr oy oy

(i) Za tocku Ty = (2,2) imamo A = 3, B = —11C = 1. Jer je
AC - B?=2>01iA =3 >0, vidimo da funkcija f ima lokalni
minimum u tocki 7 = (2, 2).

(ii) Za tocku T = (—2,—2) imamo A = -3, B=11C = —1. Jer je
AC—-B?*=2>0iA= -3 <0, vidimo da funkcija f ima lokalni
maksimum u tocki Ty = (=2, —2).



Iz druge jednadzbe slijedi 2% = 4, tj. = y. Zatim iz prve jednadzbe
slijedi:
1 5)

— 2 _ _
1—§+2—2—x2_0 = 2°=1 = x==L

Dakle, imamo dvije stacionarne tocke 773 = (1,1) i Ty = (—1,—1).

82f_y2+2 5 o0 f y 2o O0*f 1 222

022 23y @ oyor 22 2 O oz

(i) Za tocku T} = (1,1) imamo A = 8, B = =31 C = 3. Jer je
AC —B*=15>01i A= 28>0, vidimo da funkcija f ima lokalni
minimum u tocki 77 = (1, 1).

(ii) Za tocku Tp = (—1,—1) imamo A = =8, B=31C = —3. Jer
je AC—B?>=15>0iA = —8 < 0, vidimo da funkcija f ima
lokalni maksimum u tocki 7o = (-1, —1).

O
Zadatak 0.2. Odredite lokalne ekstreme sljede¢ih funkcija:
(a) flz,y) = (x—2)*+y°
(b) flz,y) =2 +y? —2y+4x—1
(¢) flw,y)=a*+y*+ay—ax—2y+7
(d) flz,y) = e"¥(2® +y)
Rjesenje: Zadaca O

0.1.1 Uvjetni ekstremi

U ovom podjeljku opisati ¢emo kako se mogu pronaci uvjetni ekstremi zadane
funkcije f, tj. globalni ekstremi funkcije f na skupu toc¢aka koji zadovoljavaju
zadani uvjet g(x,y) = 0.

U tu svrhu definiramo Lagrangeovu funkciju formulom:

F(z,y,\) = f(x,y) + Ag(z,y),  (z,y) €Q AER,



Teorem. Ako f ima uvjetni ekstrem u tocki (xg,yo), tada postoji \g € R
takav da vrijeds

OF OF OF

%(xo,ym )\0) =0, 8_y($0’y0’ )\0) =0, 5(9507%, )\0) = g(x(]ay()) =0.

Prethodni teorem daje samo nuzne uvjete za uvjetne ekstreme. Dakle, prvo
rjeSavamo sustav:

0 _

9 =0

& =0 (1)
g(z,y) =0.

Da bi od svih rjeSenja tog sustava prepoznali minimume i maksimume, te
razlucili globalne od samo lokalnih, moramo se najceSée koristiti nekak-
vim geometrijskim razmatranjima. Ukoliko je skup tocaka zadan uvjetom
g(x,y) = 0 ogranicen, koristan je i sljedeéi teorem.

Teorem. Neprekidna funkcija na zatvorenom i ogranicenom skupu ima tocku
globalnog minimuma 1 tocku globalnog maksimuma

Dakle, ukoliko je skup toc¢aka zadan uvjetom g(x,y) = 0 ogranic¢en, poredamo
sva rjeSenja (x, y) sustava (/1)) i gledamo vrijednosti of f u tim tockama. Tocke
s najmanjom i najve¢om vrijednos¢u su uvjetni ekstremi (redom minimum i
maksimum).

Napomena. Ukoliko uvjet g(z,y) = 0 mozemo napisati eksplicitno u obliku
y = h(x), tada uvjetne ekstreme od f dobijemo gledajué¢i ekstreme kompo-
zicije f(x,h(x)), sto je funkcija jedne varijable.

Zadatak 0.3. Nadite ekstrem funkcije f(x,y) = zy, uz uvjet z +y = 1.

Rjesenje: Stavimo g(x,y) = x4y — 1 (jer zelimo da uvjet bude g(z,y) = 0).
Uvodimo funkciju

F(z,y,\) = f(z,y) + Ag(z,y) = 2y + Az + Ay — A,

te rjeSavamo sustav :

or =0 y+A =0 y=—A\ A=-1
%—5 =0 = <xz+A =0 = <Sx=-X\ = :L‘:%
g(z,y) =0 r+y =1 “A=x=1 y=1.

Dakle, tocka T = (%, %) je jedini kandidat za uvjetni ekstrem.
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No, iz geometrijskih razloga je jasno da postoji globalni maksimum funkcije
f na praveu y = —x + 1. Stoga je T" = (%, %) trazeni uvjetni ekstrem, i
to maksimum. Maksimalna vrijednost funkcije f koja se postize uz uvjet
ry=Lie f(3.3) =L

Drugi nacin: Uvjet x + y = 1 mozemo napisati eksplicitno kao y = —x + 1.
Sada trazimo ekstreme funkcije jedne varijable

flx,—x+1)=a(-2x+1) = -2 + 2.

Mozemo pomocu derivacija odrediti tok te funkcije i globalni ekstrem, ali
mozemo i uociti da se radi o paraboli koja ocito ima globalni maksimum u
tjemenu z = 1. Dakle, trazeni uvjetni ekstrem (i to maksimum) funkcije f
jeu tocki T = (%,—%—I—l) = (%,%) O
Zadatak 0.4. Odredite ekstreme funkcije f(z,y) = —bx + 12y + 7, uz uvjet
72 + y? = 4 (odnosno maksimum funkcije f na kruznici oko ishodista polu-
mjera 2).

Rjesenge: g(x,y) = 2> +y* —4, F(z,y,\) = bz + 12y + 7+ Az + A\y? — 4\

9L =0 —54+2\r =0 =3

OF _ B %

9 =0 = 1242y =0 = {y=-F

g(z,y) =0 2 +yr =4 2oy =418
Dobili smo dvije tocke kao kandidate za uvjetne ekstreme: 77 = (13, —21) j
T, = (_%v %) Izracunamo f(T}) = —191 f(T») = 33, pa vidimo da su obje
T i Ty uvjetni ekstremi; 77 je minimum, a 75 maksimum. O

Zadatak 0.5. Odredite tocke na hiperboli 22 — y? = 1 koje su najblize tocki
T() = (0, 4)

Rjesenge: Udaljenost do tocke Ty = (0, 4) je funkcija koja svakoj tocki ravnine
T = (z,y) pridruzi broj

flz,y) = Va2 + (y — 4)%

Trazimo minimum te funkcije, uz uvjet da se tocka T nalazi na zadanoj



hiperboli, odnosno g(z,y) = 22 — y* — 1.

F(z,y,\) = \/x2+(y—4)2+/\a:2—)\y2—)\

x#0

OF o T 49 - O\ =1
v =0 ,—x2+(y—4)2 + /\I’ O = )\ w2+(y—4)2
oF — —4 —4+

oF -0 = <{ ¥yt 9 _ _y—Aty

2y Vo 2 =02 e =0
g(z,y) =0 2% — g2 -1

= y=2 r=4V1+22=+V5
Za slucaj x = 0 dobijemo —y? = 1, §to nema realnih rjesenja. Dakle, kandi-

dati za uvijetne ekstreme su T} = (v/5,2) i Ty = (—/5,2).

Iz geometrijskih razloga vidimo da ne postoji maksimum (jer postoje tocke
na danoj hiperboli po volji daleko od Tp), te da mora postojati minimum.
Jer je f(T}) = 3 = f(T3), zakljucujemo da su obje T} i Ty uvjetni ekstremi, i
to minimumi, dakle tocke hiperbole najblize tocki T (udaljene su za 3). [

Zadatak 0.6. Na krivulji 322 + 2zy + 3y*> = 8 odredite tocke za koje je
kvadrat udaljenosti do ishodista najmanji, te za koje je najvedci.

Rjesenge: Trazimo minimum funkcije f(z,y) = 22 + y? (kvadrat udaljenosti
tocke (z,y) do (0,0)), uz uviet g(z,y) = 322 + 2xy + 3y* — 8 = 0.

F(z,y) = 2* 4+ 3> + 3\z® 4+ 2 zy + 3\y® — 8\

oF -0 22+ 6 r +2\y =0 (1+3Nz+ Ay =0
or =0 = {2W+22x+6ly =0 = dx+(1+3\y =0
g(z,y) =0 9(z,y) =0 9(z,y) = 0.

Prvu jednadzbu pomnozimo s — A, drugu s (1+3\), te ih zbrojimo. Dobijemo:

0 =My + (1+3\)2%y = (1+2)\)(1+4)\)y.

e Zal+2X=0imamo A\ = —%, te (1 — %)x—%y = 0, odnosno = = —y.
Tu zadnju jednakost uvrstimo u uvjet g(z,y) = 0, i dobijemo:

302 — 202+ 322 =8 = x=+V2
Kandidati za uvjetne ekstreme su 17 = (\/_, —\/5) 1Ty = (—\/ﬁ, \/5)

e Za 1+ 4\ =0 imamo \ = —}1, te (1—%)$—%y:0, odnosno r = y.
Tu zadnju jednakost uvrstimo u uvjet g(z,y) = 0, i dobijemo:

302 + 202 + 327 =8 = 1=+l
Kandidati za uvjetne ekstreme su T3 = (1,1) i Ty = (-1, —1).
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e Za y = 0 u uvjetu g(z,y) = 0 dobijemo 2® = 3, tj. 2 = £,/3.

Dakle, imamo jos dva kandidata za uvjetne ekstreme: T5 = <\/§ , O) i

Ty = (—\/§ o).
Lako izracunamo f(Th) = f(Tb) = 4, f(T3) = f(T1) = 21 f(T5) = f(Ts) = §,
pa vidimo da f ima maksimum u 7} i 75, a minimum u 73 i 7} na zadanoj
krivulji (minimum i maksimum postoje, jer je krivulja rotirana elipsa). Tocke
Ts i Ts nisu uvjetni ekstremi. O
Zadatak 0.7. Odredite ekstreme funkcije f(x,y) = 2 uz uvjet

2 4 4y* = 4.

Rjesenje: Zadaca. O]

Zadatak 0.8. Na pravcu Az + By+C' = 0 odredite tocku najblizu ishodistu.

Rjesenje: Zadaca. O]
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