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Zagrebu.

Skripta nikako nije zamjena za vjezbe (pohadanje kojih je obavezno), veé
sluzi studentima kao pomo¢ za lakse prac¢enje nastave. U njoj se nalaze i
poneki sadrzaji koji ne ulaze u ispitno gradivo (npr. zadaci i odjeljci koji su
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Poglavlje 1

Obicne diferencijalne jednadzbe

U ovom poglavlju dajemo neke metode rjesavanja obicnih diferencijalnih jed-
nadzbi. To su jednadzbe oblika

F(v,y,9,y"....y™) =0,

gdje je y nepoznata funkcija u varijabli z. Red jednadzbe jest najveéi n € N
takav da se u jednadzbi javlja n-ta derivacija nepoznate funkcije.

1.1 Obic¢ne diferencijalne jednadzbe 1. reda

1.1.1 Jednadzbe sa separiranim varijablama

Jednadzbe sa separiranim varijablama su jednadzbe koje se mogu zapisati u

obliku p
y o,
=Y = f(z)g(y).

One se rjesavaju direktnim svodenjem na integrale:

/fy)dy:/f(x)derC, C eR.

Pri tome treba posebno provjeriti singularne slucajeve, tj. one funkcije y za
koje je g(y) = 0.

Zadatak 1.1. Pronadite rjesenje diferencijalne jednadzbe 3y’ = cosx koje
zadovoljava uvjet y(0) = 1.



Rjesenje: Trazena funkcija y je primitivna funkcija od cosz, dakle mora
biti y = sinx + C' za neki C' € R. Ako uvrstimo zadani uvjet, dobijemo
1 =sin0+ C, odnosno C' = 1. Dakle, rjesenje je y = sinz + 1. O]

Zadatak 1.2. Rijesite diferencijalnu jednadzbu y' = y.

Rjesenje: Funkcija y = 0 je ocito jedno rjeSenje jednadzbe, pa pronadimo
ne-nul rjesenja. Jednadzbu podjelimo s y pod pretpostavkom y # 0:

1
_.@:1 = d—y:dm = /@:/dx = Inly|=x+C.
y dx y Y

Na zadnju jednakost djelujemo s eksponencijalnom funkcijom, i dobijemo:

’y|:€z+C:€C‘€x
B e et oy >0,
Y —e%.e* 1 y<O.

Jer je e takoder konstanta, mozemo za tu novu konstantu i dalje koristiti
oznaku C' (no uo¢imo da je ovaj “novi” C' strogo pozitivan). Dakle, nase
rjeSenje ima oblik

y==xCe” C>0
odnosno
y= Ce" CeR\{0}.

Pridodamo 1i tome trivijalno rjesenje y = 0 (koje se dobije za C' = 0 iz
gornjeg retka) s pocetka razmatranja, slijedi konaéno rjesenje:

y= Ce", CeR.
]

Napomena. U rjesavanju ¢emo uglavnom preskakati razmatranja kao u za-
datku pisat ¢emo In bez prethodne apsolutne vrijednosti, znajuéi da ¢e
nam varijacije konstante C' pokriti preostale slucajeve.

Zadatak 1.3. Rijesite sljedece diferencijalne jednadzbe:

(2) ¥ =1+’



(b) 2?y?y' +1=y
(c) 3y*y + 16z = 2xy?

(1+e)yy = e
@){Mmzl

2ryy’ +y? =2
(e)

y(1) = —1
R
() =y =3¢ ctgy
sin”y
(g) v ="
(h) ¢ oy e ]

- 22y — 2ry + a2+ 2y — 20+ 2
Rjesenje:

(a)




Nakon §to izracunamo gornje integrale, dobijemo implicitno zadano
opce rjesenje:

Y 1
In(ly —1) + = =—+C.
n(y—1)+ 5 +vy . +
Uvrstimo li funkciju ¥y = 1 u zadanu polaznu jednadzbu, dobijemo

22-12.0+1 =1,1tj. 1 =1, pa zakljuéujemo da je i y = 1 takoder
rjesenje jednadzbe.

3 _ 2
@:gj-—2y 16 = /—Sy dy:/xdx, zay # 2
|

dz 3y? 2y% — 16
t=y3
1 x?
Zln(y® —8) = — / )
5 n(y® — 8) 5 +C

In(y® — 8) = 2* + C.

Singularni slucaj y = 2 je takoder rjeSenje, jer uvrstavanjem u jed-
nadzbu dobijemo 16x = 16z. Sva rjeSenja mozemo napisati eksplicitno:

2 2
Y —8=e" ¢ = Ce”

y=+vCe +8
(uo¢imo da za C' = 0 dobijemo upravo singularni slucaj).

(d)

dy e’ 1 e’

G A D= dy = d

de 1+4+e* y /yy /1+e$x
t—I

y?
5= In(1+e*)+C.

Iz uvjeta y(0) = 1 slijedi % =In(l1+¢e)+C, pajeC =3 —In2
Rjesenje jednadzbe je

2
1
%zln(l—i—e’”}—l—i—lnz



dy 12— Y / 1

—_=—" = dy = | —d +v2

dr 212 Y /2—y2 Y 2220 za.y # V2
—_——

1 1
—ZIn(2 =Y =—-——4+(C /._
S In(2—y7) = -5+ (
1
In(2—y*) ==-+C.
x
Singularni slucajevi takoder zadovoljavaju jednadzbu. RjeSenje je

y=+1/2— Cex,

a iz zadanog uvjeta vidimo da ispred korjena treba i¢i minus:
1
—V2-Cel = C=-
e
Rjesenje je y = —V/2 — ex L.

dy 3e” ; N / / 3e” J
— = e sin? — = x
dr  2—en OBV Y ctg y - sin? y 2 —e”

-~

t=ctg y u=2—e%
—Inctgy = -3In(2—-¢")+C
Inctgy = In (( —€” 3) +C
ctgy = C(2 —¢")’
y = arcctg(C(2 — e*)?).

Singularni slucajevi y = (k+ 3) - 7 (za k € Z) takoder zadovoljavaju
pocetnu jednadzbu.

d
Y _ eV = eVdy=e"dx
dx



dy (z—Dy*+ (x - 1) (=D +1)

der — 2(y+1) —2z(y+1)+20y+1) (@2—22+2)(y+1)

y+1 xr—1
dy= [ -2~ g
/y2+1 /x2—2a‘;+2x

Y 1 r—1
d dy= [ —2 2 4
/y2+1y+/y2+1y /(x—1)2+1°ﬁ'j

1
3 In(y* + 1) + arctgy =

In(y* + 1)+ 2arctgy = In(2® — 22+ 2) + C
(y? + 1)e*¥8Y = O(2® — 21 + 2).

Zadatak 1.4. Rijesite sljedece diferencijalne jednadzbe:

(a) {yy’ = cos(2x)

y(0) =1
(b) V= Yy +yz?
y(0) =1

© y’:x2y2—|—x2—y2—1
y(0) =0

(d) 2%y — cos(2y) =1

'y/:€
© { 1) =1
¢ Yy =ylny-cosx
R el

(g) 62:1?7(:osy — yl i Siny.

22 —y2

SRS
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Rjesenje: Zadaca. O]

U nastavku ovog pododjeljka su dane neke primjene diferencijalnih jednadzbi
u matematickom modeliranju.

Zadatak 1.5. Tijelo se za 20 minuta ohladi sa 100°C' na 60°C'. Nakon koliko
¢e se vremena to tijelo ohladiti na 30°C, ako je temperatura zraka koji ga
okruzuje konstantna i jednaka 20°C'.

Napomena. Brzina kojom tijelo mijenja temperaturu proporcionalna je razlici
temperature tijela i temperature zraka koji ga okruzuje.

Rjesenje: Neka je t vrijeme u minutama, a 7'(f) temperatura tog tijela u
trenutku £. Prema prethodnoj napomeni, vrijedi jednadzba:

dr
— =k(T' - 20
dt ( )7

gdje je k konstanta proporcionalnosti.
dT
= [ kdt
[7=%-]
In(T —20) = kt+C
T = Ce™ + 20.

Iz uvjeta T'(0) = 100 i T(20) = 60 dobijemo C = 80 i eF = %\/5 Sada

1 \!
trazimo ¢ za koji vrijedi 80 - (?/5) + 20 = 30, a taj je t = 60. O]

Zadatak 1.6. U izoliranu populaciju od 1000 zdravih jedinki odredene vr-
ste doselila se jedinka sa zaraznom boles¢u nepoznatog podrijetla. Brzina
Sirenja zaraze u populaciji proporcionalna je produktu broja zdravih i broja
zarazenih jedinki. Ukoliko je nakon 2 dana broj zarazenih dosegao 1% cjelo-
kupne populacije, odredite postotak zarazenih jedinki nakon 10 dana. (Pret-
postavljamo da je ukupna populacija u promatranom razdoblju konstantna.)

Rjesenje: Oznacimo populaciju P = 1001 i Z(t) = broj zarazenih u danu ¢.

11



dz dz
~Z—k-Zz-(P-2Z 2 _—k[at
di (P=2) = /Z(P—Z) /
1 dz 1 dZ
P 7+ﬁ/m—’“+c
Z
| =P
nP—Z kt +C
Z o Pkt
Pz Ce
5 PCe
1+C€Pkt

Pocetni podaci Z(0) =11 Z(2) = & daju C = 5 i e*" = L1 Trazi se

Z(10)  CePr p—1 (PR ()]
P 14+Ce%Pk P—1  P—1+ (k)5 P14 (51
(1000)5
_ 99
1000 + (199%)°
~ 99%.

O

Zadatak 1.7. Odredite sve glatke krivulje u ravnini koje imaju svojstvo da
im tangenta u svakoj tocki prolazi kroz ishodiste.

Rjesenje: Neka je y(x) takva krivulja. Jednadzba tangente s diralistem
(o, y(20)) glasi:

y — y(wo) = ¢ (w0) (2 — o).
Uvjet da ona prolazi ishodistem glasi:
0 —y(zo) = ¥ (20)(0 — 29) = y(w0) = 0 Y (20)-

Kako to treba vrijediti za sve tocke xy, dobijemo diferencijalnu jednadzbu
(pisemo sada x umjesto xg):

d dz
y=xzy = Y2 4 Inly=Inh|z|+C = y=Cx.
Y x
Dakle, jedine takve krivulje su pravci kroz ishodiste. O]

12



Zadatak 1.8. Odredite sve glatke krivulje u ravnini koje imaju svojstvo da
im normala u svakoj tocki prolazi kroz ishodiste.

Rjesenje: Neka je y(z) takva krivulja. Jednadzba normale s diralistem
(o, y(w0)) glasi:

-1
y—y(xg) = x — Xo).
( 0) y'(ﬂfo) ( 0)
Uvjet da ona prolazi ishodistem glasi:
—1 Zo

0 — y(zo) = (0—20) = ylxo) = —

y'(z0)

Kako to treba vrijediti za sve tocke xg, dobijemo diferencijalnu jednadzbu:

y' (o)

T Y2 a? 2 2
y=-— = ydy=-zdx = ?:—5—1—0 = a4y =C.
Y
Dakle, jedine takve krivulje su kruznice sa sredistem u ishodistu. O

Zadatak* 1.9. Odredite rjesenje diferencijalne jednadzbe 3y?y’ +16x = 2xy?
koje je ograni¢eno za x — +00.

Rjesenje:

Ako je C # 0 iz — +oo, tada i Ce*” + 8 — 400, stoga funkcija y ne moze
biti ograni¢ena. Zakljucujemo da je C' = 0, pa je jedino odgovarajuce rjesenje
1.1.2 Linearne jednadzbe prvog reda

Linearne jednadzbe prvog reda su jednadzbe oblika

Y + f(x) -y =g(z). (1.1)

13



Rjesavamo ih tako da prvo rijeSimo pripadnu homogenu jednadzbu:

Zatim trazimo rjesenje polazne jednadzbe u obliku y = C(z)e /7@ 24
neku funkciju C(z):

g9(x) =y + f(x)y
= C(ae I Ola)e O (— f(a) + f(a) - Ola)e 0
_ () ST
= C'(z) = g(x) - el @)

= C(z) = /g(m) el I@dz gy,
Dakle, rjesenje linearne jednadzbe prvog reda je:
y=e JI@de {/eff(“)dx~g(a:)d:c—|—0 , C eR. (1.2)
Zadatak 1.10. Rijesite sljedece diferencijalne jednadzbe:

(a) ¥ + ycosz = sin(2x)

(b) ¥/ cosz+ysinz =1

2
() (x°+ 1)y +2zy = O
(d) zy — (x+ 1)y = €.

Rjesenje: Koristimo formulu (1.2]).

14



(a) f(z) =cosx, g(x) =sin(2z), [ f(z)dx =sinz,

y = e Sine [/ e sin(2z)dw + C’]

=e 7 Q/esmxsinxcosxda:—l—C’

J/

Vv
t=sinx

= ¢~ Sin Q/t-etdt +C

L N———
u=t, dv=ctdt

=e (2t — 1)e! + C)
= 2sinx — 2+ C - e~ 5%,

Yy cosx +ysinz =1 / 1 COST

1
Y +ytgr = = f(z) =tgz, g(z) =
cos T cos T
/f(x)dz:/smxdx:—lncosx
CcoS T
o
Incosx —Incosx 1
y=e [/e -—dx+C’}
CcOS X
1
:cosm{/ 5 d:ic—i—C}
cos?
=cosz- (tgz + C)
=sinz + C cosz.
(c)
2 4 1)y + 20y = /; 241
@4y +2my = [ @)
2x 1 2x
/
— = = — e
y+x2+1y (24 1)2 1) x2+1’g(x)
2
/f(;v)d:v:/ﬁf_lda::ln(a:z#—l)
—_—
t=x2+1

15



1
_ _—In(z%+1) In(z2+1) .
y=e {/e —($2+1)2dx—1—0}

1 1
T2+ 1 [/m2+1+0]

arctgx + C'
2+1

2y —(r+1)y=¢e" / x
r+1 e’ z+1 e’
V———y=— = fla)=~

i T €T

/f /<1+%)dm:—x—lnx

]

Zadatak 1.11. Kugla mase m pustena je da padne na zemlju. Na nju dje-
luje gravitacija, i otpor zraka za kojeg pretpostavljamo da je proporcionalan
brzini. Izvedite formulu za brzinu kugle.

Rjesenje: Oznacimo sa v(t) brzinu kugle u trenutku ¢. Tada je v'(¢) ubrzanje
kugle u trenutku . Po 2. Newtonovom zakonu, ukupna sila koja djeluje na

tijelo jednaka je produktu mase i ubrzanja. Dakle,
k
g —k-o(t) = JEO+—-0)=y.
S~~~ S—— m

gravitacija  otporzraka

(t) & o St U f et gdt+C’]

— Cemt 4 %



Ukoliko je kugla krenula iz mirovanja, imamo pocetni uvjet v(0) = 0, pomocéu
kojeg mozemo dobiti C":

—(0) = . 0 I __gm I
0=v(0)=C-+%% = C=-22 = o) k(1 e )

Uocite da je brzina asimptotski ogranicena s konstantom £* (skicirajte v —t
graf). O

Zadatak 1.12. Rijesite sljedece diferencijalne jednadzbe:
) {y' e
y(0) =3
(b) (z=1)y +yz=e"
(c) 2z + 1)y =4x+ 2y
(d) (xzy/ —1) - Inz=2y.

Rjesenje: Zadaca. O

1.1.3 Neke supstitucije*

Ponekad diferencijalne jednadzbe mozemo pogodnim supstitucijama svesti
na neki pogodni oblik, npr. na jednadzbu sa separiranim varijablama. Takve
su npr. jednadzbe oblika

vy = f(Ax + By + O),
za konstante A, B,C € Ri A, B # 0. Uvedimo novu varijablu
z=Ax+ By + C.

Vrijedi:
dz dy
—=A+B-—=A+1B- :
dx + dx + /)
Dobivena jednazba g—; = A+ B- f(z) ima separirane varijable, pa je mozemo

rijesiti integriranjem:

Na kraju je potrebno rjesenje prikazati u originalnim varijablama x i y.

17



Zadatak* 1.13. Rijesite sljedece diferencijalne jednadzbe:
(a) (z+y)* -y =9
Y =+VAxr+2y+1
(b) {

y(2) =0.
Rjesenge:
(a) Supstitucija je u ovom slucaju z = =z + vy, 2/ = 1+ ¢'. Dobijemo
jednadzbu
2.(7—-1)=9
227 =94 22
2
dz= [ d
/ 2249 o7 / *
W—/
z2
z
z — 3arctg 3) =x+C.
Uvrstimo nazad pocetne varijable (z = x + y):

(
xr +
x+y— Sarctg( ) r+C

Jarctg | —— | =C.
Yy — arcg( 3)

2 —4
(b) Supstitucija je z =4z +2y+1, 2’ =4+ 2y, pajey = .

2
_4 )
=z = Z=2/z+4

1
dz= | 2d
\/5—1—22 / x

—_———

t2=z

2z —4ln(y/z+2) =22+ C
2V/4r +2y+1—4ln(\/4x +2y+1+2) =22+ C.

Iz zadanog uvjeta imamo 2v/9 — 41n(v/9 + 2) = 8 + O, iz éega vidimo
da je C = —2 — 41n5. Konacno rjesenje je

2y/4r +2y+1—4Iln(\/4r +2y+1+2) =22 —2—4Inb5.

/

18



Zadatak* 1.14. Rijesite sljedeée diferencijalne jednadzbe:

(a) ¥ —y=22-3
(b) ¥y =(r—y)?+1
o Jat2y) =1
() {y(O)Il

(d) ¥ = (Ax+ By + C)?*, A, B,C > 0.

Rjesenje: Zadaca. O]

Jednadzbe koje mozemo zapisati u obliku

=0

takoder mozemo pogodnom supstitucijom svesti na separirane varijable. U
literaturi se takve jednazbe zovu homogene, no nemaju direkne veze s line-

arnim homogenim jednadzbama. RjeSavamo ih supstitucijom u = Ly Vrijedi
x

ur =y, paje

d
Dobili smo jednadzbu d_u -z = f(u) — u koja ima separirane varijable:
x

du
———=Inz+C, C eR.
e

Na kraju je potrebno rjesenje prikazati u originalnim varijablama x i y.

Zadatak* 1.15. Rijesite sljedece diferencijalne jednadzbe:

(a) vy —y =wtgl

2xy — y?
!
(b) y - .7/'2

19



o {0 st

(e) (z+y)dx+ (y —x)dy =0

(f) 2zydr — (2 + y*)dy = 0.
Rjesenje:

(a)

y/:y+tgy <u:g7 y'=xu’+u>
Xz Xz X

v +u=u-+tgu

1
/ /—d:v, zatgu # 0
tgu T

Insinu=Ilnz +C

sinu = Cuz.

Nakon vracanja “starih” varijabli (u = £) dobijemo opce rjesenje:
sin? = Oz,
x
Singularni slucaj kada je tgu = 0 se provjeri posebno:

tgeu=0 = sinu=0 = u=kr = y=knx.

Funkcije y = knx za k € 7Z takoder zadovoljavaju jednadzbu.

20



2

y’:2g—(g> (u:g, y’:xu’—l—u>
x x x

xu +u=2u—u’

xu' =u(l —u)

du dz
0 " 1
/u(l—u) /:1:’ za u # 0,

/(1 1 ) dx
-+ du= | —
u 1l—u T

Inu=Inz+In(l—u)+C

u=Cz(l—u)
Yy Y
7 _ 12
. Cx( x)
y=Cz(z—y)
B Cx?
v= Cr+1

Zau=01iwu=1, odnosno y = 01y = x takoder dobijemo rjeSenja.

()

2
y/:g_i_f 1_(%) (u:gyy/:xu/_i_u)
r oy x x

1
o +u=u+—vV1—u?
U
udu dx
[ sau#+l
/\/1—u2 /$ 7
2
t=1—u

—V1—uw=lhz+C

y2
1-L = mz+tC
T

Singularni slucajevi y = £x su takoder rjesenja.

21



(d) Standardna supstitucija u = £, y' = xu’ + u daje:

(xu' 4+ v — u)arctgu = 1

1
/arctgudu :/—dx
x

N————’
p=arctgu, dr=du

1
uarctgu — §ln(u2+ 1)=Inz+C
1 2
garctgg ——In <y—+1) =lnx+C.
x xr 2 x?

Uvjet y(1) =0daje0—0=0+ C, paje C =0.
(e)

(x+y)de+ (y—2)dy=0 = (r—y)dy = (x +y)dr
Yy

, dy x+y:x
:}y:—: _— =
de x—vy :x
1
u=Y o/ pu=
x 1—u
, 14w 1+ u?
U = —u=
1—-u 1—u

1
arctgu — Eln(l +u*) =Inz + C.

Zamjenom v = ¥ dobivamo rjesenje:

1 2
arctgg——ln 1—|—y— =lnx+C.
x 2 x?

,_dy 2wy 22
Cdr 22?2 1+(£)2

Y
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Y , 2u
Uu=-— = 22U +tu=-——>
T 1+ u?
2u U—Uu

Tlrwr YT 1+
1 2 1
/ tu du:/—dx, zau # 0,41
u(l —u)(1 4+ u) x

1 1 1
/ -+ — du:/ld:c
u 1—uw 14w T

Inu—In(l —u) —In(l+u)=hz+C

3

xu’

=) =Cr
y
L — =Cxr
E
y=Cla* —y?).
Singularni slucajevi y = 0, y = x i y = —x takoder daju rjesenja
jednadzbe.
O
Zadatak* 1.16. Rijesite sljedece diferencijalne jednadzbe:
(a) =y’ —y = /2* +y°
v Y
b) y =ex + =
(b) ¥’ =ex+ =
(¢) (y+ Jxy)de —axdy =0
(d) (y* — 2?)dy = 2zy dz.
Rjesenje: Zadaca. O]
1.1.4 Egzaktne jednadzbe*
Neka je zadana diferencijalna jednadzba u obliku
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Sjetimo se da je 3y’ = %, pa jednadzbu mozemo zapisati i u obliku

filz,y) + folz, y)y' = 0. (1.4)

Kazemo da je jednadzba (1.3)) egzaktna, ako postoji funkcija F(x,y) klase C*

za koju vrijedi

oF oF

i = f,. 1.5

ox fui dy f2 (15)
Ekvivalentno je reéi da vrijedi grad F' = (f1, f2), odnosno da je vektorsko
polje (f1, f2) je potencijalno.

Izra¢unajmo u tom slucaju derivaciju kompozicije F'(z,y(z)):

) ) _ .
%F(mv y(z)) = a—];(ar, y) + a—f;(m’ Y)Y (2) = filz,y) + folz,y)y = 0.

Dakle, mora biti
F(z,y)=C, CEeR,
sto nam daje rjesenje egzaktne jednadzbe (|1.3)).
U sljedeéem teoremu dajemo kriterij egzaktnosti koji je jednostavan za pro-

vjeru.

Teorem. Neka su fi 1 fo funkcije definirane na otvorenom @ povezanom
skupu Q C R? koji je “bez rupa”. Jednadzba fi(z,y)dx + fo(x,y)dy = 0 je
egzaktna ako i samo ako vryjedi uvjet

oh _ ot

= ) 1.
dy ox (16)

Ostaje jos pitanje, jednom kad smo provjerili da je jednadzba egzaktna, kako
na¢i funkciju F'? Trebaju vrijediti jednakosti (|1.5)), pa integrirajmo prvu od
njih po varijabli . Dobijemo

F(r,y) = /fl(w,y) dx + p(y),

gdje je ¢ funkcija koja ovisi samo o y (dolazi kao konstanta integracije po
varijabli ). Gornju jednakost deriviramo po varijabli y, pa dobijemo:

g—g(ﬂc,y) = a%/fl(x,y)dxﬂd(y) Z/%—J;(:v,y)dwrw’(y)-
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Iz prethodnog retka i druge jednakosti u (1.5 dobivamo:
of
Y = fw) ~ [Py
Y
0
= o) = [ Bledy~ [[ G ) dedy
_ of
= F(z,y) = | filz,y)de+ [ faz,y)dy - a—y(%y) dx dy.
Zadatak* 1.17. Rijesite sljedeée diferencijalne jednadzbe:
(a) (2z + 322y)dx + (23 — 3y?)dy = 0
(b) (y* —2?%)dy = 2zydz
(c) 2x <1 + Va2 — y> dr — /2% —ydy = 0.
Rjesenje:

(a) U ovom slucaju je fi(z,y) = 2x+3zy i fo(z,y) = 23 —3y>. Provjerimo
da je jednadzba egzaktna:

%—J; = (%(Qx + 32%y) = 32°
0 0
a—f = %(ﬁg — 3y%) = 3a?,

dakle vrijedi jednakost (|1.6]), pa je prema teoremu jednadzba egzaktna.
Sada trazimo funkciju F(x,y) za koju vrijedi:

97 22 + 322y
OF 3 9
— =a" = 3y".
dy v Y

Prvu jednakost integriramo po z, pa dobijemo
F(z,y) = /(23: + 32%y) dx = 2* + 2y + o(y),

te zatim deriviranjem po y slijedi:

OF 0

i ) 3 — 3 /
oy ay(a: + 2%y + o(y) = 27 + ' (y).
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Stoga imamo:

2+ ¢ (y) =2 -3y
¢'(y) = —3y°
ely)=-y*+C
F(z,y) = %+ :v?’y y3 +C

Rjesenje zadane jednadzbe je F'(z,y) = C, odnosno
2?4 23y —yP = C.
(b) Zadana jednadzba je egzaktna, jer je

a 2 2\ _ _ a .
Y —T)= 2$—ay( 2zy).

Sada trazimo funkciju za koju vrijedi:

oF

9

ox 7Y
or 5
9 =y° —x°.

Prvu jednakost integriramo po z, pa dobijemo

F(x,y) = /(—2xy) dr = =2’y + ¢(y),

te zatim deriviranjem po y slijedi:

oF
—2* +¢'(y) = oy y? — 2’
¢'(y) =y
%
ply) =75 +C
%
F(z,y) = —2%y + Y +C.
Rjesenje jednadzbe je
3
2 )
— =—=C.
7y + 3

Zadana jednadzba je takoder i homogena (vidite zadatak [1.16(d)).
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(¢) Jednadzba je egzaktna, jer je:

a%(m(u\/x?i—y)):_—x:%(— 2 -y).

x2—y
Sada trazimo funkciju za koju vrijedi:
oF
B =2 <1+\/x2—y>
x

OF

e
oy y

Prvu jednakost integriramo po z, pa dobijemo

F(z,y) :/Zx <1+\/x2—y> dx:a:2+g(a72—y)%—|—gp(y),

3

te zatim deriviranjem po y slijedi:

. OF
—vw2—y+w(y)=a—y:— 12—y
¢'(y) =0
ply) =C
2 3
F(x,y):x2—|—§(:c2—y)2+0

Rjesenje jednadzbe je

Zadatak* 1.18. Rijesite sljedeée diferencijalne jednadzbe:

(a) (2 —9zy*)zdr + (4y* — 62° )y dy = 0

2 2 2 3
3x ;Ly d — x—§5ydy:0
Y Y
(c) (14 y?*sin(2x)) dz = 2y cos?(x) dy.

(b)

Rjesenje: Zadaca.
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Napomena. U slucaju kada jednadzba oblika ([1.3]) nije egzaktna, ponekad ju
mozemo pomnoziti s precizno odabranom funkcijom p(x,y) tako da ekviva-
lentna novonastala jednadzba

p(r,y) fi(z,y) de + p(x,y) fo(r,y) dy = 0

bude egzaktna, te ju stoga mozemo rijesiti u tom obliku. Funkciju p(x,y)
koja na taj nacin “popravlja” situaciju zovemo Fulerov multiplikator. Pri-
mjerice, jednadzba

(22 +y* +2)de +ydy =0

0 0
nije egzaktna, jer je a—(:v2 + 1yt + x) =2y i a—y = 0. Medutim, ukoliko
Y x

jednadzbu pomnozimo s funkcijom p(z,y) = €**, dobijemo
(2% + 9y + 2)e** dx + ye** dy = 0.

Uoc¢imo da je dobivena jednadzba sada egzaktna, jer je

a X X a i
a9y (2% +y* + 2)e™) = 2ye* = B (ye*),

pa ju lako rjeSimo na prethodno opisani nacin. Postoje odredene metode
pomocu kojih se u nekoj situaciji ako postoji moze “pogoditi” Eulerov mul-
tiplikator, ali se ovdje u to ne¢emo upustati.
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1.2 Obicne diferencijalne jednadzbe 2. reda

Baviti ¢emo se jednostavnosti radi samo jednadzbama drugog reda, iako me-
tode ovdje izlozene funkcioniraju i u slucaju viseg reda.

1.2.1 Linearne jednadzbe drugog reda

Linearna jednadzba drugog reda je jednadzba oblika

y' o)y +q(z) -y = f(2).

Kazemo da je jednadzba homogena ukoliko je f(z) = 0 (u suprotnom je
nehomogena), te da se radi o jednadzbi s konstantnim koeficijentima ukoliko
su p(x) 1 g(z) konstatne funkcije.

Linearne homogene jednadzbe 2. reda s konstantnim koeficijentima

Prvo ¢emo dati recept za rjesavanje linearnih homogenih jednadzbi drugog
reda s konstantnim koeficijentima, tj. jednadzbi oblika

v +py +qu=0, pgeR (1.7)
Toj jednadzbi pridruzujemo njenu karakteristicnu jednadzbu
M4+ pA+q=0,

kvadratnu jednadzbu u nepoznanici A\. Neka su A i Ay rjeSenja karakteristicne
jednadzbe. Dogodit ¢e se jedna od sljedece tri moguénosti:

e Ako je A, A2 € R1 A # Ay, tada je opée rjesenje jednadzbe (|1.7)) dano
formulom
Yy = Cle)‘”” + 026)\236, Cl, 02 € R.

e Akoje A\, A\ € Ri A = Ay = A, tada je opée rjesenje jednadzbe ((1.7))
dano formulom

y = C1eM + Cywe™®, O, Cy €R.

e Ukoliko su rjesenja karakteristicne jednadzbe kompleksno-konjugirana,
tj. At =a+biidy=a—bizaa,beR, tada je opce rjesenje jednadzbe

(1.7) dano formulom
y = C1e* cos(bx) + Coe sin(bx), Cy,Cy € R.
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Zadatak 1.19. Provjerite da su gornjim formulama u sva tri slucaja zaista
dana rjesenja jednadzbe (|1.7)).

Rjesenje: Zadaca. O

Zadatak 1.20. Rijesite sljedece diferencijalne jednadzbe:

(a)

(b)
()

y' =y —2y=0
y(0) =2, 4'(0) =0

y// +4y =0
y(0) =0, y'(0) =1

y' =2y +y=0.

Rjesenje:

(a)

Karakteristi¢na jednadzba A2 — X —2 = 0 ima rjeSenja \; = —1, Ay = 2,
pa je opce rjeSenje zadane jednadzbe

y = Cre " + Coe*.
Iz uvjeta y(0) = 2 dobijemo Cy + Cy = 2, a iz /(0) = 0 slijedi
0= (=Cie " 4+2Coe™) | _, = —C1 +2C,.

Iz tih jednadzbi dobijemo C; = ‘51 iCy = %, pa je trazeno rjesenje
jednako y = %e*x + %e%.

Karakteristicna jednadzba A* + 4 = 0 ima rjeSenja A2 = +2i, pa je
opce rjeSenje zadane jednadzbe

y = C1€" cos(2z) + Cae™ sin(2z) = Cy cos(2z) + Cy sin(2z).

Iz uvjeta y(0) = 0 dobijemo Cy-14+C5-0 =0, tj. C; =0,aizy (0) =1
slijedi 1 = 20y Cos(2x)‘w:0 = 205, pa je Cy = 3. Trazeno rjeSenje je
stoga y = 1sin(2z).

Karakteristi¢na jednadzba A2 — 2\ 4+ 1 = 0 ima rjeSenja A\ = X\g = 1,
pa je opce rjesenje zadane jednadzbe

Yy = C’lez + 022361.
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Linearne nehomogene jednadzbe 2. reda s konstantnim koeficijen-
tima

Sada rjesavamo opcenite linearne jednadzbe drugog reda s konstantnim koe-

ficijentima, tj. jednadzbe oblika

v +py+qy=f(z), pgekr (1.8)

Funkciju f(x) zovemo funkcijom smetnje. Neka je yp bilo koje rjesenje jed-
nadzbe (1.8)) (zvat ¢emo ga partikularnim rjesenjem), te neka je ymy opce
rjeSenje pripadne homogene jednadzbe y” + py’ + qy = 0. Opce rjesenje
jednadzbe (|1.8) je dano s

Y=Y +yp.

Prethodno smo opisali kako naéi yy, no kako naé¢i yp? U nastavku su nabro-
jani neki posebni slucajevi u kojima mozemo pogoditi y,. Neka su opet A; i
)2 TjeSenja karakteristiéne jednadzbe A2 + pA 4+ ¢ = 0.

e Ako je funkcija smetnje oblika f(z) = P,(x)e®, gdje je P, neki polinom
stupnja n:

(a) akoje \; # ai Ay # a, tada partikularno rjesenje trazimo u obliku
yp = Qn(x)eama

(b) ako je Ay = ai Xy # a (ili Ay # a i Ay = a), tada partikularno
rjeSenje trazimo u obliku

yp = - Qulz)e™,
(c) ako je A\; = Ay = a, tada partikularno rjesenje trazimo u obliku
yp = 2° - Qu(x)e™,
gdje je u sva tri slucaja @, neki polinom stupnja n.

e Ako je funkcija smetnje oblika f(x) = P,(z)cos(bx) + R, (x) sin(bx),
gdje je P, neki polinom stupnja n i R, neki polinom stupnja m:

(a) ako je A\j o # %bi, tada partikularno rjesenje trazimo u obliku
yp = Sk(x) cos(bx) + Ti(z) sin(bz),
(b) ako je Ao = £bi, tada partikularno rjesenje trazimo u obliku

yp = = (Sg(z) cos(bx) + Ty (x) sin(bx)) ,
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gdje su u oba slucaja Sy i T} neki polinomi stupnja k = max{n,m}.

janti: ako je funkcija smetnje oblika
f(x) = e [P(z) cos(ba) + Q() sin(ba)]

gdje su polinomi P i () stupnja manjeg ili jednakog od k, tada jednadzba
(1.8) ima partikularno rjesenje oblika

yp = x"e™ [S(z) cos(bx) + T'(x) sin(bx)],

gdje je m kratnost broja a + bi kao nultocke pripadne karakteristicne jed-
nadzbe A% + p\ + ¢ = 0 (ako nije nultocka m = 0, inace je 1 ili 2), te gdje su
S'1 T neki polinomi stupnja k.

Ukoliko funkcija smetnje ima oblik f = f; + f2, te ako funkcijama smetnje f;
i fy odgovaraju redom partikularna rjesenja yp, i yp,, tada ¢e nam funkcija
Yp = Yp, +yp, biti partikularno rjeSenje koje odgovara funkciji smetnje f. Ovo
svojstvo linearnih diferencijalnih jednadzbi naziva se nacelo superpozicije.

Zadatak 1.21. Rijesite sljedece diferencijalne jednadzbe:
(a) v —y —12y=a+1

(b) ¥ —4y' +4y = e’

Rjesenge:
(a) Prvo rjesavamo pripadnu homogenu jednadzbu y” —y' — 12y = 0. Njena
karakteristicna jednadzba A2 —\—12 = 0 ima rjesenja \; = —3, \y = 4,

pa je opce rjeSenje homogene jednadzbe dano s

yy = Cre 3 4+ Che'®.
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Trebamo sada naci jedno partikularno rjesenje. Zadana funkcija smet-
nje f(x) = x+1 ima oblik P,(x)e* za P,(z) = x+ 1 (polinom stupnja
n=1)1a=0. Oc¢ito a = 0 nije rjeSenje karakteristicne jednadzbe, pa
partikularno rjesenje trazimo u obliku

Yp = Ql(f)eom = Q1().

Jer je @Q1(z) polinom prvog stupnja, partikularno rjesenje trazimo u
obliku
Yyp = Ax + Ba

za neke konstatne A i B koje moramo odrediti. Njih odredimo tako da
uvrstimo yp u pocetnu jednadzbu:
(Ax + B)" — (Ax+ B) —12(Az+ B) =z + 1
0-—A—-12Az —12B=x+1
—12A2 + (-A—12B) = 1z + 1,

—12A =1
iz ¢ega vidimo da mora biti , tj. imamo A = —% i
—-A-12B =1
B = —%. Dobili smo yp = —%x — %, pa je opce rjesenje polazne
jednadzbe jednako:
1 11
=yy +yp = Cre > 4+ Coe® ——1 — — .
Y=Y TYypr 1€ gy 2€ " 12$ 144
—_————
yu
yp

Vrijedi M2 — 4\ +4 =0 = Ao =2 = yg = Cye?® 4+ Cyxe®®.
Jer f(z) = €® ima oblik P,(z)e* za P,(z) = 1, n =0ia =1 #
A1.2, partikularno rjesenje trazimo u obliku yp = Qo(x)e'®, gdje je Qo
polinom stupnja 0, dakle konstanta. Stoga u jednadzbu uvrstavamo
yp = Ae® da bi nasli konstantu A. Dobijemo Ae™ — 4Ae” + 4Ae® = €7,
iz cega slijedi A = 1. Opce rjesSenje polazne jednadzbe je stoga:

y=1yu +yp = C1€** + Cyze® + €°.

Viijedi A2 =X =0 = A\ =0, s =1 = yg = C; + Cye®. Jer
f(z) = 1 ima oblik P,(z)e® za P,(z) =1, n=0ia=0,tea = A\ i
a # Ay, partikularno rjesenje trazimo u obliku yp = 2Qo(z)e", gdje je
o polinom stupnja 0, dakle konstanta. Stoga u jednadzbu uvrstavamo
yp = Az da bi nasli konstantu A. Dobijemo 0 — A = 1, iz ¢ega slijedi
A = —1. Opce rjesenje polazne jednadzbe je stoga:

y=yu+yp=C1+ Cre" —x.
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Uvjet y(0) = 0 daje C; + Cy = 0, dok uvjet 3/(0) = 2 daje Cy = 3.
Trazeno rjesenje je y = —3 + 3e* — .

Vrijedi A2 =X =0 = A\ =0, oy =1 = yyg = C; + Cre®. Jer
f(z) = ze® ima oblik P,(x)e™ za P,(z) =z, n=1ia=1,te a# X\
i a = )\, partikularno rjesenje trazimo u obliku yp = zQ;(z)e'®, gdje
je @1 polinom stupnja 1, dakle Q1(x) = Az + B za neke konstante A i
B. Partikularno rjesenje trazimo u obliku yp = (Az* + Bx) e®:

(Ax* + 4Ax + Bx + 2A + 2B)e” — (A2® + 2Ax + Bx + B)e® = ze”

Vv vV
1 ’
Yp Yp

(2Az 4+ 2A + B)e® = xe®
2Ax +2A+ B =z,

2A =
iz ¢cega slijedi . tj. A=11i B =—1. Opée rjesenje je:
g J {2A+B —0 J 2 pce 1] Je ]

1
y=yg +yp=C1+ Cre” + <§x2—az> er.

Vrijedi X2 = A =0 = A\ =0, s =1 = yyg = C;+Cae®. Jer f(x) =
cos x ima oblik P, (x) cos(bx)+ Ry, () sin(bx) za P,(x) = 11 R, (z) =0,
n=m=01b=1,te \; 2 # £bi, partikularno rjesenje trazimo u obliku
yp = So(x)cos(bx) + To(z)sin(bzx), gdje su So(z) i To(x) konstante.
Dakle, u pocetnu jednadzbu uvrstavamo yp = A cosx + B sin x:

(—Acosz — Bsinz) — (—Asinz 4+ Bcosz) = cosx

NS >
~~ ~~
" ’
Yp Yp

(—A—B)cosx + (—B+ A)sinz =1-cosx +0-sinz,

iz tega slijedi —A—B=11-B+A=0,t. A= B = —3. Opce
rjeSenje pocetne jednadzbe je:

1 1.
y=yg+yp=C1+ Cre” — §Cosx— §Smx.

U ovom slu¢aju nam je funkcija smetnje f(x) = 1+ cosx zbroj dvije
funkcije fi(z) = 11 fo(x) = cosx takve da mozemo odrediti parti-
kularno rjesenje yp, za y" —y' = fi(x) i partikularno rjesenje yp, za
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y" —y = fo(x). Partikularno rjesenje za zbroj fi(x) + fo(x) e biti
upravo zbroj partikularnih rjeSenja yp, + yp, pojedinacnih pribrojnika.
Stoga je opce rjesenje zadane jednadzbe:

1 1 .
Yy =Yg +yp, +Yp, ZCl+Cgex—x—§cosx—551nx.

(yw, yp, 1 yp, smo izracunali u prethodnim zadacima.)

N+1=0 = \No==4i = yg=Cicosx+ Cysinz. Jer f(z) = 2?
ima oblik P,(z)e® za P,(x) = 22, n = 21ia = 0 # Ay, partikularno
rjeSenje trazimo u obliku yp = Qz(7)e%, gdje je Qo polinom stupnja 2,
dakle Qy(z) = Az*+ Bx+C. Uvrtavanjem yp u jednadzbu dobijemo:

2A + Az? + Bx + C = 2
vp yp

Az? 4+ Bx 4+ 2A + C = 2?,

pa zakljuc¢ujemo A =1, B =01 C = —2. Stoga je opce rjesenje dano
formulom:

yZyH—l—yp:C'lcosx+C’gsinx+x2—2.

Zadatak 1.22. Rijesite sljedece diferencijalne jednadzbe:

(a)

(b)
()
(d)

y' =8y + 12y =1
y(0) = —15, ¥'(0) = 4

y// o 4y/ + 4y — 62:1:
y" 4+ 9y = 3sin(3x)

Y — 9y = xe>” + x cos(3x) — 3.

Rjesenje: Zadaca. O]
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Ravnoteza zice

Promatramo ravnotezni polozaj tanke zice na koju djeluje vanjska sila. Ne-
deformirani polozaj zZice opisujemo segmentom [0, 1] na z-osi. Neka je f(x)
vertikalna komponenta gustoée vanjske sile (sile po jedinici duljine) u tocki
x € [0,1]. Zbog utjecaja vanjske sile, zica se deformira; ozna¢imo sa u(x)
progib Zice u tocki x € [0, 1].

y

Uvedimo sljedece oznake i pretpostavke:

e Napetost zice p (horizontalna komponenta sile) je konstantna.

e Zica se nalazi u homogenom sredstvu koje ima konstantan koeficijent
elasti¢nosti q.

e Rubni uvjeti: oba kraja zice su pri¢vrséena na visini 0.

Pokaze se da tada ravnotezni polozaj zice u(x) zadovoljava sljedec¢u linearnu
diferencijalnu jednadzbu drugog reda s konstantnim koeficijentima:

—pu’(z) + qu(z) = f(z),  =el0] (1.9)
u(0) = u(l) = 0.

Izvod ove jednadzbe (uz dodatne pretpostavke malih progiba i malih defor-
macija) moze se vidjeti u [5].

Zadatak 1.23. Teska zica mase m = 2, duljine [ = 12, te napetosti p =
50, nalazi se u homogenom sredstvu koeficijenta elasti¢nosti ¢ = 200, te se
deformira pod utjecajem vlastite tezine. Odredite joj ravnotezni polozaj, ako
su joj oba kraja pri¢vrséena.

mg _ 210 _ _5
I

Rjesenje: Gustoca vanjske sile je u ovom slucaju f(x) = — 5 = 3
Negativan predznak stoji iz razloga sto sila teza ima suprotnu orijentaciju od
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vektora j. Jednadzba (1.9) glasi:

1
30
)\2 —4=0 = /\172 =42 = ug = 01€2m + 026_2x.

5
—50u” + 200u = —3 = U —4u

Partikularno rjesenje trazimo u obliku konstante up = A. Uvrstavajuci je u

jednadzbu, dobivamo —4A = %, tj. up = —ﬁ. Dakle,

1
_ =C 2z C -2z )
U= Uy + up 1677+ Cae 120

Iz rubnih uvjeta dobivamo linearan sustav 22

{Cl+02 21%—0

24 —24 __
016 + 026 = 1207

v . . o . O o 1 C - 624 o 1 .
clje Je rjesenje L = 1garerty “2 = 120(11e2) — 120(1+e 21y P2 JC

62$ e—Zx 1

1201 + &2 " 120(1+e 21 120
1 ch(2x) + ch(2z — 24) 1

120 ch(24) + 1 120°

u(z) =

O

Zadatak 1.24. Odredite ravnotezni polozaj zice duljine [ = 47, zanemarive
mase, napetosti p = 1, koja se nalazi u homogenom sredstvu koeficijenta
elasticnosti ¢ = 9, ako su joj oba kraja pri¢vrséena, te je gustoca vanjske sile

dana formulom f(x) = 13sin(2z) + 13 cos(2x)

Rjesenge:

—u" 4+ 9u = 13sin(2z) + 13 cos(2x) = u” — 9u = —13sin(2z) — 13 cos(2z)

N=9=0 = Mao=23 = uy = C1e* + Che ™",
Partikularno rjesenje trazimo u obliku

up = Asin(2x) + B cos(2z).

Uvrstavajudi ga u jednadzbu, te sortirajudi koeficijente uz sin(2z) i cos(2x),

dobijemo —134 = —131 —13B = —13, tj. A= B = 1. Dakle,

u=ug +up = C1e** + Che ™ + sin(2x) + cos(2z).
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Iz rubnih uvjeta dobivamo linearan sustav 2 x 2

Cy+ 0y = —1
Cre'®™ + Che 2™ = —sin(8m) — cos(87) = —1,

“ee . .o . o 1 o 1 .
Cije je rjesenje C = T Cy = =7 baje
631‘ e—Sx

Cel2m ] e-l2m

u(z) = + sin(2z) + cos(2z).

Metoda varijacije konstanti za odredivanje partikularnog rjesenja*

U slucajevima kada funkcija smetnje nije odgovarajuceg oblika, mozemo po-
nekad doci do opéeg rjesenja jednadzbe (|1.8) na sljedeéi nacin. Neka rjesenje
pripadne homogene jednadzbe ima oblik

yr = C1 - y1(x) + Oy - yo(x).

Posebno, y(z) i ya(x) su rjesenja pripadne homogene jednadzbe. Opce
rjeSenje nehomogene jednadzbe trazimo u obliku

y = Ci(x) - 91(2) + Co(2) - yo(7) (1.10)

za neke funkcije Cy(x) i Cy(x) koje moramo odrediti. Nakon deriviranja
dobijemo:

Y = Ci(x) - vy () + Ca(z) - yo(z) + C1 () - ya(w) + Co(x) - ya() -

-~

Zelimo odabrati takve funkcije Cy(z) i Co(z) da vrijedi uvjet
Ci(x) - y1(w) + Co(w) - ya(2) = 0. (1.11)

Ostaje nam 3 = Cy(z) - vy (x) + Ca(x) - y5(x), pa nakon jos jednog deriviranja
dobijemo:

y' = Ci@) i (x) + Co(2) - gy (2) + Ci(x) - i (x) + Co() - g ()

J/

Zelimo odabrati takve funkcije Cy(x) i Cy(x) da vrijedi jos i uvjet
Ci(x) - yr(z) + Cy(x) - yo(x) = f(). (1.12)
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Ako uspijemo naéi C(z) i Co(z) takve da vrijede uvjeti (1.11)) i (1.12)), tada
tvrdimo da je formulom ((1.10)) dano rjesenje jednadzbe (1.8)):

v + oy +aqy = Ci(z) -y (2) + Co(x) - gy (x) + f ()

11

+p- (Ci() -yi(;) + O 4h(@)
+q- (Ci(x) -y (w) % Ca() - ()

= Gi2)- (W) +;- (@) +a-1()
+Cox) - (y5(x) +p- yévox) +q-y2(2)) +(2)

= f(x).
Rezimirajmo kako funkcionira metoda varijacije konstanti za jednadzbu (1.8)):
e Prvo nademo opce rjesenje pripadne homogene jednadzbe u obliku
yn = C1-y1(x) + Co - ya().

e Zatim nademo funkcije Cy(x) i Co(x) koje zadovoljavaju sustav

{cw) i (2) + Cya) - gpla) =

Cl(a) - 1h(x) + Cyfa) - hlx) = fa). (1.13)

e Opce rjesenje polazne jednadzbe je y = Ci(x) - y1(z) + Co(z) - y2(x).
Zadatak™* 1.25. Rijesite sljedeée diferencijalne jednadzbe:

" o
(&) y" +y = sinx
e"E
b) o — 1 = .
0) v =y =15
Rjesenje:

(a) Rjesenje pripadne homogene jednadzbe je yy = Cjcosz + Coysinx.

Sustav (1.13) u ovom slucaju je:

Cicosx + Chsine =0

1

sinz

—Cisinz + Cycosz =
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Prvu jednadzbu pomnozimo sa cos z, drugu sa sinx, te ih oduzmemo.

Dobijemo:
Ccos’x + O sin®z = —1
C' (cos* z + sin*z) = —1

N J/
-

1

Oiz—l = 01:—1E+D1

cos T
Cy=——=ctgx = Cy=Insinz+ D,.
sin x

Opce rjesenje zadane jednadzbe je:

y=(—x+ Dy)cosz + (Insinz + Ds)sinx

= Dicosz + Dysinz — xcosx + sinz Insin z.

(b) Rjesenje pripadne homogene jednadzbe je yg = Cp + Cye®. Sustav

(1.13)) u ovom slucaju je

Ci+Cie™ =0
e
o 14er’

x
=

iz ¢cega slijedi:

1 dt
Cy /1—}—@9096 /t(t—l) z—In(l+e")+ Dy
—_—

t=1+e=
e’ dt
Cr=- dv = — [ —= = —In(1+¢") + D;.
! /1+e$ v t+1 n(l+e) + Dy
T

Opce rjesenje zadane jednadzbe je:

y=(—In(1+4+¢€")+ Dy)+ (z — In(1l + €%) + Dq)e”
= Dy + Dye” + xze® — In(1 + ¢€) — e”In(1 + e%).

[
Zadatak* 1.26. Rijesite sljedece diferencijalne jednadzbe:
2x
(a) ¥ — 4y + 5y =
cos T
(b) y" + 4y = ctg(2z).
Rjesenje: Zadaca. O]
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1.2.2 Snizavanje reda*

Neke jednadzbe viseg reda mozemo pogodnim supstitucijama svesti na jed-
nadzbe manjeg reda. Takve su npr. jednadzbe u kojima se ne javlja y, tj.

jednadzbe oblika
F(z,y',y") = 0.

Za njih izaberemo supstituciju p = y’ (kao funkcije u varijabli ). Tada je
p' =1, pa smo time dobili jednadzbu

F(x,p,p") =0
koja je prvog reda.

Zadatak* 1.27. Rijesite sljedece diferencijalne jednadzbe:

(2) ¥ +yx=0
(b) y// + y/ =7
y(0) =2, y'(0) = =2

(©) ¥ =)
(d) zy" =y + xctg y;l
Rjesenje:
(a) Supstitucija p =9/, p’ = 3" daje jednadzbu:
separacija varijabli % _ / v = p=Cre 2

y:/f@M$+C§=Ca/e€wx+Cl

22

(Tako je funkcija e™ 2 integrabilna, njena primitivna funkcija se ne moze
zapisati pomocu elementarnih funkcija, pa gornji integral ne mozemo
eksplicitno izracunati.)

p'+pr=0

(b) Supstitucija p =/, p’ = y” daje jednadzbu:

p/ tp=x linearng;. reda D= e,fdm |:/ efdz:cd:c 4 01}

=e “(xe® —e" 4+ ()
=Cie"+x—-1
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2

Y= /p(x)dx—i—C'Q = /(Cle_$+x—1)dm+02 = Cle_x—f-%—x—i-Cg.
Iz uvjeta y(0) = 2 slijedi C; + C = 2, a iz uvjeta 3'(0) = —2 imamo

—2=(-Cie"+ax—1)| ,=-C1—1.

=0
Dakle, 'y = C5 = 1, pa je trazeno rjesenje jednako

2

LT
y=e chI—?—:B~|—1.

(¢) Supstitucija p = ¢/, p’ = y” daje jednadzbu:

p, _ p2 separaci‘]':a> varijabli / % dp _ / dr
p

1
— =+ (4
p

dy 1
d Cl — X

T
dy =
/y C’l—x

y=Cy—1In(Cy — x).

Singularni slucaj p =0 = y = C je ocito takoder rjesenje.

(d) Ovaj put supstitucija p = ¢/, p’ = " daje jednadzbu
xp/ :p—l—xctgg = p = £+ctg£,
x T x

koja je homogena, dakle uvodimo supstituciju u = B, p=vr+w
x

1
vr+u=u+ctgu = /tgudu:/—dx
x

t=cosu

—Incosu =Inx + C;

1
U = arccos —
T

Cl

p = xrarccos —.
i
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Jer je p = e vrijedi:
x
C arccos(Ct
Yy = /JZaYCCOS—ldx = _/#dt
z 3
t:% f=a1rccos(g’,1t)7 dg:%
B arccos(C1t) (4 / dt
2 2 ) el
1=
1 012 cos sds

4
2
= ix arccos — + —

z 2 cos?sv/1 —sin’s

1 2 Cl + 012 ds
= —x°arccos — + —
175 x 2 cos? s
—_——
=—ctgs
1 c, C% C
= ~z%arccos — — —- ctg arcsin e
2 x 2 x
1 ¢, C
= —z? arccos — — — /a2 — C? 4 Cs.
2 T 2

Singularni slucajevi za ctgu = 0, odnosno y = (g + i) mx? + C daju
rjesenja.

]

Zadatak 1.28. U zadatku odredite polozaj (visinu) y(t) kugle u tre-
nutku £, ako je kugla postena s visine .

Rjesenje: Zadaca. O

Druga klasa jednadzbi kojima mozemo sniziti red su jednadzbe u kojima se
ne javlja x, tj. jednadzbe oblika

F(y,y',y") =0.

Neka p bude funkcija za koju vrijedi p(y(z)) = ¢/(x) (odnosno p = ¢/, samo
sto sada gledamo na p kao na funkciju u varijabli y). Tada vrijedi jednakost



(odnosno y"” = p'p, gdje je p = j—zy’), i time smo pocetnu jednadzbu sveli na
jednadzbu

F(y,p,p'p) =0

po varijabli ¥ i nepoznanici p, koja je prvog reda.

Zadatak* 1.29. Rijesite sljedece diferencijalne jednadzbe:

(a) " +y=0

Rjesenge:

(a) Stavimo p = ¢/ i p'p = ", pa dobijemo jednadzbu p'p +y = 0 kojoj
mozemo separirati varijable:

Jer jep:y’:j—g, imamo:
dy e
d_:i Ci—y?
x
d
/—y:i/dx
VO — 92
—_———

y=+/C1 sint

. Y
=tz + C!
arcsin (\/71) T 9

y =/ Cysin(x + Cs)
y = Cysin(x + Cy).

(b) Stavimo p = ¢/ i pp = y", pa dobijemo jednadzbu yp'p + p* = 0, tj.
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yp' = —p kojoj mozemo separirati varijable:

dp _ [y
p Y
Inp=—-Iny+ C;
&
p=—t
Y
&y _
dr vy
/ydy:Cl/d:U
2
%—C1I—I—C2

y = ++/Cix + Cs.

Iz uvjeta y(2) = —3 slijedi 9 = 2C} + Cy, dok iz uvjeta y'(1) =

imamo: o
0= —— ot = C, =0, C,=0.
2\/ Clx + 02 r=1 ! 2
Dakle, trazeno rjesenje je konstantna funkcija y = —3.

Zadatak* 1.30. Rijesite sljedeée diferencijalne jednadzbe:

(a) 2%y" = (y)?
(b) 22y =y —1

(C) y//(ea: + 1) + y/ -0
y(0) =0, y'(1) =2

(d) " =2 —1)ctgx
e

f

)

() zy" =y —ay
) yy"+ @)’ =)
(g) v’y +2y(y)* —y =0
(h) y" =2yy'.

Rjesenje: Zadaca.
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Poglavlje 2
Funkcije vise varijabli

U ovom poglavlju proucavamo funkcije f: S — R, gdje je S C R™ za neki
prirodan broj n. Takve funkcije zovemo realne funkcije u n varijabli. Ele-
mente domene S najcesée oznacavamo s x = (xq,Zs, ..., z,) € S. Ukoliko je
n = 2 ili n = 3, elemente domene S oznac¢avamo i s (x,y), odnosno (z,y, z).

2.1 Prirodna domena funkcije

Prirodna domena realne funkcije f u n varijabli je skup svih uredenih n-torki
x = (x1,29,...,2,) € R" takvih da je vrijednost f(x1,zs,...,2,) € R dobro
definirana. Prirodnu domenu funkcije f oznacavamo s Dy.

Graf funkcije f je skup:

Py =A{(z, f(x)): = € Dy)}.

Zadatak 2.1. Odredite i skicirajte prirodnu domenu sljede¢ih funkcija:

(a) flz,y)=z-VI+y+y Vit
(b) f(z,y) =2-/9 =y + In(xy)

1
(c) f(z,y) = arctg m
(d) f(z,y) =In(z - In(z —y))

2z — 4y
(e) f(z,y) = arccos PR +1In

x
Y
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2+2

(f) f(x,y) = arcsin ;E +1In(x — y)

x — 2y

(g) f(z,y) = \/9r*+2ey+y? _ 336-22%+dzy—Ty>

(h) f(z,y) =1 —22—y-In(x +y)

0) fa.y) = VT I+ /7y
Rjesenje:

(a) Zbog D~ = [0,+00) mora vrijediti 1 +y > 01 142 > 0, tj. imamo
presjek dva uvjeta: y > —11ix > —1. RjeSenje je stoga
Dy ={(z,y) eR*: 2> -1,y > -1} =[-1,+00) X [—1, +00).

v

| 1*\\\\ \\\\

=

(b) Mora biti 9—y? > 0, odnosno y € [—3, 3]. Takoder, zbog Dy, = (0, +00)
mora vrijediti xy > 0, Sto znaci da su z i y istih predznaka, tj. tocka
(x,y) se mora nalaziti u prvom ili u treéem kvadrantu, ne uklju¢ujuéi
koordinatne osi. Vidimo da je rjeSenje

Dy ={(z,y) eR*: y € [-3,3], zy > 0}
= (—00,0) x [3,0) | J (0, +00) x (0,3].
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s e

/ / /

A0 *
Y /
(07_3)

(¢) Vrijedi Daretg = R, pa imamo samo uvjete 1+z—y? > 01 1+z—y* # 0,
tj. © > y* — 1 (sjetimo se da je krivulja z = y? — 1 zapravo parabola).
Rjesenje je:

Dy ={(z,y) eR*: x> y* —1}.

(d) Imamo presjek dva uvjeta:

(i) x —y >0, tj. vrijedi y < x.
(ii) zln(z — y) > 0, pa stoga mora vrijediti jedan od sljedeéa dva
uvjeta (A) ili (B):
(A) 2 >0iln(x—y) >0, odnosno x > 0 iz —y > e’ = 1. Dakle,
mora vrijediti z > 0iy < x — 1.

(B)  <0iln(z—y) <0, odnosno z < 0iz—y < e’ =1. Dakle,
mora vrijediti z < 0iy > x — 1.

Vodimo racuna da rije¢ “ili” zapravo znaci unija skupova koji pro-
izlaze iz navedenih uvjeta (A) i (B).
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Rjesenje je:

Dy ={(z,y) eR*: y <z, zln(z —y) > 0}.

(e) Imamo presjek dva uvjeta:

(i) ¥ > 0, tj. tocka (z,y) se mora nalaziti u prvom ili u trecem

kvadrantu, ne ukljucujuéi koordinatne osi. Usput, uoc¢imo da je
nas uvjet % > 0 ekvivalentan s uvjetom xy > 0.

(i1) Zbog Darccos = [—1, 1] moraju vrijediti nejednakosti
<oy
Uvjet (ii) je ekvivalentan presjeku sljede¢ih dvaju uvjeta (A) i (B):
(A)
2r — 4y 2 2
—-1< 21 (z"+y >0)

—r? —y? <22 — 4y
242 +14+9y*—4dy+4>5
(@+1)2+(y—2?2> V5.
Dakle, tocka (z,y) se nalazi na ili izvan kruznice polumjera
V/5 sa sredistem u tocki (—1,2).
(B)
=y
20 — 4y < 22 4 ¢
2 —2x+1+y*+4y+4>5

(x— 12+ (y+2)2> V5.

, (P +yP=0)
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Dakle, tocka (z,y) se nalazi na ili izvan kruznice polumjera
/5 sa sredistem u tocki (1, —2).

Konacno rjesenje e biti presjek uvjeta (i), (A) i (B):

Di={(z,y) eR*: 2y >0, (x+1)* +(y—2)>>5
+ (

S S S S S

(f) Imamo presjek dva uvjeta:

(i) x —y > 0, odnosno y < z.

(ii) Zbog Daresin = [—1, 1] moraju vrijediti nejednakosti
2,2
< ERY
~ 2r—2y —
Ovaj uvjet je ekvivalentan presjeku sljedec¢ih dvaju uvjeta:
(A) .,
S
— 2rx—2y

Ovaj uvjet ne daje nove restrikcije, tj. unasem slucaju vrijedi,
jer je 2% +y? > 0, a iz uvjeta (i) vidimo da je i 2z — 2y > 0;
zato je desna strana gornje nejednakosti nenegativna, pa je
veta od —1.

2 2
°+y <1
20 — 2y —
2?4+ y? <2x—2y
2?20+ 1+y*+2y+1<2

(x =12+ (y+1)2 < V2

(22 — 2y > 0)

Y
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Dakle, tocka (z,y) se nalazi na ili unutar kruznice polumjera
V/2 sa sredistem u tocki (1, —1).

Rjesenje ¢e biti presjek uvjeta (i) i (B):

Dy = {(z y)ERQ‘(:U—l)Q—i—(y—l—l)?gZ, y <z}
= {(z,y) eR*: (z —1)*+ (y+ 1)* <2} \ {(0,0)}.

9x2+2my+y2 _ 336—2z2+4xy—7y2 >0
9x2+2my+y2 > 336—2x2+4xy—7y2

2 2 —2x2 —Ty? G
3202 +ay+2y > 336227 +4zy—Ty /10g3 (rastuca)

22% + dxy + 2y° > 36 — 227 + 4wy — Ty°

422 + 9y > 36

I2 y2
TR

Dakle, tocka (z,y) lezi na rubu ili izvan elipse sa sredistem u ishodistu
i poluosima duljine 3 i 2:

D, = R
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(h) Imamo presjek dva uvjeta:

(i) z+y > 0, odnosno y > —z.

(i) 1 =22 —y > 0, odnosno y < 1 — 22 (sjetimo se da je krivulja
y = 1 — 2% zapravo parabola).

Rjesenje je:

Df:{(x,y)€R2: —x<y§1—x2}.

(i) Tmamo presjek dva uvjeta: zy+1 > 0 (odnosno zy > —1), te 22—y > 0
(odnosno y < x?). Sjetimo se da je krivulja ry = —1 zapravo hiperbola.
Rjesenje je:
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Zadatak 2.2. Odredite i skicirajte prirodnu domenu sljede¢ih funkcija:

(a) f(z,y) =In(z+y) + ﬂ
1

(@) flz,y) =In(1—y)+ /T — 17

(d) f(x,y) = em

(e) f(z,y) = arccos(z — 2y).

Rjesenje: Zadaca.
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2.2 Plohe drugog reda

Ploha je skup svih tocaka u R? ¢ije koordinate zadovoljavaju zadanu jed-
nadzbu F(x,y, z) = 0. Ploha je drugog reda, ako je F' polinom drugog stupnja
u tri varijable, tj. funkcija oblika

F(z,y,2) = Av* + By* + C2* + Day + Exz + Fyz + Go + Hy + Iz + J,
gdjesu A, B, C, D, E, F', G, H, I, J konstante. U ovom odjeljku ¢emo
skicirati neke jednostavne plohe (drugog reda).

2.2.1 Rotacijske plohe

Ploha je rotacijska, ako se moze zadati jednadzbom oblika z = f(\/2? + y?).
Takvu plohu mozemo skicirati na na¢in da prvo u yz-ravnini skiciramo graf
funkcije f(]y|), te ga zatim rotiramo oko z-osi.

Zadatak 2.3. Skicirajte sljedece plohe:

(Prve dvije plohe su kruzni paraboloidi, a druge dvije kruzni stosci. Zadnja
nije ploha drugog reda).

Rjesenje:

(a) U yz-ravnini skiciramo parabolu z = y2, koju zatim rotiramo oko z-osi.
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(b) Zadana ploha je ocito rotacijska, jer je mozemo zadati i jednadzbom
2z =2— (/22 +3?)2. U yz-ravnini skiciramo parabolu z = 2 — 42, koju

zatim rotiramo oko z-osi. R
VA

(0,2)

(¢) U yz-ravnini (z = 0) imamo z* = y?, odnosno z = +y. Da bi ski-
cirali trazenu plohu, oba ta pravca rotiramo oko z-osi. Uoc¢imo da
se ovdje zapravo radi o uniji dvije rotacijske plohe: z = (/2?4 92 i

z:—\/m.
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(d) U yz-ravnini skiciramo graf funkcije z = 1 — |y|, kojeg zatim rotiramo
oko z-osi.

(e) U yz-ravnini skiciramo graf funkcije z = el¥!, kojeg zatim rotiramo oko
2-08l.

Az

RV,

-
X
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Napomena. Plohe zadane jednadzbom oblika y = f(v/z2 + 22) (odnosno jed-
nadzbom oblika x = f(1/y? + 22)) su takoder rotacijske. Skiciraju se tako
da se u yz-ravnini skicira graf funkcije f(|z|), koji se potom rotira oko y-osi
(odnosno tako da se u zy-ravnini skicira graf funkcije f(|y|), koji se potom
rotira oko z-o0si).

2.2.2 C(Cilindri¢ne plohe

Ploha je cilindricna, ako se moze zadati jednadzbom oblika F(z,y) = 0.
Takvu plohu mozemo skicirati na nacin da prvo u xy-ravnini skiciramo kri-
vulju F(z,y) = 0, te nju zatim translatiramo duz z-osi.

Zadatak 2.4. Skicirajte sljedece plohe:

Rjesenje:

(a) U zy-ravnini skiciramo kruznicu x? + y* = 1, koju zatim translatiramo
duz z-osi. Dobijemo obostrano neograniceni kruzni valjak.

T
S B
(1,0)

X

(b) U zy-ravnini skiciramo parabolu y = z?, koju zatim translatiramo duz
2-0sl.
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O

Napomena. Plohe zadane jednadzbom oblika F(x,z) = 0 (odnosno jed-
nadzbom oblika F(y,z) = 0)) su takoder cilindi¢ne. Skiciraju se tako da
se u xz-ravnini skicira krivulja F(z, z) = 0, koju potom translatiramo duz y-
osi (odnosno tako da se u yz-ravnini skicira krivulja F'(y, z) = 0, koju potom
translatiramo duz z-osi).

Zadatak 2.5. Skicirajte tijela omedena plohama:

—
@
I\
I
|
<
\.l\'.)
N
I
<
\.l\D
8
I
@)
8
I
=

Rjesenje: Zadaca. O

Napomena. Dodatne plohe drugog reda mozete vidjeti na sljede¢em linku:

http://www.grad.unizg.hr/_download /repository/Plohe_drugog reda.pdf
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2.3 Parcijalne derivacije

Definicija. Neka je 2 C R? otvoren podskup, f: @ — R i (zg,50) € Q.
Parcijalna derivacija od f po varijabli x u tocki (xo,yo) je sljedeéi limes (ako
postoji):

of f(@,90) — f(20; v0)

—(zo, = lim .
Om( 0> %) z—x0 T — o

Parcijalna derivacija od f po varijabli y u tocki (xq,yo) je sljedeci limes (ako
postoji):
of f(xo,y) — f (0, %)

—(xo, = lim :
5y< 0 ) =0 Y — Yo

Ako funkcija f ima parcijalne derivacije po varijabli = (ili po varijabli y) u

svim tockama skupa €2, onda je dobro definirana funkcija a—: Q — R (ili
x

of

oy’

po varijabli y).

Q — R), koju zovemo parcijalna derivacija funkcije f po varijabli z (ili

0
Ukoliko postoji 8_f’ tada se radi takoder o funkciji dvije varijable, koja moze
x
imati svoje pripadne parcijalne derivacije po varijabli x, odnosno y; ako pos-
: 3 . *f . Pf . 0*f
toje, oznacavamo ih redom —= i . Analogno, koristimo oznake 320
oy

ox?  Oyox
0*f

i 902 za parcijalne derivacije funkcije 8_f po varijablama x i y redom.
) )

Kazemo da su funkcije 8_f i 90 parcijalne derivacije prvog reda od f, te funk-
x

o2f O0*f O f O°f

0x2’ Oyoxr’ Oxdy’ Oy?

definiramo parcijalne derivacije od f visih redova.

cije parcijalne derivacije drugog reda od f. Analogno

Kazemo da je funkcija klase C*, ako ima parcijalne derivacije svih redova
do uklju¢ivo k£ i one su neprekidne. Kazemo da je funkcija glatka ili klase
C°, ako ima neprekidne parcijalne derivacije svih redova. Termin “dovoljno
glatka” podrazumijeva da postoje i neprekidne su sve parcijalne derivacije
koje se javljaju u racunu.

Potpuno analogno definiramo parcijalne derivacije funkcija u tri ili vise vari-
jabli, te klase C*.

Teorem (Schwarz). Neka funkcija f ima neprekidne parcijalne derivacije
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prvog i drugog reda. Tada vrijedi

o*f  0*f
Oydx  0xdy’

Analogna tvrdnja vrijedi za funkcije u vise od dvije varijable. Dakle, parci-
jalne derivacije funkcije vise varijabli moZemo uzimati u bilo kojem poretku.

0 f ; 0% f
Oyoxr O0xdy

myjesovitom parcijalnom derivacijom drugog reda.

Stoga za funkciju f klase C? ne razlikujemo , te oboje zovemo

Parcijalne derivacije glatke funkcije u pravilu ne racunamo po defi-
niciji, nego ju deriviramo kao funkciju jedne varijable (one po kojoj
uzimamo parcijalnu derivaciju), a prema svim ostalim varijablama
se ponasamo kao da su konstante.

Zadatak 2.6. Izracunajte parcijalne derivacije prvog i drugog reda sljedec¢ih
funkcija:

() flz,y) =2y

(b) f(z,9) = cos

(©) flw,y,2) =Y
@ fz.y,2) A
d) f(z,y,z) = z". Odredite i )
0xdy (1.2.0)
Rjesenje:
(a)
Of 0 (an_ . 0 (2 _ _
ax—ax(xy)—y ax(:c)—y 2x = 2xy
ﬁ_ﬁ 2 _ 2 2 .2 2
ay_ay( y) x ay(y)—a: l==x
o0 f o (0f 0 0
) %(%>—%(2$y)—2y'%($)—2y 1 =2y
9 9




2 2
a f Schwarzov teorem 8 f

0xdy N 0y0x:2x
Pf 0 (0f\ 0 , o
o = ) =y )0

Kada deriviramo po varijabli y, prema 2? se ponasamo kao da je kons-
tanta i zato je a% (z?) = 0 (jer je derivacija konstante 0).

(b)

o2 ox \ox) Oz Yy y) oy Y y P Y
Of _ 0 (ofy_0 ( 1.«
oydr oy \dx) Oy y oy
—1 z 1 T —x 1 x T T
=——5Sll———-CoS| — |+~ = 58—+ —COS—
Y Yy Y Yy Yy Y y oy Yy
an Schwarzov teorem 82f - lsinx 4 icosz
dxdy B ox >y Yy
o2f 0 [Of 0 [z . x
— = —| =] =— | —=sin—
dy*>  dy \ Oy oy \y* y
_ sinf—i—£ COS(E) _—x——Q—xsing—x—Qcosf
Y3 y oy y) Y vy oyt oy
(c) Vrijedi f(z,y,z2) = rty_z +Y
z oz
of 9 /x y\ 1
8_x78x(z+z>72
of 0 rx yy 1
(9y_8y<z+z)—z
%_ﬁ r+y) z+ty
dz 0z z N 22



o0 f
0z0x

62f_ ) (a )_ 0 (1)_0
Ox? Oz \ Ox Ox \ z
of 0 (8f)_ 0 (1)_0
dyox  Jy \ Oz 9y \ =
Pf 0 [of O (1y _ 1
020r 0z (%) T 0z <Z> S22
0% f Schwarzov teorem o*f —0
0xdy dydz
ﬁ_@(@f) 8<1)_0
dy> Oy \ Oy dy \z
FPr o (ofy_ 0 (1\_ 1
020y 0z (5_y> GE (;) 2
o*f Schwarzov teorem O*f 1
0x0z N 0z0r 22
o*f Schwarzov teorem O*f 1
DYz - 020y 22
an_ o [(Of B o T+y _2:1:+2y
5 (3) —m () -

20 oy
07 5 )ty
g—i = % (=) =y - 2™
SO () sy s

0 (of
- ()

1
=ay- 2V lnzoy+2Y- S y=ay 2V lnz 4y 2"
z

2. lnz-x-lnz-y+2% -Inz=2" In*z-2y+2"-lnz

%(z”y-lnz-y)
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82f Schwarzov teorem 62]0
= =2z%.In*z-2y+ 2% -Inz

0xdy dyox

62f 6 6f Y 2 2
- J 2 (2L __6 Wolnz-x) = 2% .1 .
" y( y) y(z nz x) z n“z-x
2 _ _ Ty —

fsz _Z(_;J> _Z(z .lnz.x)

1 1
z

=ay- 2% lnzox 42— x=2%y- 2V lnz a2

0% f
0xdy

_0f
(1.2.0) 0y

(1,2,e) =e?-In*e-2+¢* - Ine = 3¢?

2 2
a f Schwarzov teorem a f 1

=ay? 2V lnz 4y 2

0x0z 020z
2 2
aaéf Schwarzg teorem aaéf _ CC2y ) ny,1 n z +or- ny,1
Yoz =0y
o*f 0 [Of 0 o Ty—
022 0z (5) = o (ay - 2777) = wy(ey —1)z"7
O
Zadatak 2.7. Neka je ¢: I — R glatka funkcija definirana na otvorenom
intervalu I C R. Odredite g i g za
oxr 0Oy

flz,y) = yo(V2? +y?).

Rjesenje: Racunamo prvo prvu parcijalnu derivaciju po x:

Uy LoV TD) = VT (VTR
:y-gpl(‘/x2+y2).; 2r

NCET
ryo' (/72 + y?)
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Sad racunamo prvu parcijalnu derivaciju po y

af o

L (pel VIR = o) SV ) L (V)
=po(V?+y?) +y ¢ (Vat+y?)

v (a2 +y?)
— 2+ 2 + .
p(Va2 +y?) e

1
2 /$2+y2

O

Zadatak 2.8. Neka je ¢: I — R glatka funkcija definirana na otvorenom
intervalu I C R, i stavimo

4x
olx—y?) —x—y*

z(z,y) =

Pokazite da vrijedi jednakost:
0z x 0z

2 — 4+ =2 =2 2,
T 8:1:'+y oy zZ+z

Rjesenje: Izracunat ¢emo posebno lijevu i posebno desnu stranu gornje jed-
nakosti i pokazati da su one jednake.

Racunamo prvo parcijalne derivacije prvog reda funkcije z:

0z _4-(plz—y*)—a—y’)—da-(¢r—y?)-1-1+0)
Za (plx—1?) —o — )’
Ao —y?) — Ao () — 4y
(plzr —y?) —x —y?)*
0z —da-(¢'(z—y*) - (=2y) —0—2y)
dy (ple—y?) —x —y?)°
_ 8xy - ¢ (x —y?) + 8wy
(plz —y?) =z —y?)"
Zatim ih uvrstimo u lijevu stranu trazene jednakosti da bi dobili:

4 . a2 — 4 - / a2 _42
25(;.%4_{.%:2%, oz —y) z - (z y2) Y
Oz y dy (plz —y?) — 2 —y?)
r 8xy- ¢ (v —y?) + 8wy
v (plz—y?) —x—y?)
8z p(r — 2y) — 8xy® + 82
(plz—y?) —z —y?)°

64



Konac¢no, desnu stranu trazene jednakosti mozemo raspisati kao

8z 1622

22+ 2" = +
ple—y?) =z —y*  (p(z —y?) - —y?)°
8z p(z —y®) — 8% — 8xy? + 1627
(plz —y2) - —y?)*
8z -z —y?) — 8xy® + 8a?
(plz —y?) —z —y?)*
Dakle, vrijedi trazena jednakost. O]

Zadatak 2.9. Neka je ¢: I — R glatka funkcija definirana na otvorenom
intervalu I C R, i stavimo

Yy
o (%) -3
Pokazite da je funkcija z rjesenje sljedece parcijalne diferencijalne jednadzbe:

o os_
o Y ay—azy z.

2(x,y) = xy +

X

Rjesenje: Opet prvo racunamo parcijalne derivacije prvog reda funkcije z.

GE —y- (¢ -1 Lo (Y) +1
C N YT R PP
@:Hl-(sa(%)—%)—y-(so/(%)-%—;—é”)
& (e -3)
(D) -5 -3 o)+

Uvrstavanjem u lijevu stranu jednakosti dobivamo

v (Y v (Y
e 0 )
=Y+ z.
Dakle, vrijedi trazena jednakost. O]
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Zadatak 2.10. Neka je ¢: I — R glatka funkcija definirana na otvorenom
intervalu I C R, i stavimo

Y
1+g0(1ny+%)

z(z,y) =

Pokazite da vrijedi jednakost:

0z 0z
(x2—y2)-%+xy-a—y:xz.

Rjesenje: Racunamo parcijalne derivacije prvog reda funkcije z:

b o) (8) 5o £)

Oz (1+gp<lny+%))2 (+ <1ny+ ))2
£) (o 3)

o: 1-(1+e(my+ ) -y (¢ (my+
o (14 p(mys 2))
1+<p(lny+x—22) <lny+ )—l—% (lny—i— )
_ (140 (1w 52))
<1ny—i— )—i—m—g- (lny—|— ) 1
(1+90<1ny+2’”?>>2 1+¢(lny+§)
Uvrstavanjem u lijevu stranu jednakosti slijedi

92 92 —%-cp’(lny—f—%)+my-gp’(lny+%>

2_ 2 - —_— . — =
e gy (oo (e 2))

/ 332 J)S / $2
—xY - <1ny+@> +5 <lny+@>

+ 2
(1+g0<1ny+% )
i
n -
1+g0<1ny+§7>
_ Y _
=X - = XIZ.

1+g0<lny+%)

Dakle, vrijedi trazena jednakost. O]
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2.3.1 Zadaci za vjezbu

Zadatak 2.11. DokaZite da je funkcija f(z,y) = (x—vy) ¢((x —y)?) rjesenje

.. . .. . . af of
parcijalne diferencijalne jednadzbe 7. + By = 0.

Rjesenje: Kako i u prethodnim zadacima potrebno je prvo izracunati par-
cijalne derivacije prvog reda funkcije f. Zatim je te parcijalne derivacije
potrebno zbrojiti i uvjeriti se da je njihov zbroj 0. O]

Zadatak 2.12. Odredite parcijalne derivacije prvog i drugog reda sljedec¢ih
funkcija:

(a) f(I,y)ZQZVy—:E
Ty

(b) f(fc,y)—lnﬁy

(c) f(z,y) = arctg(y® — z?).

Rjesenje: Zadaca. n
Zadatak 2.13. Odredite parcijalne derivacije prvog reda sljede¢ih funkcija:

(a) f(z,y) =In(z-In(z —y))
(b) f(x,y) = cos*(y* — 2?)

Rjesenje: Zadaca. m

Zadatak 2.14. Neka je p: I — R glatka funkcija definirana na otvorenom
intervalu I C R. Odredite parcijalne derivacije prvog reda sljedec¢ih funkcija:

(a) flz,y) = o(y* —2?)

(b) f(z,y) =z + o(a® + y?)

(c) flz,y)=y+o G)

x
(d) flz,y) ==y ¢ (;)
Rjesenje: Zadaca. m
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2.4 Teorem o implicitno zadanoj funkciji

Od interesa je pitanje moze li se neka zadana jednadzba F'(x,y) = 0 rijesiti
po varijabli y. Odgovor na to daje sljede¢i teorem.

Teorem (o implicitno zadanoj funkciji). Neka je funkcija F klase C* defi-
nirana na otvorenom skupu Q C R?, te (zo,y0) € Q tocka za koju vrijede
uvjeti:

F(z,y0) =0, %—j(mo,yo) # 0.
Tada postoji otvoreni interval I oko tocke xg 1 jedinstvena neprekidna funkcija
f: I — R takva da vrijedi f(xo) = yo 1

F(z, f(x))=0, Vzel.
Stovise, funkcija f je klase C" i vrijedi formula:

Gl f(@)

m, Vo € 1. (2.1)

f'(x) =

Dakle, lokalno oko tocke (zg,yo) za koju je —(xo,%0) # 0 mozemo rjesiti

dy
jednadzbu F(z,y) = 0 po varijabli y, tj. zapisati je u obliku y = f(x) kao
funkciju od x (mada je Cesto u praksi tesko doéi do takve funkcije f).

Zadatak 2.15. Provjerite da se jednadzbom z¥ = y* moze zadati funkcija
y = f(z) lokalno oko tocke xy = 1. Izracunajte y'(1).

Rjesenje: Jednadzbu z¥ = y* ne mozemo rijesiti po y poznatim algebarskim
manipulacijama. Stavimo F(x,y) = ¥ — y*. Potrebno je provjeriti pretpos-
tavke teorema o implicitno zadanoj funkciji, za tocku (zg,yo) = (1,%0). Zbog
uvjeta F'(zg,y0) = 0, odnosno 1¥° = yJ moramo staviti yo = 1. Funkcija F
je ocito klase C*. Racunamo:

O 11) = (e a5 [y =0 1= 1 0,

Prema teoremu o implicitno zadanoj funkciji, jednadzbom x¥ = y* moze se
zadati funkcija y = f(x) lokalno oko tocke o = 1. Prema formuli (2.1)),
vrijedi

y,m:_%—i(lal):_y-xyfl—yx-lny _1-0_
%—5(1,1) 2y -Inx —xz-y*lay 0—1
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Zadatak 2.16. (a) Provjerite da se jednadzbom z? + y* = 1 moze zadati
funkcija y = f(x) lokalno oko tocke (xo,y9) = (0,—1). Izracunajte

y'(0).
(b) Moze li se istom jednadzbom zadati funkcija y = f(x) lokalno oko tocke
(w0, 90) = (1,0)7

Rjesenje:

(a) U ovom sluc¢aju nema potrebe koristiti teorem o implicitno zadanoj
funkciji, buduéi da mozemo direktno izvuéi y = +v/1 — z2. Odluciti
¢emo se za y = —v/1 — 22, jer mora biti y(zg) = yo, tj. y(0) = —1.

Vrijedi:
—2z
0=-———=_| =o.
y'(0) Winar1 )

(b) Stavimo F(z,y) = x* + y* — 1. Vrijedi

oF
F(1,0) =0, ali —(1,0)=2y =0,

Py (10)

pa nam teorem o implicitno zadanoj funkciji ne daje odgovor. Medutim,
jasno je da se radi o kruznici radijusa 1, pa iz vertikalnog testa slijedi
da nema trazene funkcije y = f(z) oko tocke (1,0).
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2.5 Tangencijalna ravnina na plohu

Neka je ploha zadana jednadzbom
F(z,y,z)=0.

Neka je tocka T = (xo, Yo, z0) na plohi, dakle F'(zq,yo, z0) = 0.
Tangencijalna ravnina na plohu u toc¢ki T' = (zo, Yo, 29) je ravnina 7 s nor-

OF OF OF
malom (a—x(xo,yo,zo),8—y(x0,y0,z0), %(xo,yo,zo) . Dakle, tangencijalna
ravnina 7 ima jednadzbu
OF OF OF
%(‘Z‘O?y(h 20) (T — o) + a_y(x()a Yo, 20)(Y — Yo) + &(xoa Yo, 20)(z — 20) = 0.

(2.2)

Napomena. Uoc¢imo da je gornjom jednadzbom ravnina 7 dobro definirana
ako i samo ako je barem jedna parcijalna derivacija %—f(wo, Yo, 20) %—5(%7 Yo, 20)

ili %—Z(xo, Yo, Z0) razlicita od nule. U suprotnom, jednadzba postaje 0 =
0. Ukoliko za tocku (xg, yo, 20) plohe vrijedi g—i(xo, Yo, 20) = (:z:o,yo, 20) =
%—f(:pg,yo,zo) = 0, tada tu tocku zovemo singularnom tockom dane plohe.
U singularnim tockama plohe nije dobro definirana tangencijalna ravnina.
Primjerice, zajednicki vrh stozaca iz zadatka [2.3(c) je singularna tocka te
plohe (i to jedina). Toc¢ku plohe koja nije singularna zovemo regularnom ili

nesingularnom.
Napomena. Pokazuje se da tangencijalna ravnina plohe ne ovisi o izboru

jednadzbe kojom je ploha zadana.

Pretpostavimo sada da je ploha dana eksplicitno formulom

z= f(z,y),

odnosno, ploha je graf funkcije dviju varijabli. Iz gornje jednadzbe ({2.2]) lako
se izvodi jednadzba za tangencijalnu ravninu u tocki (zo, yo, 20), gdje je zo =
f(zo,90). (Ista ploha je zadana jednadzbom F(z,y,z) =z — f(x,y) =0.)

Jednadzba tangencijalne ravnine na plohu zadanu eksplicitno formulom z =
f(z,y) u tocki (zo, yo, f(2o,y0)) glasi:

2= Jao ) = Lol — )+ F oy -w). @3

Napomena. Uocimo iz prethodnog da ploha zadana eksplicitno formulom
z = f(x,y) nema singularnih tocaka.

70



Zadatak 2.17. Odredimo tangencijalnu ravninu na plohu z = 2% + 3? u
tockama

a) A(0,0)
b) B(1,1).
Rjesenje: Ploha je zadana eksplicitno jednadzbom z = f(z,y) za

f(z,y) = 2® + y?. Zelimo iskoristiti formulu (2.3)), pa racunamo parcijalne
derivacije te funkcije:

af
%—21'7
af

Za a) dio, primijetimo da je zy = f(0,0) = 0. U parcijalne derivacije
uvrstavamo A(0,0) i dobivamo

of L
5-(0.0)=2-0=0,
of L
—ay(o,())_zo_o.

Prema (2.3)), trazena tangencijalna ravnina w4 ima jednadzbu z = 0. Ova
tangencijalna ravnina prikazana je na Slici [2.1]

Za b) dio, racunamo 2o = f(1,1) =21

of L
Sl =2-1=2
of L
_ay(1’1>_2 1=2

i dobivamo tangencijalnu ravninu z — 2 = 2(z — 1) 4+ 2(y — 1), tj. nakon
sredivanja mp...2x +2y — 2z — 2 = 0. O]
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Slika 2.1: Tangencijalna ravnina na graf funkcije f(z,y) = 2% 4+ y* u tocki
A(0,0)

Zadatak 2.18. Odredite tangencijalnu ravninu na plohu

z=+y/1—22—ylIn(x +vy)

u tocki T'= (%, %,zo).

Rjesenje: Ploha je dana sa 2z = f(z,y) za f(z,y) = /1 =2 —y In(z +y),

20 = f (w0, y0) = f (3,3) = 0. Zelimo iskoristiti formulu (2.3), pa u tu svrhu
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izracunajmo sljedece parcijalne derivacije:

of . 2 In(x 4+ y)++/1— 22— !
or  2\/1—a2—y Y Y T +y
__x-ln(x+y)+\/1—m2—y
Vi—a22—y r+y
0f o 0F (1Y Vi
or ) T e \272) TV T T T2
of -1 1
e 4y +1-22—y-
Oy  2\/1—a2—y (z+9) Y T+y
. In(z+y) _i_\/l—a:?—y
20/1—a% —y Tty
1
of _of (1 1) 11

Sada iz formule ([2.3) slijedi da je 7 dana jednadzbom
0 1 1 . 1 1
2—0==z—= —|(y—=

2 o) T2 \V "2

r+y—22—-1=0.

odnosno

Zadatak 2.19. Odredite tangencijalnu ravninu na plohu

z =1y

o ) r+2 y+2 z-1
koja je okomita na pravac 7 = = :

Rjesenje: Odredimo prvo opéi oblik tangencijalne ravnine na plohu z = zy
u tocki T' = (o, Yo, Toyo). Stavimo f(z,y) = zy. Ocito je

0 0
Loy -w L=,

pa zato mp ima jednadzbu
z = ZoYo = Yo(T — To) + To(y — Yo),
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odnosno
Yo + oy — 2z — xoYo = 0.

Uvjet da je ravnina okomita na pravac ekvivalentan je uvjetu da je vektor
normale te ravnine proporcionalan sa vektorom smjera tog pravca. Stoga za
trazenu ravninu mora vrijediti

2 1 -2
iz ¢ega vidimo da je xg = % iyo = 1. RjeSenje je:

42 L
r+-y—z—==0.
2Y 2

Zadatak 2.20. Odredite sve tangencijalne ravnine na plohu
ot 2yt — 1621 —2=0

koje su paralelne s ravninom 8x + 2y — 162 — 3 = 0.

Rjesenje: Odredimo prvo op¢i oblik tangencijalne ravnine na zadanu plohu
F(x,y,z) =0, gdje je F(xz,y,2) = x*+2y* —162* — 2, u tocki T = (x¢, yo, 20)
te plohe. Ploha je zadana implicitno, pa trebamo koristiti formulu ([2.2)).
Izracunajmo parcijalne derivacije od F' u tocki T"

OF , OF

OF B B 3
8_y(T) = 8y;, P (T) = —64%.

Sada iz formule (2.2)) vidimo da ravnina 7¢ ima jednadzbu:

dag(x — o) + 8yp(y — yo) — 64z5(2 — 20) =0

4apx + Sydy — 64252 — 4ag — Syy + 6425 =0

dapr + Syoy — 64252 — 4 (xé + 2y — 1623) =0.
Jer je tocka T' na plohi, njene koordinate zadovoljavaju jednadzbu te plohe,
tj. wvrijedi x§ + 2y — 1625 — 2 = 0. Zato ravnina 77 ima jednostavniju
jednadzbu:
dadr + 8ysy — 64252 —8=0  /:4
zow + 2ypy — 16202 — 2 = 0. (2.4)
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Sada trazimo za koje sve tocke T = (z0, Yo, 2,) te plohe ¢e ravnina zadana s
(2.4) biti paralelna s ravninom 8z + 2y — 16z — 3 = 0. Ravnine su paralelne

ako i samo ako su im vektori normale proporcionalni, stoga mora biti
3 3 3 3

=" = - = — = =z = — = = 20-

3 9 16 3 Yo 0 9 Yo 0

Osim gornjega uvjeta, trazena tocka T mora zadovoljavati i jednadzbu plohe:
4 4
%) —16(%) 220 = =16 = xy=+2.

Dakle, dobili smo dvije tocke 77 = (2,1,1) i Ty, = (=2, —1,—1), a s time kao
rjeSenje i dvije trazene tangencijalne ravnine

xé+2<

T 8r +2y — 162 —-2=0

T, —8x —2y+162 -2 =0,
odnosno

T - dr+y—82—-1=0

T, ! dr+y—82+1=0.

Zadatak 2.21. Odredite sve tangencijalne ravnine na plohu
z = 2xy

koje prolaze tockom (1,0, —4), a okomite su na ravninu z = y.

Rjesenje: Odredimo prvo opéi oblik tangencijalne ravnine na zadanu plohu
z = f(z,y), gdje je f(x,y) = 2zy, u tocki T = (xo, Yo, 220yo). Ploha je za-
dana eksplicitno, pa mozemo koristiti formulu (2.3)). Izracunajmo parcijalne
derivacije od f u tocki T

of of
ox oy

Sada iz formule (2.3) vidimo da ravnina 7y ima jednadzbu:

(T) = 2yo, (T) = 2x.

z — 2w0Yo = 2yo(7 — 7o) + 270(y — Yo)
2yox + 2x0y — 2z — 229Yyo = 0. (2.5)

Trazimo tocku oblika T" = (g, yo, 2T0Yyo) za koju ¢e ravnina 7 dana s ([2.5)
zadovoljavati sljede¢a dva uvjeta:
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e Ravnina 7y je okomita na ravninu x = y, tj. x —y = 0. Odnosno,
njihovi vektori normale medusobno su ortogonalni:

0= (2’!/0,2.1}07—1) . (1,—170) :2y0—2x0 = To = Yo-
Stoga jednadzba ravnine 7 uz taj uvjet ima jednostavniji oblik:

2x0x + 220y — 2 — 23:% = 0.

e Tocka (1,0, —4) se nalazi na ravnini 7y, iz ¢ega slijedi:

209 +4—225 =0 = 1x9=—1,2.

Dakle, dobili smo dvije tocke 77 = (—1,—1,2) i Ty = (2,2,8), a s time kao
rjeSenje i dvije trazene tangencijalne ravnine

T, 204+ 2y+2+2=0
T, - 4o +4y — 2 -8 =0.

]

Zadatak 2.22. (a) Odredite tangencijalnu ravninu na plohu 3zy + 22 = 4
u tocki (1,1,1).

(b) Odredite tangencijalnu ravninu na plohu z%y* +y — 2z + 1 = 0 u tocki
(0,0,1).

(c) Odredite sve tangencijalne ravnine na plohu z? + 2y* + 322 = 21 koje
su paralelne s ravninom z + 4y + 6z = 5.

(d) Odredite sve tangencijalne ravnine na plohu 2% = z +y koje su okomite
na pravac r =y = 2.

(e) Odredite sve tangencijalne ravnine na plohu zyz = 1 koje prolaze
tockom (1,0,0) i okomite su na ravninu y — 3z = 17.

Rjesenje: Zadaca. O]

Zadatak* 2.23. Dokazite da je tangencijalna ravnina na ravninu opet ta
ista ravnina, u bilo kojoj njenoj tocki.

Rjesenje: Zadaca. m
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2.6 Lokalni ekstremi

Baviti ¢emo se jednostavnosti radi samo funkcijama dvije varijable.

Neka je u nastavku Q C R? otvoren skup, f: Q — R dovoljno glatka funkcija,
te (zo,yo) € 2.

Definicija. Funkcija f ima lokalni minimum u tocki (z¢,yo), ako postoji
otvoren skup U C €2 oko tocke (xg, o) takav da je

f(x(byo) < f(x7y> za sve (l’,y) eU.

Funkcija f ima lokalni maksimum u tocki (zo,yo), ako postoji otvoren skup
U C Q oko tocke (g, yo) takav da je

f(xo,y0) > f(z,y) za sve (x,y) € U.

Lokalni ekstrem je lokalni minimum ili lokalni maksimum.

Funkcija f ima globalni minimum (ili kra¢e minimum) u tocki (z¢,yo), ako
vrijedi
f(l'o;yo) < f(xvy) Za sve (.fl?,y) € (.

Funkcija f ima globalni maksimum (ili kra¢e maksimum) u tocki (z, o), ako
vrijedi
f(xo,90) = fx,y)  zasve (z,y) € Q.

Globalni ekstrem (ili krace ekstrem) je globalni minimum ili globalni maksi-
mum.

Uocite da je svaki globalni minimum (maksimum, ekstrem) ujedno i lokalni
minimum (maksimum, ekstrem), ali ne i obratno.

Tocka (xg,yo) je stacionarna tocka za funkciju f, ako vrijedi

0 0
8—£($o,yo) =0, a—i(a?o,yo) =0.

Teorem. Ako funkcija f ima lokalni ekstrem u tocki (xg,yo), tada je (zo,yo)
stactonarna tocka za funkciju f.

Prethodnim teoremom sluzimo se da pronademo lokalne ekstreme funkcije
f. Prvo pronademo sve stacionarne tocke (njih je lakse pronaéi nego lokalne
ekstreme), pa zatim medu njima moramo odrediti koje su lokalni minimumi,
koje su lokalni maksimumi, a koje nijedno od toga. To ¢emo moéi odrediti
pomocu parcijalnih derivacija drugog reda.
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Definicija. Matricu

H(z,y) = ( 2 (x,y) %{y(m,y)>

92 2

nazivamo Hesseovom matricom funkcije f. Hessijan funkcije f je determi-
nanta njene Hesseove matrice.

Neka je sada (¢, yo) stacionarna tocka funkcije f, te radi lakseg oznacavanja
uvedimo oznake:

_ 0 _0f _ 0
A= w(%,yo)a B = m(%,yo) = m(mo,yo), C = 8_y2<x0’y0)'

Sada je det H (g, yo) = AC — B2
Karakter stacionarne tocke mozda mozemo iscitati iz sljedeceg teorema.

Teorem. Uz oznake kao prije, vrijede sljedece tvrdnje:

o Ako je AC — B?> > 01 A >0, tada f ima lokalni minimum u (zo, yo).
o Ako je AC—B%*>01iA <0, tada f ima lokalni maksimum u (xg, o).

e Ako je AC—B? <0, tada f nema lokalni ekstrem u (xo,%0), tj. (7o, yo)
je tzv. sedlasta tocka.

Napomena. Ukoliko je A = 0 ili AC — B? = 0, tada na prethodno opisani
na¢in ne mozemo nista zakljuciti o karakteru stacionarne tocke (xg,yo). U
tom slucaju je potrebno koristiti druga, kompliciranija sredstva u koja se
ne¢emo upustati.

Zadatak 2.24. Odredite lokalne ekstreme sljedec¢ih funkcija:
(a) flz,y) =2 +ay+y’ —20—y
(b) flz,y) =22 +y° —32°y +y
72
() fla,y) =2 + 5 +day + 29" —dw —dy + 1

(d) flz,y) =yvz —y* — 2+ 6y

1.2

© S =7+ +y
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2 2
Y x 5}
f e

Rjesenje:

(a) Trazimo prvo stacionarne tocke, koje dobijemo iz jednadzbi:

Dakle, imamo samo jednu stacionarnu tocku 7' = (1,0). Provjerimo da
li se radi o lokalnom ekstremu, te ako da, o kojem:

O2f

A=-5(1,0)=2
o2 f

B= 8y(%(m) —1
o2 f

C = a—y2(1,0) =2.

Vidimo da je AC — B> =3 > 0i A =2 > 0, pa zaklju¢ujemo da
funkcija f ima lokalni minimum u tocki 7" = (1,0).

(b) Trazimo prvo stacionarne tocke, koje dobijemo iz jednadzbi:

% =0 . 622 — 6zy = 6x(x —y) =0
of _qo U Yoy—s24+1 —0.
Prvu od gornje dvije jednadzbe rjesavamo po slucajevima:
e Za z =0imamo 2y +1=0, tj. Ty = (0, —3).

e Zax —y = 0imamo x = y i 2y — 3y* + 1 = 0, iz Eega dobijemo
tocke Tp = (1,1) i Ty = (=3, —3).

Od dobivene tri stacionarne tocke za svaku posebno ispitujemo karak-
ter. Izracunajmo:
0 f o0 f 02 f
x

9T _19x 6 -
Ox? R Oyox




(i) Za tocku Ty = (0,—3) imamo A = 3, B =01 C = 2. Jer je
AC—B?>*=6>0iA=3>0, vidimo da funkcija f ima lokalni
1

minimum u tocki 77 = (0, —3).

(i) Za tocku Tp = (1,1) imamo A = 6, B = =61 C = 2. Jer je
AC — B? = —24 < 0, vidimo da funkcija f nema lokalni ekstrem
u tocki 7o = (1, 1), nego je ta tocka sedlasta.

(iii) Za tocku Ty = (—%, —%) imamo A = -2, B=2iC = 2. Jer je
AC — B? = —8 < 0, vidimo da funkcija f nema lokalni ekstrem u

tocki T3 = (—%, —%), nego je ta tocka sedlasta.

(¢) Trazimo prvo stacionarne tocke, koje dobijemo iz jednadzbi:

9 =0 o 3024z +4y—4 =0
o —, ) 4o + 4y — 4 = 0.

Nakon §to gornje jednadzbe oduzmemo, dobijemo 3z(x — 1) = 0, od-
nosno x = 0, 1. Stacionarne tocke su 77 = (0,1) i Ty = (1,0).

0% f 0% f 0% f
-4 1 =4, —==4
Ox? bz +1, OyOx T Oy?

(i) Za totku T3 = (0,1) imamo A = 1, B =41 C = 4. Jer je
AC — B? = —12 < 0, vidimo da funkcija f nema lokalni ekstrem
u tocki T3 = (0, 1), nego je ta tocka sedlasta.

(i) Za tocku Ty = (1,0) imamo A = 7, B =41 C = 4. Jer je
AC—B?=12>01iA=7>0, vidimo da funkcija f ima lokalni
minimum u tocki Ty = (1,0).

(d)

9 = L —1 =0
2 N NG = fovz=2-6

Iz toga lako dobijemo jedinu stacionarnu tocku 7" = (4,4).

Py ?f 1 82f__2
Or? 420 Oydxr  2/x’ Oy*
_ ! _Loeo o g3
= A= 8<0’ B—4, C=-2 AC B_16>0'

Dakle, f ima lokalni maksimum u tocki 7" = (4, 4).
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Iz druge jednadzbe slijedi 22 = y?, pa imamo dva slucaja:
e Slucaj r = y daje
8 2
- +2=0 = =4 = =422
x
Dobili smo stacionarne tocke Ty = (2,2) i Ty = (-2, —2).

e Slucaj r = —y daje

8
-——-2=0 = 2?=-4,
T

Sto nema realnih rjesenja.

Parcijalne derivacije drugog reda su:

°f 16

Pf 2 Pf 2

p
9t 2y’ Oydx  yr oy B

(i) Za tocku T = (2,2) imamo A = 3, B = —11C = 1. Jer je
AC-—B*=2>01iA=3>0, vidimo da funkcija f ima lokalni
minimum u tocki 77 = (2, 2).

(ii) Za tocku Th = (—2,—2) imamo A = -3, B=11C = —1. Jer je
AC—-B?*=2>0iA= -3 <0, vidimo da funkcija f ima lokalni

maksimum u tocki Ty = (=2, —2).

2
9 =0 -5 +% -5 =0
LX— = y _ a2 )

z 2 -

Iz druge jednadzbe slijedi 2% = 4?, tj. = y. Zatim iz prve jednadzbe
slijedi:
1 5)

_ 2 _ _

Dakle, imamo dvije stacionarne tocke 77 = (1,1) 1 75 = (=1, —1).

Pf v 2 5 ?f oy 2z 0*f 1 227

a9 — ) - ) a9 + .
or? a3 y a3 Oyox 2 oy oy a8
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(i) Za tocku T} = (1,1) imamo A = 8, B = =31 C = 3. Jer je
AC —B*=15>0i A= 28>0, vidimo da funkcija f ima lokalni
minimum u tocki 77 = (1, 1).

(ii) Za tocku Tp = (—1,—1) imamo A = —8, B=31C = —3. Jer
je AC—B?=15>0iA = —8 < 0, vidimo da funkcija f ima
lokalni maksimum u tocki To = (=1, —1).

O
Zadatak 2.25. Odredite lokalne ekstreme sljedec¢ih funkcija:
(a) flz,y) = (x—2)* +y°
(b) flz,y)=a*+y? —2y+4x—1
(€) fle,y) =2’ +y* +ay—a—2y+7
(d) fla,y) =e""(z* +y)
Rjesenje: Zadaca O

2.6.1 Uvjetni ekstremi

U ovom podjeljku opisati ¢emo kako se mogu pronaci uvjetni ekstremi zadane
funkcije f, tj. globalni ekstremi funkcije f na skupu toc¢aka koji zadovoljavaju
zadani uvjet g(z,y) = 0.

U tu svrhu definiramo Lagrangeovu funkciju formulom:
F(z,y,A) = f(z,y) + Ag(z,y),  (z,9) €Q, AR

Teorem. Ako f ima uvjetni ekstrem u tocki (xg,yo), tada postoji \g € R
takav da vrijedi
OF OF OF

%(5507907 Ao) =0, a—y(%,yo, o) = 0, a(%ﬂo, o) = g(xo,y0) = 0.

Prethodni teorem daje samo nuzne uvjete za uvjetne ekstreme. Dakle, prvo
rjesavamo sustav:

£ =0
& =0 (2.6)
g(z,y) =0.
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Da bi od svih rjesenja tog sustava prepoznali minimume i maksimume, te
razlucili globalne od samo lokalnih, moramo se najceSée koristiti nekak-
vim geometrijskim razmatranjima. Ukoliko je skup tocaka zadan uvjetom
g(x,y) = 0 ogranicen, koristan je i sljedeéi teorem.

Teorem. Neprekidna funkcija na zatvorenom i ogranicenom skupu ima tocku
globalnog minimuma 1 tocku globalnog maksimuma

Dakle, ukoliko je skup tocaka zadan uvjetom g(z,y) = 0 ogranicen, po-
redamo sva rjeSenja (z,y) sustava i gledamo vrijednosti of f u tim
tockama. Tocke s najmanjom i najvecom vrijednoséu su uvjetni ekstremi
(redom minimum i maksimum).

Napomena. Ukoliko uvjet g(z,y) = 0 mozemo napisati eksplicitno u obliku
y = h(x), tada uvjetne ekstreme od f dobijemo gledajué¢i ekstreme kompo-
zicije f(x,h(x)), sto je funkcija jedne varijable.

Zadatak 2.26. Nadite ekstrem funkcije f(z,y) = xy, uz uvjet x +y = 1.
Rjesenge: Stavimo g(z,y) = x+y— 1 (jer zelimo da uvjet bude g(x,y) = 0).
Uvodimo funkciju

F(z,y,A) = f(z,y) + Ag(@,y) = 2y + Az + Ay — A,
te rjesavamo sustav ([2.6)):

or =0 y+A =0 Y=\ A=-1
%—5 =0 = <Sz+A =0 = Jz=-)\ = :L‘:%
g(z,y) =0 r+y =1 “A=A=1 y=1.

Dakle, tocka T' = (%, %) je jedini kandidat za uvjetni ekstrem.
No, iz geometrijskih razloga je jasno da postoji globalni maksimum funkcije
f na pravcu y = —x + 1. Stoga je T' = (%, %) trazeni uvjetni ekstrem, i
to maksimum. Maksimalna vrijednost funkcije f koja se postize uz uvjet
ry=1ief (11 =1

Drugi nacin: Uvjet z + y = 1 mozemo napisati eksplicitno kao y = —x + 1.
Sada trazimo ekstreme funkcije jedne varijable

flz,—x+1)=a(-2+1) = -2 + 2.

Mozemo pomocu derivacija odrediti tok te funkcije i globalni ekstrem, ali
mozemo i uociti da se radi o paraboli koja oc¢ito ima globalni maksimum u
tjemenu z = 1. Dakle, trazeni uvjetni ekstrem (i to maksimum) funkcije f
jeutockiT = (3,—3+1) = (3,3)- O

272

83



Zadatak 2.27. Odredite ekstreme funkcije f(x,y) = —bz + 12y + 7, uz
uvijet 22 + y? = 4 (odnosno maksimum funkcije f na kruznici oko ishodista
polumjera 2).

Rjesenje: g(x,y) = 2®> +y* — 4, F(x,y,\) = —bx + 12y + 7 + \x? + \y? — 4\

OF _ _ _ 5

5 =0 —5+2\ =0 T =3

oF _ _ __6

By =0 = J12+2\y =0 = qy=—3

g(z,y) =0 z? + 12 =4 Zt+pr=4=> A==11
Dobili smo dvije tocke kao kandidate za uvjetne ekstreme: 77 = (%, —%) i
Ty = (—13,2%). Izracunamo f(T) = —19 i f(13) = 33, pa vidimo da su obje
T i T5 uvjetni ekstremi; 77 je minimum, a 75 maksimum. O

Zadatak 2.28. Odredite tocke na hiperboli 22 — > = 1 koje su najblize
tocki TO = (0, 4)

Rjesenge: Udaljenost do tocke Ty = (0, 4) je funkcija koja svakoj tocki ravnine
T = (z,y) pridruzi broj

f(z,y) = Va2 + (y — 4)%

Trazimo minimum te funkcije, uz uvjet da se tocka T nalazi na zadanoj
hiperboli, odnosno g(z,y) = x? — y? — 1.

F(.T,y,)\): \/332+(y—4)2+)\x2—)\y2—)\

T _ z7#0 o _ 1
%1; -0 T +2x =0 &% =2\= T
oF — —4 —4+
or =0 = {__y4 - _yAty
dy ’—362+(y74)2 2)\y 0 = /—x2+(y74)2 0

glz,y) =0 2 — P 1
= y=2 r=+V1+22==4V5
Za slucaj z = 0 dobijemo —y? = 1, §to nema realnih rjesenja. Dakle, kandi-
dati za uvjetne ekstreme su 71 = (v/5,2) i Ty = (—v/5,2).

Iz geometrijskih razloga vidimo da ne postoji maksimum (jer postoje tocke
na danoj hiperboli po volji daleko od Tp), te da mora postojati minimum.
Jer je f(T}) = 3 = f(T3), zakljucujemo da su obje T} i Ty uvjetni ekstremi, i
to minimumi, dakle tocke hiperbole najblize tocki T (udaljene su za 3). O

Zadatak 2.29. Na krivulji 322 + 22y + 3y* = 8 odredite tocke za koje je
kvadrat udaljenosti do ishodista najmanji, te za koje je najvedi.
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Rjesenge: Trazimo minimum funkcije f(z,y) = 22 + y? (kvadrat udaljenosti
tocke (z,y) do (0,0)), uz uviet g(z,y) = 322 + 2xy + 3y*> — 8 = 0.

F(z,y) = 2* +y* + 3Xz% + 2\zy + 3\y* — 8\

ge =0 2¢ 46Xz +2\y =0 (1+3Nz+Xy =0
& =0 = <2y+2\x+6ly =0 = SAz+(1+3\)y =0
g(z,y) =0 9(z,y) =0 9(z,y) =0.

Prvu jednadzbu pomnozimo s — A, drugu s (1+3)), te ih zbrojimo. Dobijemo:
0=—Ay+ (1+3\)%y = (1+2)\)(1+4\)y.
e Zal+2)\=0imamo A\ = —%, te (1 — %)x—%y = 0, odnosno x = —y.
Tu zadnju jednakost uvrstimo u uvjet g(z,y) = 0, i dobijemo:
322 — 222 + 327 =8 = 1=4V2
Kandidati za uvijetne ekstreme su T} = (v/2, —v/2) i Th = (—v/2,V2).

e Za1l+ 4\ =0 imamo \ = —}1, te (1—%)x—%y:0, odnosno r = y.
Tu zadnju jednakost uvrstimo u uvjet g(z,y) = 0, i dobijemo:

312+ 217+ 3 =8 = a==1
Kandidati za uvjetne ekstreme su 73 = (1,1) i 7y = (—1, —1).

e Za y = 0 u uvjetu g(z,y) = 0 dobijemo 2 = 5, tj. = = £,/5.

Dakle, imamo jos dva kandidata za uvjetne ekstreme: Ty = <\/§ , O) i
T, — (—\/§ o).
Lako izracunamo f(T3) = f(T3) = 4, f(Ts) = f(T3) = 21 f(T3) = f(Ts) = &,
pa vidimo da f ima maksimum u 7} i 75, a minimum u 73 i 7 na zadanoj
krivulji (minimum i maksimum postoje, jer je krivulja rotirana elipsa). Tocke
T5 i Ts nisu uvjetni ekstremi. O

Zadatak 2.30. Odredite ekstreme funkcije f(z,y) = 23 uz uvjet
2 + 4y = 4.

Rjesenje: Zadaca. O
Zadatak 2.31. Na pravcu Az+ By+C = 0 odredite tocku najblizu ishodistu.

Rjesenje: Zadaca. m
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Poglavlje 3

Visestruki integrali

Definiciju visSestrukih integrala nec¢emo ovdje dati, budué¢i da nije jednos-
tavna, te jer se viSestruki integrali u praksi nikad ne ra¢unaju po definiciji.
Skica definicije se moze vidjeti u [4].

3.1 Dvostruki integrali

Kazemo da je funkcija f: D — R integrabilna na D C R?, ako postoji integral
[[ f(z,y)dzdy i on je konacan. U nastavku je dan pregled svojstava koje
D

se koriste prilikom racunanja dvostrukih integrala.

e Ako je f neprekidna na ograni¢enom i zatvorenom skupu D, tada je f
integrabilna na D. Ako je f neprekidna i ograni¢ena na skupu D koji
ima konacnu povrsinu, tada je takoder f integrabilna na D.

e Linearnost: Ako su f i g integrabilne na D i o, § € R, tada je funkcija
af + g takoder integrabilna na D, te vrijedi formula

// (af(z,y) + Byg(z,y)) devdy =

~a ([ Hedzay+ 5 [[ gw.v)dedy

o Aditivnost po podrucju integracije: Neka je f integrabilna na skupu D,
te neka je D = Dy U Do, pri cemu presjek Dy N Dy ima povrsinu nula
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(npr. prazan skup, ili “jednodimenzionalan” skup). Tada je

//f;cydxdy_//fxyda;dy+/ F(z,y) dz dy.

e Fubinijev teorem: Ako skup D ima oblik
D= {(:B,y) ER*:a<2<h () <y< 4,02(.95)}

y
A ©s

T~

~L1 1 -

©1

X

7
|
b

QF — —

za neke a,b € R i neprekidne funkcije @1, ¢2: [a,b] — R, tada je

/ flz,y)dxdy = /ab (Lf::j) f(z,y) dy) dx. (3.1)

Ako skup D ima oblik
D={(z,y) eR*: c <y <d, h(y) <o < (y)}

(0 Uy

X

za neke ¢, d € R i neprekidne funkcije ¢, 15: [c,d] — R, tada je

/ flz,y)dxdy = /cd (/T:)y) f(z,y) dx) dy. (3.2)
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e Ako je D zatvoren i ogranicen skup, tada je njegova povrsina jednaka
integralu [[ 1dz dy.
D

Formule (3.1)) i (3.2)) sluze da se dvostruki integrali svedu na dva jednostruka.

Napomena. Integral oblika / / f(z,y) dx dy se moze zapisati i kao
a Jo

[ [ s

tj. ustilu “diferencijal pokraj svojih granica”. U ovoj skripti ne¢emo tako pi-
sati, nego ¢emo redovito diferencijale sortirati “na kraju”. Zapisi su medutim
potpuno ekvivalentni, te su samo stvar dogovora.

Zadatak 3.1. Izracunajte sljedece integrale:

2 1
a) / / (w2+2y)dxdy
o Jo
27
/ / rdrdp
asin ¢

V1—z2
(c) / V1—2a%—y?dydx
0 Jo

30
2
d) /r / (1 —2z)dydz.

Rjesenje:

(a)

2 1 2 1
/ / (x2+2y) d:ztdy:/ (/ (:c2+2y) da:) dy
o Jo 0 0
2 3 =1
:/ (x—+2xy> dy
0 3 =0
1
:/ (—+2y 0) dy
o \3
Y 2 14
<3 +y y= 0 3




2 a
/ / rdrde
0 asin ¢

Qw Mlg[\) Ml@w wl@wo\wo\ O\
3

1=

@ | sin(2p) ‘@=2ﬂ a? [ 2n
¥ _a (o
(2 " 4 > ©=0 2 2 +

|

(c)
bV WA=
/ / mdydx_/ / V-2 =y dy | do
0 0 0 0

:/01 (/0 Ja—a2) - (1—x2)sin2t)-m-costdt> da
_ /01 (/Og@ —x2)m-costdt> dx

t=

[SIE]

1 us 1 .
t 2t
:/ (1_1-2) </20052tdt> dx:/(1_$2) (_+Sln( )) e
0 0 0 2 4 t=0
cos%&:@
d ! T {L‘3 r=1 T
4 /0 ( ’ ) ' 4 (x 3 ) =0 06

(d) Zadaca.
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]

Zadatak 3.2. Izracunajte [[ psinzdrdy, ako je D skup ogranicen krivu-
ljama y = x i y = 2%, Skicirajte D.

Rjesenje: Nademo presjek krivulja (z = 22 = x = 0, 1), te skiciramo D:
.

1 T 1 y=x
//sinxdxdy:/ / sinxdydx:/ (ysinz) dx
D 0 Jz2 0 y=z2
1 1
:/ :Csinxd:c—/ ?sinxdr = ...
0 0
TV - ~ Vv
u=z, dv=sin xdx u=z2, dv=sin xdx
1 1
. . 2 .
= (—xcosx +sinz)| — (—x°cosz + 2xsinz + 2cosx)
0 0

= —sinl —2cos1+ 2.

]

Zadatak 3.3. Izracunajte integral / / v/ dy, ako je podrucje integra-
D
cije D ograni¢eno krivuljom y = 2% i pravcima z = 11y = 0. Skicirajte

D.

Rjesenje: Skiciramo podrucje integracije:
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D:{(x,y)€R2:0§x§1, O§y§x8}.

Racunamo:

1 x8 1 x3
// V'™ dady :/ / e/ dy dx :/ <x5/ e dt) dx
D o Jo 0 0
—_——

t=y/z5, dt=dy/z>

1 3 1 ,
:/ <x5et )d:z: :/ 2°(e” — 1)dx
0 t=0 0
1 1 1 1 1
= / 25 da —/ 2dr == / tetdt —=
0 0 3 Jo 6
—_—

—_———
t=x3, dt=3z2dx u=t, dv=etdt

1 1 ! 11 1
=—(te'| — fdt ) —~==(e—e+1)— =
3(60 /Oe ) G 3(6 e+1) 5

| =

]

Zadatak 3.4. Skicirajte podrucje integracije i promijenite poredak varijabli
u integralu:

w [ / " pe) dedy

o [ [ e

Rjesenje:
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(a) Podrugje integracije je
D:{(x,y)€R2:O§y§4, y§x§10—y}.

Skicirajmo ga:

A
r=10—y
r=Yy
y=4
—
| |
y:O T T
/10 4 6 10 X

Mozemo sada koriste¢i aditivnost integrala po podruc¢ju integracije sa
skice ocitati da se zadani integral moze zapisati i u obliku

/04 /Of" f(z,y) dydx + /46 /04 f(x,y) dydx + /610 /010—x F(z,y) dydz.

(b) Podruéje integracije je
D={(z,y) eR*: 1 <2 <3, 2" <y<az+9}.

Skicirajmo ga:

-
gl

120 -+
y=ux
10 - 41|
el
y=x+9
1 3 =X

Mozemo sada koriste¢i aditivnost integrala po podruc¢ju integracije sa
skice ocitati da se zadani integral moze zapisati i u obliku

/19 /1*@ f(z,y) dedy + /910 /13 f(z,y) dedy + /1012 /y: f(z,y) dzdy.
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]

Zadatak 3.5. Skicirajte podrucje integracije i promijenite poredak varijabli
u integralu:

@ [ 1 / " fay) dyde

(b) / [ fwydys

@ [ [ swnacay

@ | 1 / " feoy) dudy.

Rjesenje: Zadaca. O]
Zadatak 3.6. Odredite povrsinu skupa

D:{(x,y) ER2:O§m§27r,y:sinx}.
Rjesenje: Zadaca. RjeSenje: 4. O]

Zadatak 3.7. Odredite povrsinu dijela ravnine omedenog hiperbolom y = %
te pravcimay =z —2iy =1z + 2.

Rjesenje: Zadacéa. Rjesenje: 4v/2 + 21n(3 4 2v/2). O
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3.1.1 Polarni koordinatni sustav

Osim u Kartezijevim koordinatama (z,y), tocku 7' neke ravnine mozemo
zadati i u polarnim koordinatama (r, ). Varijabla r je definirana kao udalje-
nost r = |OT| > 0, a varijabla ¢ = £(7, OT) je usmjeren kut (dakle gledamo
od osi x do spojnice OT u smjeru suprotno kazaljci na satu). Kut ¢ mozemo
ograniciti na npr. [0,27), ili (—7,x].

Uocavajuéi gore istaknuti pravokutni trokut, vidimo relacije za prijelaz iz
jednog koordinatnog sustava u drugi:

2

2 2 y

T =Tcosy T =

+

8|

Yy = rsin @, tgp =

Prilikom uzimanja arctg radi racunanja kuta ¢, treba voditi racuna o kva-
drantu u kojem se tocka nalazi, te o slici funkcije arctg. U I. i IV. kvadrantu
(dakle z > 0) vrijedi ¢ = arctg£. Ali npr. tocka s Kartezijevim koordina-
tama (—1, 1) nalazi se u II. kvadrantu i ima ¢ = %T”; medutim arctg %1 = -7

Zakljucno, u IL. i ITI. kvadrantu (dakle x < 0) je ¢ = 7 + arctg 2.

Istaknimo koordinatne krivulje polarnog koordinatnog sustava: r = kons-
tanta su kruznice sa sredistem u ishodistu, a ¢ = konstanta su polupravci iz
ishodista.
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[zracunajmo Jacobijan za prijelaz iz Kartezijevog u polarni sustav:

Jr Oz :
@ g2 cosp —rsing _
J = gr Z“’ = = rcos? o+ rsin®p=r.
Y Y 3
> o sinp  rcosp

Dakle, u ovom slucaju teorem o zamjeni varijabli glasi:

// f(x,y)dxdy:// f(rcosp,rsinp)rdrde,
D(z,y) D(rp)

gdje je D(z,y) lik u ravnini opisan u Kartezijevim koordinatama (z,y), a
D(r, p) isti taj lik, ali opisan sada u polarnim koordinatama (r, ¢). Posebno

istaknimo:
dr dy = rdrde.

Racunanje integrala u polarnom sustavu cesto se isplati ukoliko je podrucje
integracije “okruglo”, tj. ima oblik kruznog isjecka. Naime, kruzni isjecak u
polarnom sustavu je ekvivalentan pravokutniku u Kartezijevom sustavu.

Zadatak 3.8. Izracunajte

ry
dx d
//Dx4+y4+2x2y2+1 ad

gdje je D= {(z,y) € R? : z*+¢? <9, y > 0}. Skicirajte D.
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Rjesenge:

Y Ty
dedy = || ——~ — ded
//D:v4+y4+2932y2+1 ey //D(x NI PR e

2
:/”/ rcos<p rsmgp rdr dy

/ Sdr )
-cos - sinpdp
0

r4—|—1

t= r4+1
/ /82 dt

— cosap sin o dy
s =sin ¢
Ing2 [°
= o sds = 0.

4 0

Zadatak 3.9. Izracunajte

// o drd
x ay,
pat+yt+ 2022 + 1

gdje je D = {(a:,y) eER? : 224+ 9y2 <4, z,y > 0}. Skicirajte D.

Rjesenge:

o—
N
o o
IN A
=6
IN A
St

|
S

/
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// e d / /Tcosgp rsin @ drd
Y= rarayp
Vot + oyt +2x2y +1 vri+1l

=
17
/ / — cosgo sin @ dp
S= SIHQO
V17T -1 /1 V17T -1
= sds = ————.
2 0 4

Zadatak 3.10. Izracunajte
// 22 y? /(22 + y2)3 + 1dx dy,
D
gdje je D = {(z,y) € R? : 2? +y* < 1}. Skicirajte D.

Rjesenje:

2m
//.ry\/ (2% 4 y2)3 d:z:dy—/ /rsmgprcosgox/rﬁ 1L-rdrde

t=r6+1

1 2w 2
:6/ / Vtdt - sin? p cos? o dy
o Ji

_ 2v/2 -1 ./27T1—COS(490) do
9 ; 8
2v2 -1
=——7
36

U predzadnjem redu smo koristili jednakost

in”(2 1 — cos(4
sin? (,OCOS2 Y= (SiHQOCOS 9@)2 = Slni 30) — C(;S( 90)'
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Zadatak 3.11. Skicirajte podrucje integracije sljedec¢ih integrala:

@ | ' [ s

o [ f T fg)dr g

Rjesenje:
(a) 0< e <T10<r <6cosp. Gornja granica za r dana je krivuljom
r=6cosp /- = r*=6rcosg = x> +y*=6x
2
=9,

(nadopunjavanje do potpunog kvadrata) = (z —3)*+y

dakle kruznicom radijusa 3 sa sredistem u (3,0).

Y p=1
r=6cosyp
o o) x

(b) 0 < ¢ <7 (I. i1l kvadrant, tj. iznad z-osi), 0 < r < 1+ cos .

Y
r=1+cosyp
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Napomena. 1z prethodnog zadatka vidimo kako se u polarnom sustavu skici-
raju sljedece krivulje:

<
Q

r = acosy

r=asingp

O
[NJIS]

D
(NS

>

&

Na gornjim slikama smo pretpostavili da je a > 0. Medutim, analogne slike
se dobiju lako i u slucaju a < 0.

Imamo i tzv. kardioide (samo za a > 0):

Y Y
r=a(l+ cosyp) r=a(l — cosyp)

2q| m=a(l+siny) —a _——~J—_a

L/

—2a| r=a(l—-siny)
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Zadatak 3.12. Izracunajte sljedece integrale:

27 2
(a) / / (3r — r? sin @) drde,
o Ji

3 2cos
(b) / / (7"2 sin ) dr dyp,
o Jo

Rjesenje: Zadaca. n

3.1.2 Povrsina pomoc¢u dvostrukog integrala

Neka je zadan omedeni lik D C R? u ravnini.

Yy

N X

Povrsinu od D racunamo pomoc¢u formula:

P(D)://( )dxdy://( )rdrdgp.
D(x,y D(r,p

Zadatak 3.13. Izracunajte povrsinu lika omedenog krivuljama 22 + 3% = z,
2?2 +y* =2z, y =2 iy = —ux. Skicirajte lik.

Rjesenje:

unutarnja kruznica: r = cos g

vanjska kruznica: r = 2cos ¢

[ NE
INE}

— 1S9 <
cosp <r < 2cosp




I 2cosgp I 7”2 r=2cos ¢
T e et
D(r,p) —5 Jeosep - 2 lr=cos¢
_ i 3cosg<pd _3 T 14 cos(2p) dp = 37?—1—6.
2 2 ) = 2 8
4 4
0
Zadatak 3.14. Izracunajte povrsinu lika koji je omeden krivuljama 22 +y? =
4ir=2(14cosy), analazi se unutar obje krivulje. Skicirajte lik.
Rjesenje:
Y
Dio lika u II. kvadrantu:
s<p<m
0<r<2(1+cosyp)
97
m  r2(14cose)
P=2. 2
/W /0 rdrdy + 27,
o2 ., pola kruga
povrsina dijela liT(ra u II. kvadrantu
7" 7’2 r=2(1+cos ) T
:2-/ 5 d<p+27r:4/(1+cosg0)2d<p+27r
bl =0 bl
:4/ (14 2cosp + cos? ¢ )dp + 21 = 51 — 8.
L ——
2 14cos(2¢)
2
O

Zadatak 3.15. Izracunajte povrsinu lika koji je omeden krivuljama r =

2(14-cos ) i r = 3, te nalazi se unutar prve, a izvan druge krivulje. Skicirajte

lik.
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Rjesenge:
Racunamo presjek krivulja:
Y 2(1+cosp) =3

- Ll T
cosp =g = p=cto.
Dakle, lik je opisan nejednadzbama:
Tep <™
x 3 =¥ = 3
3 <r <2(1+cosp).

z 2(1+cos ) = 72 |r=2(1+4cos ¢)
P :/ / rdrde :/ - dp
o _m 2 r=3
3 V3 3
1 [" 9v3
:_/(4—|—8(:osg0—|—400s2g0—9)d90=—\/_—7T-
2 T N—— 2
2 H%S@w)
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3.1.3 Volumen pomocu dvostrukog integrala

Neka je Q2 C R? tijelo u prostoru ograniceno plohom z = f(z,) odozgo,
te plohom z = g(x,y) odozdo. Volumen tijela {2 mozemo racunati pomocu

formule V= //D (f(x, y) —g(z, y)) dz dy,

gdje je D ortogonalna projekcija tijela €2 na zy-ravninu.
Zadatak 3.16. Izracunajte volumen tijela omedenog plohama z = 8 — 2% —y?

iz=2y/2%+ y?. Skicirajte tijelo.

Rjesenge: Tijelo € je omedeno odozgo kruznim paraboloidom z = 8 — 2% —1/?,

a odozdo kruznim stoscem z = 24/x2 + y? (pogledajte sliku .

Odredimo presjek ploha, a ujedno i projekciju D tijela na xy-ravninu:

8 — 2 —y? =2/ + 42

Uz oznaku r? = 2% + y2, rjeSsavamo kvadratnu jednadzbu 72 4 2r — 8 = 0.
Pozitivno rjesenje r = 2 predstavlja radijus projekcije D tijela na xy-ravninu.
Budu¢i da je projekcija D krug sa sredistem u ishodistu, volumen tijela
racunamo pomocu polarnih koordinata u ravnini:

27 2
V://(8—x2—y2—2\/x2+y2)dxdy:/ dgp/ (8 —r% — 2r)rdr
D 0 0
2 2 2w 4 2T3 2
— [ a 8—3—22d:/ (42—1——>‘d
/0 S0/0<7n " r)dr 0 " 4 3 04'0

16\ [?7 36 — 16 40
:<16—4——>/ dp = == o = "
0

3
[l

Zadatak 3.17. Izracunajte volumen tijela omedenog plohama z = 22 + 42 i

2z = /2 — x? — y?. Skicirajte tijelo.

Rjesenje: Tijelo Q je omedeno odozgo sferom radijusa /2. Naime, kada
kvadriramo jednakost z = /2 — 22 — y2? dobijemo da je 2% = 2 — 22 — 32, tj.
22 +y?+ 2% = 2. Tijelo je omedeno odozdo kruznim paraboloidom z = 22 + 1>
(pogledajte sliku [3.2).

Odredimo presjek ploha, a ujedno i projekciju D tijela na xy-ravninu:
2?4y = /2 — a2 — g2
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Slika 3.1: Tijelo €2 omedeno paraboloidom i stoScem

Uz oznaku r = 2% + 92, rjeSavamo jednadzbu r = /2 —r, tj. kvadratnu
jednadzbu 72 + r — 2 = 0. Pozitivno rjeSenje r = 1 predstavlja radijus
projekcije D tijela na xy-ravninu. Buduéi da je projekcija D krug sa sredistem
u ishodistu, volumen tijela racunamo pomocu polarnih koordinata u ravnini:

// —:E2—y — —y)dazdy
=/0 [1} T\/mdr—/olr:)’dr]

t_2—r2, dt=—2rdr

1 [t 41 12 51 1
:z[__ td ]:2(———t‘ __)
g 2/2\[ ol T\ T 23T g
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Slika 3.2: Tijelo 2 omedeno sferom i paraboloidom

2v/2-1 1 82 —7 82 —7
:27r(———) = —2T = ——T.
3 4 12 6

O

Zadatak 3.18. Izracunajte volumen tijela koje se nalazi u prvom oktantu
(x >0,y >0, 2> 0), a omedeno je plohama z = 0, 2 = 1, 2% + > = 1,
y=x1iy =3z Skicirajte tijelo.

Rjesenje: Tijelo €2 je omedeno odozgo ravninom z = 1, a odozdo ravninom
2z = 0. Bocne stranice tijela su dijelovi okomitih ravnina y = z iy = v3z
u 1. oktantu, te dio plasta kruznog stosca 22 + y? = 1 takoder u 1. oktantu

(pogledajte sliku [3.3)).

Projekcija D tijela na xy-ravninu je kruzni isjecak kruga radijusa 1 sa sredistem
u ishodistu i to od praveca y = z do pravca y = v/3z. Stoga volumen tijela
racunamo pomocu polarnih koordinata u ravnini na sljedeé¢i na¢in:

z 1
V://(I—O)dxdy:/ dgo/ rdr
D z 0
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4

O

Zadatak 3.19. Izracunajte volumen tijela koje se nalazi u prvom oktantu,
a omedeno je plohama 22 +y?> =1, 22 +y> =4 i z = ay.

Rjesenje: Tijelo €2 je omedeno odozdo ravninom z = 0, a odozgo sedlastom
plohom z = xy, dok su bocne stranice tijela dijelovi koordinatnih ravnina
r =01y =0, te dijelovi plasteva kruznih stozaca 2®> + 3> =11i 2%+ y? = 4
(pogledajte sliku [3.4)).

Projekcija tijela na xy-ravninu je dio kruznog vijenca izmedu kruznica z? +
y? =1i2?2+9y*=4ul. kvadrantu. Volumen tijela racunamo na sljedeéi

nacin: . )
= // (xy — 0)dzdy = /2 dgo/ 2 cos psin @ rdr
D 0 1
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Slika 3.4: Tijelo €2

:/ cosgosinwdgo/ T3dT:/ cos @ sin p—
0 1 0 4h

15 (2 15 (2
_ 2" cospsinpdp = — /2 sin(2p)dp
4 Jo 8 Jo
15 15 15

16 9(29)] 16t ) =3

dy

ol

O

Zadatak 3.20. Izracunajte volumen tijela omedenog plohama z = 22 + 9% i
z = 2y. Skicirajte tijelo.

Rjesenje: Tijelo je omedeno odozdo kruznim paraboloidom z = 2% + 12, a

odozgo ravninom z = 2y( pogledajte sliku .

Odredimo presjek paraboloida i ravnine, odnosno projekciju D tijela na xy-
ravninu:
Pyt =2y=2+(y—-1)72=1.
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Slika 3.5: Tijelo omedeno ravninom i paraboloidom

Buduéi da jednadzba kruznice 2%+ y? = 2y koja omeduje projekciju D u po-
larnom koordinatnom sustavu ima oblik = 2 sin ¢, volumen tijela racunamo
po formuli:

T 2sin @
V= // (2y — 2 — y*)dady = / dgo/ (2rsin — r?)rdr
D 0 0
T 2sin T 94 4. 2sin

= / dgo/ (2r?sinp — r3)dr = / ( B e r_) v

0 0 0 3 4
™16 16 4 (7

:/0 (3 sint p — Zsin4g0)dg0: 5/0 sin? o dy

- 4_1/0” (Myd@ _ 4l /Ow(l — 2c0s(2¢) + cos?(2¢))dy

0

3 2 34
I 1 + cos(4yp) 1/3 , sin(4p)\ ™
= [ (1-2cos(2 —)d =_(_ ~ sin(2 )
3/0 ( cos(2¢) + 5 v =3(3% sin(2y) + 3 0
L
32" 2

]

Zadatak 3.21. Izracunajte volumen tijela omedenog plohama z = x+y+1
iz= (x + %)2 + (y + %)2 Skicirajte tijelo.
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Rjesenge: Zadaca. (V = %) O

Zadatak 3.22. Izracunajte volumen tijela omedenog plohama 2 + y? = 4,

2=01z2=+2e3tV22Hy?

Rjesenje: Tijelo je omedeno odozdo ravninom z = 0, a odozgo rotacij-

skom plohom z = /2 etV ***¥* dok je boéna stranica tijela dio vertikalnog
kruznog stosca 22 4+ y?> = 4. Odatle je jasno da je projekcija D tijela na
xy-ravninu zapravo kruznica sa sredistem u ishodistu radijusa r = 2. Prema
tome, volumen tijela racunamo po formuli:

2m 2
V= // (V2e3HVH _ 0)dady = / dgo/ V2e3 T dr
D 0 0

2
= 21v2¢° / re"dr = 2v2m e*(re” — €2
0
u=r, dv=e"dr

= 2V27e3 (262 — € + 1) = 2v27(e® + 7).
[

Zadatak 3.23. Izracunajte volumen tijela omedenog plohama z = 0, z = 2,
y=0,2z=1iz=192% koje se nalazi u prvom oktantu. Skicirajte tijelo.

Rjesenje: Tijelo Q je omedeno odozdo parabolickim cilindrom z = 3%, a
odozgo ravninom z = 1. Lijeva bocna stranica tijela je dio ravnine y = 0,
dok su straznja i prednja stranica tijela omedene redom ravninama x = 0 i

x = 2( pogledajte sliku [3.6).

Projekcija tijela na xy-ravninu je pravokutnik [0, 2] x [0, 1], tako da ¢emo za
racunanje volumena tijela koristiti kartezijeve koordinate:

2 1 2 3.1
)
V:/dx/(l—yQ)dy:/ y——’dx
0 0 0( 3)0

2 [? 4
3/0 rT3

Zadatak 3.24. Izracunajte volumen tijela omedenog plohama y =0, y = 3,
2 =41z =22 Skicirajte tijelo.

]
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Slika 3.6: Tijelo €2

Rjesenje: Zadada. (V = 32) O

Zadatak 3.25. Izracunajte volumen tijela omedenog plohama y =0, y = 2,

z=1x%1iz=2—2? Skicirajte tijelo.

Rjesenje: Tijelo Q je omedeno odozdo parabolickim cilindrom z = z?%, a

odozgo parabolickim cilindrom z = 2 — 22. Lijeva i desna stranica tijela su
omedene redom ravninama y = 0 i y = 2 ( pogledajte sliku .

Odredimo projekciju tijela na xy-ravninu:
P?=2—-?=rt=1=r=—-1liz=1.

Prema tome, projekcija tijela na xy-ravninu je pravokutnik [—1,1] x [0, 2].
Volumen tijela racunamo po formuli:

1 2 1
V= / d:c/ (2 — 2% —2¥)dy = 2/ (2 —22%)dx
-1 0 -1

9 A1 1 1 416
:2(2 ——3) :4(1—— 1--):4—:—.
T3 )L 57173 37 3
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Slika 3.7: Tijelo Q2
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3.2 Trostruki integrali

Neka je tijelo 2 C R? zadano sljedeéim uvjetima:

p1(r) <y < o), (3.3)
?/)1(907?/) S z S @/JQ(ZL’,y),

gdje su a i b konstante, te @1, @2, ¥1 1 19 neprekidne funkcije definirane na
odgovaraju¢im domenama. Neka je f: 2 — R neprekidna funkcija. Trostruk:
integral funkcije f po skupu 2 racunamo po formuli:

b p2(z) P2 (z,y)
// flx,y,2)dedydz :/ / / flz,y,2)dz | dy | dx.
Q a e1(x) Y1(z,y)

Napomenimo da za trostruki integral vrijede potpuno analogna svojstva kao
za dvostruki, nabrojana na pocetku odjeljka [3.1] pa ih ne¢emo opet posebno
isticati (ali ¢emo ih koristiti).

Nadalje, u (3.3) mozemo imati i drugaciji poredak varijabli. Bitno jest da
granice prve izabrane varijable budu konstante, a granice ostalih varijabli
ovise samo o prethodno izabranim varijablama.

Zadatak 3.26. Izracunajte integral /1 /m/ - x dz dy dx, te skicirajte po-
drucje integracije. ’
Rjesenje: Podrucje integracije je
Q:{(I,y,z)ER3:O§I§l,OSny,OSZSx—y}.
Uoc¢imo da je
0<z<zrz—-yey<y+z<zrs (z>20<y+z<ux.

Dakle, 2 je dio prostora (tetraedar) u prvom oktantu omeden ravninom
y+ z = x (pogledajte sliku [3.2)).

Rac¢unamo pomocu gornje formule:

1 T T—yY 1 T o
/// mdzdydx:/ / xrz
o Jo Jo

dydm—// x(x —y)dydz

// z? — xy dydx—/(xy y) T dr
2 "ly=0

x 1 a4 1
—/0<$—7>dx—§/ofdx 5 7=




Slika 3.8: Skup €2 i plohe koje ga omeduju

]

Zadatak 3.27. Skicirajte podrucje integracije i odredite granice za integral
// f(x,y,2)drdydz, gdje je Q omedeno plohama y = 4 — 2%, y = 0,
Q

z =11z = 0. Rijesite navedeni integral, ako je podintegralna funkcija
flzy,2) =ay” + 2.

Rjesenje: Ploha y = 4 — 22 je paraboli¢ki cilindar. Naime, ploha je o¢ito
drugog reda i u jednadzbi se pojavljuju samo dvije varijable, dakle radi se o
cilindru, a iz jednadzbe se vidi da su vodoravni presjeci parabole.

I sada za (x,y, z) € 2 imamo daJeO<z< 1i0<y<4—2° Granice za x
su tocke u kojima parabola y = 4 — 2? u xy-ravnini sijece z-os, tj. tocke za
koje je 0 = 4 — 22 = 2 = 2. Dakle, —2 < x < 2 (pogledajte sliku .

///gz(xy2+z)d$dyd'z:/_22/4_x2/1(55y2+2)dzdyd:v
N

dy dx

SVdyd L= 4
[ e “—/www“

=/2<x-+>+§< ) di
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Prvi integral je jednak 0 zato Sto je podintegralna funkcija neparna (f(—z) =
—f(x)), a podrugje integracije [—2, 2] je simetri¢no oko 0. Drugi integral se
moze napisati kao integral po [0, 2] pomnozen s 2 jer je podintegralna funkcija

parna (f(—z) = —f(z)). O

3.2.1 Cilindri¢éni koordinatni sustav

Neka je T' = (x,y, z) tocka u prostoru, te 7" = (z,y,0) njena projekcija na
xy-ravninu. Neka su (p, ¢) polarne koordinate tocke 7" u xy-ravnini.

z
S
o
|
|
|
O |
O :Z
90\\\
1Y \\C‘) Y
T/

114



Uredenu trojku (p, ¢, z) zovemo cilindrickim koordinatama tocke T'. Formule
pretvorbe iz cilindrickog u Kartezijev sustav i obratno glase

T = pCcosy p2:x2+y2
— _ Yy
Yy = psmy, thD—;a

pri ¢emu varijabla z ostaje ista u oba sustava.
Napomena. Koristimo oznaku p = |OT’ | umjesto r. Razlog je $to oznaku r

cuvamo za tzv. sferni sustav, gdje ée biti r = |OT].

Sto su koordinatne plohe u cilindrickom sustavu? Plohe p = konstanta su
plastevi cilindara sa srediSnjom osi z. Plohe ¢ = konstanta su poluravnine s
rubom u z-osi. Plohe z = konstanta su horizontalne ravnine.

Jacobijan prijelaza u cilindricke koordinate iznosi p, pa teorem o zamjeni
varyjabli glasi:

/// f(x,y72)dwdyd22/// f(pcosp, psingp,z) pdpdypdz.
D(z,y,2) D(p,p,2)

Zadatak 3.28. Skicirajte podrucje integracije, te prebacite u cilindricki sus-

tav integral
2 V4—x2 2442
/ / / flx,y, 2)dzdydz.
—2J—V4—22 J0

Rijesite integral ako je podintegralna funkcija f(z,y,2) = 2% + 3* + 2.

Rjesenje: Oznacimo zadani integral sa I. Imamo:
—Vi-<y<Vi-2?e P <d-P ety <4

Iz toga slijedi da je podruéje integracije € omedeno cilindrom z? + y? = 4.
Iz 0 < z < 22432 slijedi da je podruéje Q omedeno i paraboloidom z = 2%+
te ravninom z = 0 (pogledajte sliku [3.2.1]).

Ako stavimo p? = 22 + ¢, slijedi da je 0 < p < 2. Nadalje, 0 < ¢ < 27 (jer
¢ parametrizira kruznicu x? + y*> = p?) te 0 < z < p*. I sada primjenom
gornje formule dobivamo:

2m 2 P>
I:/ / / f(pcosp, psinp, z)pdzdpdep.
o Jo Jo
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Slika 3.10: Skup €2 i plohe koje ga omeduju

Za funkciju f(z,y,2) = 2* + y*> + z imamo

I —/ / / (pcosp)? + (psinp)® + 2)pdzdo dp
2=p?

2 2 2 =
=/ // (p3+Zp)dzdpd<ﬂ=/ /(p32+%p) _, dody
/ /p+ =p°)dpdp = / /pdpdw

o8 3 [? 32 3 32
2/0 5 77 /0 o= i

2 3 2 3
Zadatak 3.29. Izracunajte [[[,ydrdydz, ako je Q tijelo u L. oktantu,
omedeno plohama 22 +y? =9, z = 01 z = 5. Skicirajte podrucje integracije.

p=2m

= 327
=0

O

Rjesenge:

e Direktno u Kartezijevim koordinatama.

Za (x,y,z) € Q imamo da je 0 < z < 5. Buduéi da gledamo samo prvi
oktant, imamo i x,y > 0, odakle slijedi da je

P+ <9e0<r<3,0<y<+9—12
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Slika 3.11: Skup 2 i plohe koje ga omeduju

(Pogledajte sliku ) Ra¢unamo:

V9—z2 V9—z2 2=5
I—// /ydzdydx—// z dydx
V9-z? y=v9—z2
// 5ydydx—5/ = dx
y=0
5 23 |#=3 5 33
2
_2 _ _r —29.3_2y-4
2/0(9 e =200 -5 =293 2) =45

e Prelaskom na cilindricke koordinate.

Ako stavimo p* = 2 + y?, onda je 0 < p < 3. Jo§ imamo 0 < p <
zato §to ¢ parametrizira samo ¢etvrtinu kruznice u prvom oktantu te
0 <z < 5. Racunamo:

3 30 z 3 5
I:/ / / psingp-pdzdpdgo:/ / pz(singo)z’ _Odpdgo
03 =3
/ / 5p° Slngodpdgo—5/

:5/ 9sinpdp =45 - (— cosgp)
0

=0

T
p=0
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Zadatak 3.30. Izracunajte

/// dx dy dz
a2 tyr o +2

ako je Q = {(z,y,2) e R3: 2 +y? <1, —1 < 2 < 1}. Skicirajte podrucje
integracije.

Rjesenje: Skup € je omeden cilindrom 22 + y?> = 1 i ravninama z = —1 i
z = 1. Ako stavimo p? = 2% +y?, onda je 0 < p < 1. Jo§ imamo 0 < ¢ < 27

(pogledajte sliku [3.2.1)).

Slika 3.12: Skup €2 i plohe koje ga omeduju
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2m 1 1 1
1:/ / / pdzdpdy
o Jo Jo1y/(pcosp)?+ (psing)?+z +2

2r 1 pl p 2 1 pp343 .
= ——————dz dpdp = / / / pt 2 dtdpdy
/0 /0 /1 PRtz 42 0o Jo Jp241

t=p2+2+2
2r  pl t% t=p2+3 2r 1
=/ /P'T i dpds@z/ /2p(\/p2+3—\//)2+1)dpdso
0o Jo 5 t=p+1 o Jo
e
2r 1 2 (14 3)3 (4 1)5 =1
- [ [ s virnarae - [T T g,
o Jo 0 2 2 =

2 2

2 2 p=2m

27
:5/ (4%—2%—3%+1)d¢:§(9—2f—3¢§)-w’
0

»=0

= 4?”(9—2\/5—3\/5)

Zadatak 3.31. Izracunajte

/// Vat+y?dedydz,
Q

ako je Q = {(z,y,2) € R?: 2?2 + y* < 2 < 8 — x? — y?}. Skicirajte podrucje
integracije.

Rjesenje: Podrucje €2 je omedeno paraboloidima z = 22 +3? iz = 8 —22 — 2.
Presjek tih krivulja dobijemo iz jednadzbe

Py =8ty e 2+ 0 =8c2?+y =4

Dakle, presjek je kruznica (pogledajte sliku [3.2.1)).

Ako uvedemo cilindri¢ne koordinate, imamo da je 0 < ¢ < 27 jer ¢ mora opi-
sati cijeli krug. Kruznica na presjeku ima najveé¢i polumjer od svih popre¢nih
kruznica, pa je 0 < p < 2. Za fiksni p, kruznice polumjera p su unutar 2
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Slika 3.13: Skup €2 i plohe koje ga omeduju

samo na visini p? < z < 8 — p?

2 2 p8—p?
I= / / / V(peos )2 + (psin)pdz dp dp
0 0 Jp2
2 2 p8—p2 2w 2 2=8—p?
:/ / / 0° dzdpd@z/ / 0’z dpdy
0o Jo Jp2 o Jo z=p?
2m 2 2m 2
=/ / (p2(8—p2—p2))d,0d90=/ / (8p* — 2p") dpdep
o Jo o Jo
27 3 5 —92 27 8 32
= / (8- r_ 2. p_)
0 3 5

p=

— 8.2 9.2 dp = =2
p=0 /0( 3 s)de =159

Zadatak 3.32. Izracunajte

2 pVaA—z?  p/A—2?
/ / V4 —x?dzdydr,
0o Jo 0

te skicirajte podrucje integracije.

Rjesenje: Imamo da je

y<Vi-a2e P <d4-2e?+y2 <4

120
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128 e 2567
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Uocimo da to vrijedi za svaki z. Nadalje, imamo i da je 2> + 2% < 4 za
svaki y. Dakle, podrucje € je omedeno cilindrima 2% + y? = 4 (oko z-osi) i
2?2 + 2% = 4 (oko y-o0si). Zbog x,y,z > 0 gledamo samo dio u prvom oktantu

(pogledajte sliku [3.2.1)).

Slika 3.14: Skup €2 i plohe koje ga omeduju

s

Za cilindricne koordinate granice su 0 < ¢ < 7 jer su vodoravni presjeci
¢etvrtine kruznice, 0 < p < 2jerje p> = 22 + 921 0 < 2 < /4 — p?cos? .

2t % \/4—p? cos? p
]:/ / / V4 — p?cos?ppdzdpdp
o Jo Jo
3 (2 z2=4/4—p?cos? p
:/ / 4 — p?cos? ppz dp dy
o Jo z=
T2 z 2 4
=/ /(4p—p3008290)d,0d<p=/ (4-%—%008290)
o Jo 0

3 3 1 2
:/2(8—4co32@)d¢:/2(8_4H%(go))dgp
0 0

us

p=2

de
p=0

= /2 (6 —2cos(2p)) dp = (6p — 2 - %Sin(%p))

0 =0

=3

=3m
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Zadatak 3.33. Izracunajte

///xdxdydz,
Q

gdje je Q tijelo omedeno plohama z = 1 — /22 +y% i z = 0. Skicirajte
podrucje integracije.

Rjesenje:

Slika 3.15: Skup €2 i plohe koje ga omeduju

Granice za cilindri¢ne koordinate su 0 < o <27, 0<2<1i0<p <1 — 2.
(Pogledajte sliku ) Ra¢unamo:

1 27 1—z 1 27 p3 p=1—z
I:/ / / pcosg0~pdpdg0dz=/ / — Ccos dpdz
0 Jo 0 o Jo 3 p=0
1 1 2w 1 1 o=2m 1 1
:—/ / (1—2)3cosgodg0dz:—/(1—z)3sing0 dz:—/ 0dz=0
3 0 0 3 0 »=0 3 0
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3.2.2 Sferni koordinatni sustav

Neka je T = (x,y, 2) tocka u prostoru, te 7" = (z,y,0) njena projekcija na
zy-ravninu. Neka je ¢ = £(i,0T") usmjeren kut kao i prije, te uvedimo
oznake:

—

e r = |OT| = udaljenost tocke T" do ishodista,

—

e (= A(E, OT) = otklon spojnice OT od z-osi.

I\

Uredenu trojku (r, 0, ¢) zovemo sfernim koordinatama tocke T'. 1z pravokut-
nog trokuta ATT'O vidimo da je z =rcosf i p = rsinf, a iz toga pak lako
slijede formule pretvorbe iz sfernog u Kartezijev sustav i obratno:

X =1rcospsinf e T
y =rsinpsind r?sin? 0 = 2 + ¢
z =rcosé, tggng.

x

Uocimo da je varijabla 6 ograni¢ena na interval [0, 7]. Preciznije,

e 0 =0 imaju tocke na pozitivnom dijelu z-osi,

e 0 <0 < % imaju tocke iznad xy-ravnine (tj. z > 0),
e § = 7 imaju tocke na xy-ravnini (tj. z = 0),

e 7 <0 < 7 imaju tocke ispod zy-ravnine (tj. z < 0),

e 0 = m imaju tocke na negativnom dijelu z-osi.
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Sto su koordinatne plohe u sfernom sustavu? Plohe r = konstanta su sfere
sa srediStem u ishodistu. Plohe ¢ = konstanta su poluravnine s rubom
u z-osi. Plohe 6 = konstanta su plastevi jednoplosnih stozaca s vrhom u
ishodistu i sredisnjom osi z. Uoc¢imo da ako fiksiramo sferu sa sredistem
u ishodistu, i presjecemo je sa preostalim koordinatnim plohama, dobijemo
sustav meridijana (@) i paralela (6):

Zadatak 3.34. Odredite Jacobijan prijelaza u sferne koordinate.

Rjesenje: Zadaca. Rjesenje je J = r?sinf (pogledajte u materijale iz preda-
vanja.) O

Prema prethodnom zadatku, teorem o zamjeni varijabli u ovom slucaju glasi:

/// f(z,y,2)dvdydz =
D(x7y7z)

= /// f(rcospsin@, rsinpsin = 6,7 cosd) r?sin 0 dr df de.
D(r,0,p)

Zadatak 3.35. Skicirajte podrucje integracije, te prebacite u sferni sustav

integral
3 VO—2? pyf9-a?—y?
/ / / flx,y, 2)dzdydz.
0o Jo 0
Rijesite integral ako je podintegralna funkcija f(z,y,2) = /22 + y? + 22
Rjesenje: Buduéi da je 0 < y < /9 —y? vidimo da projekcija tijela na
xy-ravninu zadovoljava nejednakost 22 + y? < 9, tj. da se radi o tockama

unutar kruga sa sredistem u ishodistu radijusa » = 3. Takodjer zbog 0 < z <
v/9 — 22 — 32 imamo da za tocke tijela vrijedi 22 +y%+ 22 < 9, §to znadci da se
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Slika 3.16: Tijelo 2

radi o tockama unutar kugle radijusa r = 3 sa sredistem u ishodistu. Buduci

da su sve koordinate pozitivne, tijelo predstavlja osminu kugle radijusa r = 3
sa sredistem u ishodistu (pogledajte sliku [3.16]).

Prema tome, u sfernim koordinatama gornji integral ima sljedeéi zapis:

T ™ 3
/2 d<p/2 dﬁ/ r?sind f (r cos psin ¥, r sin @ sin 9, 7 cos ¥)dr.
0 0 0

Znamo da vrijedi y/x% + y? 4+ 22 = r i stoga ra¢unamo vrijednost sljedeéeg
integrala:

bl 2 3 bl 2 3
/ dgo/ dﬂ/ 3 sin g dr :/ dgo/ sinﬁdﬁ/ r3dr
0 0 0 0 0 0
z 3

4

Wl

= 20— (-5 =T

= (p‘ * (= cos V)

r
0 4

o
[\)

0
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Zadatak 3.36. Skicirajte podrucje integracije, prebacite u sferni sustav, te

rijesSite integral
21 p2  paS4—p?
/ / / p2dzdpde.
o Jo Jo

Rjesenje: Ocito da je integral zadan u cilindrié¢nim koordinatama. Povezimo
cilindri¢ni i sferni koordinatni sustav pomocu kartezijevog sustava. Zbog
0 <p <2110 < p < 2 za tocke projekcije tijela na xy-ravninu vrijedi
% + y? < 4, tj. radi se o tockama unutar kruga radijusa r = 2 sa sredistem
u ishodistu. Takoder zbog 0 < z < /4 — 22 — 42 vrijedi 22 + y? + 2% = 4,
tako da je tijelo gornja polukugla radijusa r = 2 sa sredistem u ishodistu

(pogledajte sliku [3.17]).

Slika 3.17: Tijelo Q2

Znamo da se funcija p* pod znakom integrala sastoji od Jacobijana p i pod-
integralne funkcije p?> = 22 4+ y? = r?sin®49. Prema tome, zadani integral u
sfernim koordinatama ima sljedeé¢i oblik:

27 5 2 27 5 2
/ dy / dﬁ/ r?sin ¥ r?sin® 9 dr = / de / sin® ¥ dv / ridr
0 0 0 0 0 0
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5

r7 |2 32
)

1
_27r/ (1 2)de 2
0 0 5
t=cos v, d?:r— sin 9 d¥

—647T(t t3)‘1_647r2_1287r
5 3/l 53 15 °

= 27r/2(1 — cos? 1) sin ) dv)
0

N

]

Zadatak 3.37. Skicirajte podrucje integracije, prebacite u Kartezijev sus-
tav, te rijesite integral

T by 1
2 2
/ / / 7° sin ¢ cos @ sin® 0 cos 0 dr df dep.
o Jo Jo

Rjesenje: Buduci da je 0 < ¢ < 7 zakljuCujemo da je z,y > 0, tj. da
projekcija tijela na xy-ravninu pripada 1. kvadrantu. Takoder, zbog 0 < 9 <
7 zakljucujemo da vrijedi z > 0, tj. da tijelo po kojem integriramo pripada
gornjoj poluravnini. Kona¢no, iz 0 < r < 1 vidimo da je 22+ 32+ 22 < 1, §to
znaci da je tijelo po kojem integriramo zapravo osmina kugle u 1. oktantu

radijusa r = 1 (pogledajte sliku [3.18)).

Funkcija pod znakom integrala se sastoji od Jacobijana u sfernim koordina-

tama J = r?sind i podintegralne funkcije:
r3sin ¢ cos ¢ sin® 1 cos ¥ = r cos psind rsin psind rcosV = xyz.

Sada znamo kako napisati integral u kartezijevim koordinatama:

1 Vi—z? \ 1-z22—y2 1 Vi1—a? 2214/ 1—22—y?2
/ dx / dy/ ryzdz = / dx / xy —
0 0 0 0 0 2o

1 1 Vi1—z2 1 1 V1—z2
= 5/ da:/ ry(l —2? —y*)dy = 5/ dx (zy — 23y — 2y®)dy
0 0 0 0
1 —x2

dy

4

STACRIEEY

V1

2 2
1/t !
:—/ (1 —2%)3dx = /x(l 22% + 2*)dx
2Jo 4 0
1/a? ot 28\ 1,1 1 1 1
R
8\ 2 4 6/lo0 8\2 2 6 48
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Slika 3.18: Podrucje integracije

Zadatak 3.38. Izracunajte

2 Va—z2  prf4—22—y2
/ / / Va2 +y?+ 22dzdydex,
-2Jo 0

te skicirajte podrucje integracije.

Rjesenje: Bududi da vrijedi —2 < x < 2, te
0<y<Vid—a?=2>+y*<4i
0<z< d—-a2—y2=22 492 +22<4

zakljucujemo da je tijelo po kojem integriramo desna gornja cetvrtina kugle
radijusa r = 2 sa srediStem u ishodistu (pogledaje sliku [3.19)).

Prema tome, zadani integral ima u sfernim koordinatama sljedeci oblik:

T 3 2 T 5 2
/ dgo/ dﬁ/ rr2sin19dr:/ dgo/ sinz?dﬁ/ r3dr
0 0 0 0 0 0
28

1



Slika 3.19: Podrucje integracije

vl
=

2
= 4.
0

r

4

= m(—cos)

o

Zadatak 3.39. Izracunajte

/// r?sin @ dr df de,
Q

gdje je Q tijelo omedeno plohama 22 +y?+2? = 1i 22 +y?+2% = 4. Skicirajte
podrucje integracije.

Rjesenje: Tijelo Q je prostor izmedu kugle radijusa » = 1 i kugle radijusa
r = 2 sa sredistem u ishodistu (Pogledajte sliku [3.20)).

Prema tome, zadani integral piSemo u obliku:

2 s 2 2 s 2
/ d(p/ di?/ r? sind dr :/ dgo/ Sinﬁdﬁ/ r2dr
0 0 1 0 0 1
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3
= 2m(—cos V)
0

2 7 287
3 3 3

3.2.3 Neke primjene viSestrukih integrala
Neka je D C R? omeden lik u ravnini, te neka mu je plosna gustoéa zadana

funkcijom g: D — [0, 00). Dakle, g(x,y) je gustoca lika D u tocki (z,y) € D.
Masu lika D racunamo po formuli:

mz//Dg(a:,y)dxdy.

Staticke momente lika u odnosu na osi z i y, redom, ra¢unamo po formulama:

Mmz//y-g(x,y)dxdy, My://x~g(m,y)da:dy.
D D
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Teziste (centar mase) lika je tocka (xr,yr) ¢ije koordinate racunamo po
formulama:

oMy JJpu-glz,y)drdy M. [fpy-glw,y)dudy
T m [ 9@, y)dedy ' e [[p9(x,y)dedy

Momente inercije lika u odnosu na osi z, y i ishodiste, redom, racunamo po

formulama:s
D

I, //w -9(z,y) dz dy,
Iy = // ® +y?) - g(z,y) de dy.

U slucaju homogenog lika mozemo pretpostaviti da je g(z,y) = 1.

Zadatak 3.40. Odredite teziste lika 22 +y?> < 1, x > 0, y > 0, s plosnom
gustoéom g(x,y) = \/x? + y2. Skicirajte lik.

Rjesenje: 1z definicije lika D vidimo da se radi o cetvrtini kruga radijusa
r = 1 sa sredistem u ishodistu (pogledajte sliku [3.21)).

1.5 1

05

151

Slika 3.21: Lik D
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Masu lika ¢emo rac¢unati pomocu polarnih koordinata u ravnini:
z 1
2
m:// \/a:2+y2dxdy:/ dgo/ rrdr
D 0 0

0

1 s
3 6

T
2
[

Zadatak 3.41. Odredite teziste homogenog lika omedenog krivuljom x? +
(y — 1)? = 1, te moment inercije s obzirom na y-os. Skicirajte lik.

Rjesenje: 1z jednadzbe kruznice vidimo da je lik zapravo krug radijusa r = 1
sa srediStem u tocki (0,1) na osi y (pogledajte sliku [3.22)).

-2 4 0 1 2

Slika 3.22: Lik D

Zbog homogenosti lika za ocekivati je da ¢e teziste lika biti u sredistu kruga,
Sto ¢emo racunski provjeriti. Kruznica koja omeduje lik ima u polarnom
koordinatnom sustavu jednadzbu oblika r = 2sin . Odredimo najprije masu

lika:
m:// dzdy = P(D) = .
D

Ovdje smo zbog homogenosti lika uzeli da je gustoéa mase jednaka g(z,y) =
1. Odredimo sada staticki moment obzirom na os y:

T 2sin g
My://xda:dy:/ dap/ r? cos p dr
D 0 0
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™ 3 |2sin 8 [T g [V
:/ cosgor— dcp:—/ sin3gocosg0dcp:—/ t3dt = 0.
0 3 lo 3 Jo 3 Jo

Dakle, z-koordinata tezista je g = 0. Nadimo vrijednost statickog momenta
obzirom na os x:

2sin ¢
M, = //ydxdy—/ dgp/ r?sin p dr
3 251ncpd 8 d
—/Osmgogo wg/smgpgp

-~

t=sin ¢, dt=cos godgo

8 1 —cos2
= _/ ( cos 90 (1 — 2cos 2¢p + cos? 2p)dy
3 Jo 2
2 [T 1 4 3 indp\ |7
:—/ (1—20052gp+ +COS S0>d ( —81n2<,0+sm SO)
3 Jo 3 8 0
23
=--—7T=n.
32
Prema tome, y-koordinata tezista je yg = T = 1. To znaci da je teziste lika

doista u sredistu kruga, tj. u tocki S(0, 1)

Odredimo sada moment inercije obzirom na os y:
b 2sin g
Iy:// :I:dedy:/ d<p/ r3 cos? o dr
D 0 0
™ r42sing ™
:/ cos® p — dg0:4/ sin? p cos® ¢ dop
0 4 o 0 ——
1—sin“ ¢

T 3r 5w T
/0 (sin? ¢ —sin® ¢ )dyp = T 1

Pogledajmo jos kako smo dosli do predzadnje jednakosti u gornjem racunu.

Vrijednost integrala
/ T 3m
sin pdp =
0 8

smo odredili kada smo racunali staticki moment M, obzirom na os x. Odre-
dimo konac¢no vrijednost sljedeceg integrala:

iy s 1_ 2 3
/sinﬁapd¢:/ (Lmes2eyy,
0 0 2
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1 ™
=3 / (1 —3cos2p+3cos’2p—  cos’2p )dp
0 S~—— S~——

1+Cgs e cos 2@(1—sin2 2(,0)
2
t
1/5 3 3sindp ™ 15 om
= (2¢—Zsin2 —o) = tn=22
8(290 p SIneP+ g o 82" 16

Neka je Q C R3 omedeno tijelo u prostoru, te neka mu je gustoéa zadana funk-
cijom g: 2 — [0, 00). Dakle, g(z,y, z) je gustoca tijela Q u tocki (x,y, z) € Q.
Masu tijela € racunamo po formuli:

m— ///Qg(m,y,z)dxdydz.

Staticke momente tijela u odnosu na ravnine zy, yz i xz, redom, racunamo

po formulama:
Mxy - /// zg(x,y,z)d:ﬁdydz,
Q

Myz_///x~g(x,y,z)dxdydz,
Q
Q

Teziste (centar mase) tijela je tocka (xr, yr, zr) ¢ije koordinate ra¢unamo po
formulama:
M, M, My,
I = ) Yr = ) T = .
m m m

Momente inercije tijela u odnosu na osi x, y i z, redom, racunamo po for-

mulama:
I, = /// (v* + 2°) - g(2,y, 2) dz dy dz,
Q

Iy///Q(x2—|—22)-g(a:,y,z)dxdydz
12,:///Q (2* + ) - g(z,y, 2) da dy d=.

U slucaju homogenog tijela mozemo pretpostaviti da je g(x,y, z) = 1.
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Zadatak 3.42. Izracunajte masu tijela omedenog plohama z = 22 + 4% i
z = 1, ako mu je gustoéa dana formulom g(z,y,z) = /2% + y2. Skicirajte
tijelo.

Rjesenje: Tijelo Q je omedeno odozdo kruznim paraboloidom z = 22 + 42, a
odozgo ravninom z = 1 (pogledajte sliku |3.23)).

!

Slika 3.23: Tijelo 2

Stoga ¢emo masu tijela ra¢unati pomocu cilindriénih koordinata:

o 1 1
m:/// \/x2+y2dxdydz:/ dgo/ dp/ ppdz
Q 0 0 p?

1 1 4
m 15
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Zadatak 3.43. Izracunajte moment inercije s obzirom na z-os tijela omedenog
plohama 22 + (y — 1)2 =1, 2 = 0i 2z = 3, ako mu je gustoé¢a dana formulom
g(x,y,z) = \/a:QITyQ Skicirajte tijelo.

Rjesenje: Tijelo Q2 je kruzni cilindar visine 3 s bazom koja je krug radijusa
1 sa sredistem u tocki (0, 1) (pogledajte sliku [3.24)).

E*"I“ 1] ',4—4
1 11T
LT g
#CL 1L L {1
El“l T [ lj
P LT -
4|HH aaE I 4
FT;T- 111 H b
4 -1 4 4
-2 4

Slika 3.24: Tijelo 2

Moment inercije tijela obzirom na os z ¢emo racunati pomoc¢u cilindri¢nih
koordinata:

/// 22+ %) dxdydz-/// V2 + y? dedydz
2sin @ p3
/dgp/ 2dp/dz-3/§

=3- / sin gpdgp—S/ (1 — cos? ¢) sin p dy
3 Jo Jo

TV
t=cos p, dt=— sin pdp

2sinp

dy

0
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:8/1 (1—1%) dt:8-2/01(1—t2)dt

1 =
parnafunkcija
3\ |1 1 32
- 16<t——>‘ - 16(1——) =2
3710 3 3

]

Zadatak 3.44. Izracunajte moment inercije homogene kugle 22 +y%+2% < 4
s obzirom na z-o0s.

Rjesengje: Tijelo €2 je kugla sa sredistem u ishodistu radijusa r = 2 i stoga

¢emo za racunanje momenta inercije u odnosu na os z koristiti sferne koor-
dinate:

2m ™ 2
I, = /// (2% + y?) dadydz = / d(p/ d19/ r?sin? ¥ r? sin ¥ dr
Q 0 0 0

2 T 2 7,5 2 s
:/ dgo/ Sin319d19/ r4dr:27r—‘ / (1 — cos? ) sin 9 dv
0 0 0 5 0Jo y

~
t=cos ¥, dt=— sin 9d¥

647 4 B 2567

5 3 15 °
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Poglavlje 4

Skalarna i vektorska polja

4.1 Osnovni pojmovi

Neka je Q podruéje u R?. Funkciju f: Q — R zovemo skalarnim poljem, npr.
fle,y, 2) = xy+ 2
Neka je Q podrucje u R3. Funkciju @: Q — Xo(F) zovemo vektorskim poljem.

Dakle, @ = axz+ayj+azg, gdje su a,, ay,a,: @ — R. Npr. d(z,y, z) = a:yzztl—
(x — y)}—i— k. Ovdje je a,(z,y,2) = zyz, ay(z,y,2) =z —y, a,(z,y,2) = 1.
Gradijent skalarnog polja f je vektorsko polje grad f: 2 — Xy(E) definirano
formulom of o/ - f
df= —*+ )+ ==
grad f = =1 3y J 82
Primjer. Funkciji f(x,y, z) = xy + 2z odredimo grad f.

of _ 3f of
- =1l=gradf = k
ar Vo, "0 grad f = yi +aj +
Divergencija vektorskog polja d = axf+ayf+azg je skalarno polje div a: 2 —
R definirano formulom

da, Oa, Oa,

diva = o + By + P

Primjer. Funkciji @ = 2%yi + 2j + 23k odredimo div a.

Oay oy, % ~0, Oda,

o By 5 322 = div @ = 2zy + 32°
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Zadatak 4.1. Zadano je skalarno polje u(z,y,z) = 2% + 4* + 23 — 3wyz i
tocka T'(2,1,1).

e Izracunajte (grad u)|r
e Nadite skup tocaka u prostoru u kojima je grad u okomit na os z.
Rjesenge:

ou- Ou- Ou-
e gradu = %Z + 8_y J+ %k Racunamo parcijalne derivacije:

0 0
a—u = 32% — 3yz, a—u = 3y® — 32z,
z Y

0
gu _ 322 — 3y, pa je
0z

gradu = (32 — 3y2)i + (3y> — 3x2)j + (32> — 3ay)k, te je

(gradu)|reiny = (3-22—=3-1-1)i+(3-12=3-2- 1)+ (3-12=3-2- 1)k
= 9i—3j—3k

e gradu L k= grad u - k=0 Uvrstavanjem k= (0,0,1) dobivamo
redom

(32% —3yz) -0+ (3y* —3x2) - 0+ (32 —=3zy) -1 =0

&322 -3y =0
s 2=y
pa je rjesenje skup {(z,y,2) € R3: 22 = ay}.

[]

Zadatak 4.2. Izracunajte div @ u tocki A(1,1,1), ako je d = 2x2yf+ewyj—l%'.

Rjesenje: div a =

da, O Oa, -
aax + ac;y‘i‘ ;z = 4$y+ex+0 = div CL|A(17171) =4+e. [

Zadatak 4.3. Nadite div (grad (z% + y* + 2?)).
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Rjesenge: grad (z? + y* + 22) = 21 + 2yf+ 22/2,
div (227 4 2yj + 22k) =2+ 2+2 = 6. O

Derivacija skalarnog polja f u smjeru (jedini¢nog) vektora @ u tocki Py:

of of of af
ao = df-u = | 7 Ux a = Uz
(871) . (grad f - @)|p, ((%u + ayuy + 55 Y
Zadatak 4.4. Zadano je skalarno polje p(z,y,2) = 322 — 4yz. vektor 5§ =
25—3}4—1{ i tocka T'(3,—2,1). Nadite usmjerenu derivaciju skalarnog polja ¢
u smjeru § u tocki 7.

Py

Rjesenje: § nije jedini¢ni vektor, pa ga prvo normiramo:
L F 2i-3j+k

1
S = — = =
E 41+9+1 V14

(20—3j+k),
a dalje racunamo

ago - - o 1 - e N/oT o7, 1
<8_§> ‘T = (grad ¢ - 5¢) ‘T = (m(6x2—423—4yk)(22—3j+k)> ’T

1
—  (12:3412-1-4-(~2)) =
T@3,-21 V14

— 565 = 4V/14.

(1224122 —4y)

W

Rotacija vektorskog polja @ je vektorsko polje rot a: Q@ — Xo(FE) definirano

formulom
iJ ok 0 0 0 0 0 0
tg—|2 o o|_ (9% Y4 Qo Oz \z  (C4y Yz p
TOVE= o oy <8y 0z ' 9 oz )’ - oxr Oy
ay a, a,

Primjer. @ = zyi + zsin ok, tj. ay = zy,a, = 0,a, = zsin(z)

P k J(zsinz) 00 0(z i
i—|0 2 o | _ ~d0Y~ y) O(zsinz))-
=rota = |4 dy 9z - ( By ag)z—l—( 0% o j+
xy 0 zsin(z)
90 dry\ ¢
Jr Oy
= rot @ = 0i—z cos(x)j—zk = —z cos(x)j—zk.
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Zadatak 4.5. Odredite kut izmedu rotacije vektorskog polja @ = (2% + y?)i+
(% + 22)] + (22 + 22)k u tockama A(—1,2,3) i B(19,—4,9).

Rjesenje:
7 j k )
rota=| 2 D 2 1 =(0-22)i+(0—2x)j + (0 —2y)k =

By
2?24+ y? P22 224t
= —22?—2$f—2yl§

rot C_L)|A(_17273) = —6;+2;—4E = a_i
rot 6|B(19,—4,9) = —18;—38j+8k = b1
@b 108 — 76— 32 ™

= COSp = - = —
|ai| - |by) nesto # 0

]

Vektorsko polje @ je potencijalno ako postoji skalarno polje ¢ takvo da je
a = grad ¢. ¢ je potencijal od d, a budu¢i da mora mora vrijediti %f = ay,
g—;j = ay, g—f = a,, moze se racunati kao

T y z
o(x,y,2) = / a.(t,y, z)dt + / ay(zo,t, 2)dt + / a.(xo, yo, t)dt + C,
o Yo 20

gdje je (xo, Yo, 20) bilo koja tocka u domeni funkcije.

Karakterizacija potencijalnog polja: vektorsko polje @ je potencijalno <
rotad = 0.
Vektorsko polje @ je solenoidalno ako postoji vektorsko polje b takvo da je
a = rot b.
Karakterizacija solenoidalnog polja: vektorsko polje @ je solenoidalno <
div @ = 0.

Zadatak 4.6. Dano je vektorsko polje A = (y + 2)i + (z + 2)] + (z + y)k.
Pokazite da je polje potencijalno i nadite njegov potencijal ¢(z,y, 2).

Rjesenje:
rotA=| 2 o 2 1l=(1-1)i+(1-1)j+1-1)k=0

Yy+z r+z r+vy
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= /Tje potencijalno polje.
T y z
o(x,y,2) = / a,(t,y, z)dt +/ ay(zo,t, z)dt +/ a,(xo, Yo, t)dt
20

zo Yo

s [ons e [ s w

Yo

=(y+2)(x —x0) + (xo + 2)(y — yo) + (o + v0)(z — 20)
= XY+ Tz — ToY — ToZ + ToY — ToYo + Yz — YoZ + Loz — ToZ0 + Yoz — Yoo =
=Y+ T2+ Yz — ToYo — To20 — Yo<0
=zy+zz+yz+C

o

Provjera:
- Op- Op- 0Op- - - -
A—gradcp—a—ii+a—jj+a—jk—(y+z)i+(:v+z)j+(ac+y)k.
O

Zadatak 4.7. Odredite konstante a, b, ¢ tako da polje
A= (z+2y+az)i+ (bx — 3y — 2)] + (42 + cy + 22)k

bude potencijalno i odredite njegov potencijal.

O T

Rjesenje:

Q =
V.

T y z
r+2y+az bxr—3y—z 4dr+cy+ 2z

=(c+1)i+(a—4)j+ (b-2)k
=c=—-1l,a=4,b=2

Dakle, A = (x + 2y + 42)27—1— (22 — 3y — z)j + (4 —y+ 22)]?, a potencijal
mu mozemo izrac¢unati po formuli, uzimajuéi pritom (zo, yo, z0) = (0,0,0) :

x Yy z
/(t+2y—|—4z)dt+/ (—3t—z)dt+/ 2tdt =
0 0 0

SO(Z',y,Z)—
2 32
x—+x(2y+4z)—%—zy+22+0

32
J + 2% 4 22y + 4wz — Y2

SCQ
:>90($7y>z)25_ 9

142



Zadatak 4.8. Ispitajte je li polje v = yﬂ— zj—l— zk solenoidalno.

Rjesenje: div v = %L; + %L; + %i; =0+ 0+ 0 = 0, pa zakljucujemo da je

polje solenoidalno. O

Zadatak 4.9. Dano je vektorsko polje a = 2xyf+ xzf. Pokazite da je polje
potencijalno i odredite njegov potencijal.

0, tj. 2% — %=

Rjesenje: Treba provijeriti je li rotd = 7 = B

& Flo =

@@ o

O Plo =
I

Rac¢unamo a, = 2zxy = %L; =2x, ay = 2% = 88%’ = 2x, pajerota = 6, te je
a potencijalno polje.

ou

Trazimo potencijal, tj. funkciju u(z,y) takvu da je gradu = d@. Iz — =

or
Qxy//dx dobivamo u(z,y) = 2y +¢(y), gdje je ¢ bilo koja funkcija koja

u
ovisi samo o y.Deriviranjem parcijalno po y dobivamo — = 2 + ¢'(y) =

dy
2' = ¢ (y) = 0= p(y) = C = ulz,y) =2’y + C. O
Zadatak 4.10. Odredite funkciju f(x) tako da polje
- - 2xy - 3z -
A — _
(2,y,2) = f(z)i+ 1Jra:2f(flf)y L

bude solenoidalno uz uvjet f(1) = 3.

Rjesenje: div A =0 = f'(x) + 225 f(z) — =25 = 0, pa treba rijesiti diferen-

1+x2 1+x2
cijalnu jednadzbu
2z 3

1+x2y: 1+ 22

y +

Ona je oblika ' 4+ f(x)y = g(x), tj. to je linearna diferencijalna jednadzba
prvog reda, Cije rjeSenje mozemo dobiti pomocu formule

y = e~/ I@d U I @i oy de + C| .

[zrac¢unajmo prvo

/f(x)dx = / 1 —2|—xx2 dx = In(1 + 2%).
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Sad lako dobivamo da je

— —In(1422) | In(1+22) 3 d C
e [

1 3z +C
52 [/3 x+C] T2
Konstantu C' odredujemo iz dodatnog uvjeta 2 = f(1) = 3¢ = 3 =34+C =
C=0

3z

= f@) = o

]

- -

Zadatak 4.11. Pokazite da je polje @ = 7 4+ (1 + zcos(zy))] + (y cos(zy))k
potencijalno i odredite njegov potencijal.

i j k
Rjesenje: rota = 8% a% % =1 (3(1/632(2@/)) _ 8(1+z8c;38(zy))>
1 1+ zcos(zy) ycos(zy)

-

(
= i(cos(zy) — zysin(zy) — cos(zy) + zysin(zy)) = 0

pa zakljucujemo da je polje potencijalno.

Trazimo potencijal u(z,y, z), tj. funkciju u takvu da je grad u = @, odnosno

Ju Su _ Su _ Iz g—z = a, integriranjem po dz dobivamo da je

0

3y Dy 1+ zcos zy /fdy

= o(y,2) =y +sin(zy) + ¢1(2)
gdje je p1(2) bilo koja funkcija koja ovisi samo o z (a ne o = ni o y). Dakle,
u(z,y,2) = x +y +sin(zy) + ¢1(2).

Preostaje nam iskoristiti uvjet g—: = a,, stoga deriviramo zadnji dobiveni

izraz za u parcijalno po z i dobivamo %% = ycos(zy) + ¢ (2) = ycos(zy) =

1 (2) =0 = p1(2) = C. Trazeni potencijal je dakle

u(z,y,2) =z +y+sin(zy) + C.
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Zadatak 4.12. Pokazite da je ploha F(x,y,z) = 0 ravnina ako i samo ako
je polje grad F' konstantno.

Zadatak 4.13. Pokazite da je polje v = axi + byj—l— czl;, a,b,c > 0 poten-
cijalno. Ako je F' potencijal tog polja, pokazite da je skup F(x,y,z) = 0
elipsoid ili jedna tocka.
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Poglavlje 5

Krivuljni integrali

Skalarna i vektorska polja integrirat ¢emo po krivuljama u prostoru i rav-
nini. Neka je T’ krivulja u R?, te neka je njena parametrizacija ([a,b], 7).
Parametrizaciju ¢emo pisati po komponentama: 7(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)k.

Integrale skalarnih polja po krivuljama nazivamo krivuljnim integralima prve
vrste, a integrale vektorskih polja krivuljnim integralima druge vrste.

5.1 Krivuljni integrali prve vrste

Za funkciju f: I' — R, krivuljni integral prve vrste funkcije f po krivulji I' je

/Ffdsz/abf(r(t))-lf”(t)ldt

b
= / fz(t),y(t), (1)) - V' ()2 + i ()2 + 2/(t)2 dL. (5.1)
Krivuljni integral ne ovisi o parametrizaciji.

Ako je T krivulja u R? s parametrizacijom 7(t) = x(t)i + y(t)j, t € la,b], a
funkcija f definirana na njoj (f: I' C R? — R), krivuljni integral od f po T’
racunamo analogno:

/F fds = / F(a(),y(t)) - VIO Ty B dt (5.2)

Krivuljni integrali imaju razne primjene, npr. duljina krivulje I' jednaka je
I(T) = fr ds, a masa krivulje I' s linijskom gusto¢om p: [' — R jednaka je
m(T") = [, pds.

146



Zadatak 5.1. Izracunajte [,(2* + 2y?)ds ako je I kruznica 2* + y* = 1.

Rjesenje: Opéenito, kruznicu z? + y*> = R? parametriziramo kao x(t) =
Rcost,y(t) = Rsint, pri cemu je t € [0, 27]. Ovdje je onda moguca parame-
trizacija

z(t) = cost = 2/(t) = —sint

y(t) = sint = y'(t) = cost.

Sada rac¢unamo integral po formuli [5.2;

2m
/(x2 +2y%) ds = / (cos?t + 2sin?t) - \/(—sint)2 4 cos? t dt =
r 0

2 2 1— 2t
:/ (1+sin2t)dt:/ 1+ =22 gt
0 0 2

27 2
n 1 ; sin 2t
2 4

0

=t =27+ 7 = 3m.

0

[
Opéenitiju kruznicu (z — z¢)? + (y — y0)* = R? mozemo parametrizirati na
slican nacin:

r —x9= Rcost = x(t) = xo + Rcost
y—yo = Rsint = y(t) = yo + Rsint
t €10,2n].

Zadatak 5.2. Izracunajte [, z"ds, ako je I' kruznica z* + y* = 2y.

Rjesenje: Jednadzba x2+y? = 2y ekvivalentna je jednadzbi x*+ (y—1)% = 1,
koja opisuje kruznicu sa sredistem u (0, 1) radijusa 1. Nju mozemo parame-
trizirati kao

z(t) = cost = 2/(t) = —sint
y(t) =1+sint = ¢/ (t) = cost
t €[0,27].
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Rac¢unamo

2m - o 9
1 2t
/$4 ds = / cos?t - \/sin?t 4 cos? t dt = / cos*tdt = / (_+ cos ) dt
r 0 0 0

2

27

8+4+32

_/2W1+2cos2t+%dt_(3 sin 2¢ sin4t)
0

0

O

Osim na ovaj na¢in, kruznicu x? + y?> = 2y mogli smo parametrizirati i
u polarnim koordinatama:

T = TCOSp
Yy =rsinp
2?2+ y? =2y =1’ =2rsiny
= r=2sine

Iz toga dobivamo sljedecu
5 x parametrizaciju:

x(p) = 2sinpcos @
y(p) = 2sin ¢

. _ SETSUR S

Slika 5.1: Kruznica z° 4 y* = 2y v € [0, 7]

Integral u zadatku 5.2
izracunat po ovoj
parametrizaciji bit ¢e jednak kao i po onoj koristenoj u rjesenju.
Zadatak 5.3. Izracunajte fryds, gdje je T' luk parabole x = y—; od tocke
A(0,0) do tocke B(4,/8).

Rjesenje:

y y > 0 = y = v2z pa lako parametrizi-
ramo krivulju I':

z(t) =t = 2/(t)
i) = VA= (1) = -
t €10,4]

1

‘H
|

S
%~

148

Slika 5.2: Dio parabole x = % od
(0,0) do (4, V).



Rac¢unamo

4 1 4
/yds:/\/ﬂ- 1+§dt:/\/2t+1dt:
I 0 0

u=+2t+1
= du:\/ﬁdtidt:udu =
0—1,4—3
3 313
2
:/u-udu:u— :—(27—1):—6.
1 1 3

]

Zadatak 5.4. (DZ) Izracunajte |, \% ds, ako je I' luk polukubne parabole
y? = 22° od tocke A(3,2v/3) do totke B(8,321/2).

Rjesenje: Zadaca (2:22). O

Zadatak 5.5. Izracunajte [, zyds, ako je I' opseg kvadrata |z| 4 |y| = 2.
Rjesenge:

Ovisno o predznacima x i y

dobivamo 4 dijela kvadrata

s I

...t >0,y >0
>x+y=2
=y=2—-z
Iy...z <0,y >0
= —cr+y=2

| r=y=2+4ux

3 I's... 2 <0,y <0
= —r—y=2
=>y=—x—2
F4$20,y<0
>z —y=2

-3 =y=x—2.

F:F1UF2UF3UF4
Slika 5.3: T...|z| + |y| = 2. = Jofds = [, fds +
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fm fds + frg fds+ fm f ds bududi da je i krivuljni integral prve vrste adi-
tivan po podrucju integracije.

Dakle, potrebno je parametrizirati svaku od 4 stranice kvadrata te po svakoj
posebno izracunati zadani integral, a onda to pozbrajati.

Bududi da smo odredili jednadzbe svih pravaca na kojima leze stranice kva-
drata, parametrizacije lako dobivamo:

Do ozt)=t=2'(t)=1
W) =2t =y(t) = -
te€0,2].

Sad rac¢unamo

/fds—/ (2—t)VI+1dt = \/_<t2—ﬁ>

; 2:\/5(4—§):4—\/§.

0 3

Analogno dobivamo ostale parametrizacije te racunamo po njima:
Ly... z(t) =t=2'(¢)

=1
y(t) = t+2 =y
€ [-2,0].

= [ fds= /O tt+2)V2dt = \/§<§+t2)

I'y -2

-2

[3... z(t)=t=2(t)=1
Yt = —t =2 y/(t) = -1
t €[-2,0].

= fds:/o t(—t —2)V2dt = %5,
-2

I's

= fds—/ tt —2)V2dt = 4\/5

|
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iz ¢ega onda slijedi

/xyd3=4\/5—4\/5—1—4\/5—4\/§

3 3 3 5~ U

]

Zadatak 5.6. Izracunajte [.xds, ako je T' presjecnica ploha y = 3 — 22 i
z = y u prvom oktantu. Skicirajte krivulju.

Rjesenje: Krivulja I je presje¢nica parabolickog cilindra y = 3 — 22 i ravnine
z =y u 1. oktantu (pogledajte sliku .

Slika 5.4: Krivulja T"

Parametrizirajmo krivulju:
... z@)=t=2'(t)=1
y(t) =3 1> =/(t) = -2t
2(t)=yt) =3 —t*= 2 (t) = -2t

te0,v3].
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Sada racunamo

V3 V3
/l‘dS:/ tv1—|—4t2+4t2dt:/ tv1+8t2dt
r 0

0

u=1+8t?
1
= du=16tdt = tdt = % 16/ Vi du “\/—
01— 1,3 — 25 )
1 124 31
125 — 1 =
=21 ) =31~ %

Zadatak 5.7. Izracunajte /

i ds, ako je I' luk krivulje x = t,y =
rz—+3z

t2 t3 § 22
ﬁ,z =3 od tocke A(0,0,0) do B(v/2, V2, =),

Rjesenje: Zadaca (\/Li) O

Zadatak 5.8. Izracunajte duljinu luka kardioide » = 1 + cos ¢.

Rjesenje: Kardioidu I' ¢emo parametrizirati pomocu polarnih koordinata:
[... z(p) =r(p)cosp = 2'(t) = r'(p) cosp — r(p) sinp
ylp) =r(p)sing = y'() = r'(p) sing + r(p) cos p.
Duljinu kardioide ra¢unamo po formuli:

(D) = \/x ()2dg

0

= /0 ' V(r'(p) cos o — () sin)? + (1" (i0) sin p + 7(ip) cos p)?dp

27 2m
=/ V(e +r(p)Pde = | V/(1+cosp)? + (= singp)’dy
0 0
2m 2m ©
:/ V2 1+cos<pdg0:2/ cos—‘dgp
e
™ © 2m ©
=2 —dp —2 —d
/0 cos o dy /7r cos o dy
Q| 2
:2-2-Sin§0—4-sin§ﬂ:4—4-(0—1):4+4:8.
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Zadatak 5.9. Izracunajte [.(z® + y* + 2*)ds, gdje je I' helikoida x(t)
cost,y(t) =sint, 2(t) =t od A(1,0,0) do B(0,1, 7).

Rjesenje: Raspisimo parametrizaciju helikoide I':

... x(t) =cost = 2'(t) = —sint
y(t) =sint = y'(t) = cost
2(t)=t=2(t)=1

Sada racunamo integral:
/(x2 +y?+2Y)ds = /2(1 +t3)V24dt
r 0

7TB) - ﬁﬂ(lQ +7?).

7 T
o_ﬁ<§+ﬂ 24

(Y
[

Zadatak 5.10. Izracunajte duljinu luka krivulje T' od tocke A(0,0,0) do
tocke B(3,3,2), gdje je I presjek y = x—; iz=2xy.

Rjesenje: Parametrizirajmo krivulju I':

t2
H=—=19y(t) ==t
y(t) =5 =y (1) =3

2 2 23 22
==t —=— "t) = —
=gt g3=57770=7
t€10,3].

Duljina luka krivulje I" iznosi:

3 4 4 3 2121 2
IT) = l+op 4 —pdt —— 1/(1 —) dt
() /0 \/ Tt /0 T

3 22 213\ |3
~ [ (1 —>dt:<t —)( —342=75
/0 ( * 9 * 27/ 1o *
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Zadatak 5.11. Izracunajte fr e*t¥=% (s, ako je I' dio pravca g Y
od tocke A(0,1,0) do B(2,3,3).

Rjesenje: Napisimo parametrizaciju krivulje I'™:

[... z(t) =2t = 2'(t)
y(t) =142t =
z(t) = 3t = 2'(¢)
t € 10,1].

/‘\

2
t) =

3
Sada odredimo integral:

1
/em+y—z dS — / e2t+1+2t—3t 4 T 4 + gdt
r 0

1 1
V17 / e 1dt — VT | = VIT(e? — o).
0 0

[]

Zadatak 5.12. Izracunajte fr xy ds, ako je I dio krivulje nastale presjekom
cilindra 2% + y*> = 1 i ravnine z = y od A(1,0,0) do B(0,1,1).

Rjesenje: Parametrizirajmo krivulju I':

... z(t) =cost = 2'(t) = —sint
y(t) =sint = y'(t) = cost
2(t) = y(t) = sint = 2/(t) = cost
te [O,g].

Sada racunamo integral:

2
/xyds:/ costsintv'1 + cos?tdt
r 0

=1+ cos’t 1
=< du=2cost(—sint)dt :—5/ Vudu
2

0—2,5—1

/\/_du—% u\/ﬂ

3
2

(2f —1).
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Zadatak 5.13. Izracunajte fr yds, ako je I' dio presjecne krivulje parabo-
loida 2z = 6 — 22 — 3? i ravnine z = 2 koji se nalazi u prvom oktantu.

Rjesenje: Zadaca (4). O

Zadatak 5.14. Izracunajte duljinu i masu zice u obliku logaritamske spirale
r = e?= od tocke A(1,0) do tocke B(e,0), ako je linijska gustoéa p(z,y) =
r? + yQ.

Rjesenje: Znamo da je z2+y% = r2 = e, §to éemo éesto koristiti u ra¢unima
koji slijede. Logaritamsku spiralu I' ¢emo parametrizirati tako da u vezu
izmedu Kartezijevih i polarnih koordinata uvrstimo jednadzbu spirale:

U... z(e)=r(p)cosp = z(p) = e3x cos p

y(p) =r(p)sing = y(p) = e singp
¢ € [0,27].

Interval parametrizacije slijedi iz ¢injenice da uvrstavanjem ¢ = 0 u parame-
trizaciju dolazimo do tocke A, dok uvrstavajuéi ¢ = 27 stizemo do tocke B.
Koristeci izvod iz rjesenja zadatka u kojem smo racunali duljinu kardioide
imamo da je:

(@) +y () =r(0)’ +r'(p)? =er + — -er.

Odredimo duljinu spirale:

/ \/ew endga—\/ / Ver do
I
]_‘|>4—7T2 €2Wd90— 1+47r2 Iﬂ'GQW

472 + 1
— o/ e — 1) = Vit A (e —1).

472

Sada izracunajmo masu spirale:

/ " / L
m = I = N
y°) i e

V1 + 472 /2” %“d \/1—{—47r2 1 s
= —— 6 T . T
2m 0

3
2
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5.2 Krivuljni integrali druge vrste

Neka je [ C R orijentirana krivulja, a F([a,b],f) njena parametrizacija
(7: [a,b] — T'). Kad integriramo vektorsko polje @ : I' — Xo(E) po kri-
vulji f, uobicajeno ga zapiSemo po komponentama a = agi + ay]_" + azlg
(a4, ay,a: : T = R).

Parametrizaciju krivulje sliéno pisemo kao 7(t) = z(t)i + y(t)j + z(t)k, t €
[a,b].

—

Krivuljni integral 2. vrste vektorskog polja @ po krivulji f, u oznaci / adr
r

ili ﬁ ay dr+a, dy+a, dz, racuna se po sljedecoj formuli

N
b
/adfz/ - 7'dt,
r a

gdje je s 7 oznacena derivacija 7 (t) = 2/ (t)i + ' (t)] + z’(t)E, odnosno po
formuli

L= [ (aulalt) oe),20) ' 0) + oy alt) pl0). 20 - 1)

+a.(z(t), y(t), 2(t)) - 2'(t))dt.

Ako integriramo vektorsko polje a: [ CR— Xo(F) definirano na krivulji
u ravnini, analogno piSemo @ = a,i + a,J (ay,a,: I' = R) te ra¢unamo

b
Aaﬁzjk%uwywww+%uww@wmwt

r
do tocke B(1,1), ako je @ = y?i + x2j.

Zadatak 5.15. Izracunajte / a dr’ po luku parabole y = z? od tocke A(0,0)

Rjesenje: Buduéi da je parabola zadana funkcijskom ovisnoséu o z, lako je
parametriziramo na sljede¢i nacin:
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pri ¢cemu je t € [0,1] (o¢itavamo iz x-koordinata tocaka A i B). Zadano

vektorsko polje ima komponente a,(z,y) = y? a,(z,y) = 2% Sada lako

racunamo integral

1 5 4 1
o 2t 1 1 7
qdr = | y?dr+a?dy = th1422)dt = (| =+ = )| = 4= = —.
béa/r Akl e [:( 5 21) 571 )|, 752 10
O

Zadatak 5.16. Izracunajte /zdm+x dy+y dz, ako je [' zadana parametri-
T
zacijom z(t) = t,y(t) = 2, 2(t) = t3,t € [0, 1].

Rjesenje: Bududi da nam je parametrizacija ve¢ dana, moramo samo izra¢unati
derivacije:
z(t)=t=2'(t)=1
y(t) =t =y'(t) =2t
2(t) =t = 2/(t) = 3t

Racunamo integral

! o263 35\ |
[zdz+xdy+ydz:/ (t3-1+t-2t+t2-3t2)dt:<Z+?+?)
r 0 0
12 3 9l
“17375 60
O

Zadatak 5.17. Izracunajte ﬁ —yzdr+xz dy+xy dz, ako je [ luk helikoidne
r

spirale zadane parametrizacijom x(t) = cost, y(t) = sint, z(t) = t, t € [0, 27].

Rjesenje: Racunamo derivacije

z(t) = cost = 2/(t) = —sint
y(t) =sint = ¢/(t) = cost
Z(t) =t = 2'(t) =1,

157



a zatim i integral

2w

[ —yzdr+xzdy+rydz =
T

(t sin?t + t cos® t + sin t cos t) dt

27 2
1 t 1
t+ isin2t> dt = (5 ~ 1 COSQt))

2

2

I
o\o\%

0

W
3

(cos4m — cos0) = 272

w\
»-I>I>—‘

[]

Zadatak 5.18. Izracunajte [x dy—1ydz, ako je [ zadana parametrizacijom
T

3t (t) = 3t .
T EAR A T

x(t) = € [0,1].

Rjesenje: Racunamo derivacije

3-(1+1¢%)—3t-3t>  3—-6t°

/
t) = —
() (1+13)2 (1413)2
J(1) = 6t - (1+1%) —3¢%-3t> _ 6t —3t*
(14 1¢3)2 (14 13)%

te integral

/ p p / 6t — 3t 3t? 3 — 63 it
a’: x . .
7 vy + t3 (14832 148 (1+3)?

— 9t° — 9t + 18¢° 1912 + 9t°
/ +18¢ dt:/ 9+ 98
(1+ )3 o (1+6)3
=1+
12(1 43 1 12 u
:9/ (—+3)dt 9/ ————dt = ¢ du=3tdt
o (L+17)° o (1+1%) 0 1,152

2 du 1\ |? 1 3
-3/ = =3 =3(——=+1)=2
R CIEIC TR
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Cesto je potrebno parametrizirati spojnicu dviju tocaka u prostoru. Neka
su to tocke A(z1,y1,21) 1 B(22,Ys, 22). Veé znamo da pravac kroz A i B ima
(kanonsku) jednadzbu

rT—T1 _Y—h =2

p— :t_
T2 — X1 Y2 — Y1 2 — 21

Lako dobivamo i parametarsku jednadzbu pravca

x =1z +t(xe — 17)
y=1u1+t(y2 — 1) parametarska jednadzba pravca
zZ =z +t(22 — Zl)

Sada je za parametrizaciju spojnice A i B potrebno jo$ samo primijetiti da
se uvrstavanjem ¢ = 0 dobiva tocka A(xy, 41, 21), a uvrstavanjem ¢ = 1 tocka
B(xg,ys, 22). Dakle, parametrizacija spojnice je

z(t) = x1 + t(xe — 21)

(
y(t) =y + t(y2 — 1)
Z(t) =2z + t(Zz — Zl>
t €10,1]

Zadatak 5.19. Izracunajte [ydx+($ + 2) dy+(2z + y) dz, ako je T spoj-
r
nica tocaka A(1,0,1) i1 B(0,2,2).

Rjesenje: Parametrizirajmo I
zt)=1+t(0—-1)=1—t=2"(t)=-1
yt)=0+t(2-0)=2t=y'(t) =2
2t)=14t2-1)=14+t=2(t)=1

t€10,1]

Zadani integral je onda jednak

I:/I(Qt-(—1)+(1—t+1+t)-2+(2+2t+2t)-1)dt

1 1
_ _ _ (42 L
_/0 (—2t+4+2+4t)dt_/0 (2t + 6)dt = (t* 4+ 6t)|, = 7
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Zadatak 5.20. Izracunajte
[JdF: [(x +3)dz + (y — 1)y + (2 + 2)d=
T r
ako je T' = I'; UL, gdje je ['; luk helikoidne spirale x(t) = cost, y(t) = sint,
z(t) =tzat €|0,7], alsy jespojnica tocaka A(0,1,7) i B(1,0,0). Skicirajte

)ty 9
krivulju.

Rjesenje: Bududi da je ['=T,Ul, vrijedi

Slika 5.5: Krivulja T

/JdF:/ 6d77+/ adr.
r I Ty
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Parametrizacija krivulje I je dana sa:
x(t) = cost = 2
y(t) =sint = y'(t) = cost
2(t)=t=2(t)=1

(t) = —sint
(

Odredimo

adF:ﬁ (x4 3)dx + (y — D)dy + (22 + 2)d=
T

[(cost + 3)(—sint) + (sint — 1) cost + (2t + 2)]d¢

INIE]

o

2

3
—/ (—3sint — cost + 2t + 2)dt = (3cost — sint + > + 2t)
0
2
= 7T——i—7r—4.

s
—(3~0—1+Z—|—7r)—(3-1—0—|—0) 1

Napisimo parametrizaciju spojnice I's:

zt)=0+t(1—-0)=t=2a'(t) =1
y@)=1+t(0-1)=1—t=y'(t)=—1
;—Z—Ehﬁﬂﬂ:—g

) =5 +H0-2) =2 -2

2
te0,1].

Sada rac¢unamo:
[ adr = [ (x +3)dx + (y — 1)dy + (22 + 2)d=
Iy

T
! v
:/ [(t—l—?))~1—|—(1—t—1)-(—1)+(7T—7rt+2).(_Eﬂdt
0
! 2 2 2 2 42 1
= U +3— — 4+ —t— )dt:<t2 3t — —t 4+ —— — t)
/o<+ y Tt TT + 't ™),
7T2 7T2 2
—1+3—?+Z—7T——Z—7T+4.
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Rjesenje zadatka je:
2 2

ﬁ(x+3)dx+(y—1)dy+(2z+2)dz:%+7r—4—%—7r+4:().
r

Greenov teorem

Neka je T' zatvorena pozitivno orjentirana krivulja koja omeduje podrucje D
u ravnini. Tada za dovoljno glatke funkcije M, N : R? — R vrijedi:

/de+Ndy—// 8_N_@_M d:cdy.
dy

Gornju jednakost zovemo Greenov teorem ili Greenova formula.

Slika 5.6: Greenov teorem

Zadatak 5.21. Pomoc¢u Greenove formule izracunajte
[(z +y)dz + (y — x)dy
r

ako je r pozitivno orijentirana kruznica z? + y? = 1.
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Rjesenje: Znamo da:

oM

M(xay):$+y:>a—y=1
N(x,y):y—xé%—]z:—l.

Sada je prema Greenovom teoremu:

/f(:v+y)dx+(y—a:)dy=//D(—l—l)dxdy

= -2 // dedy = —2P(D) = —27.
D
0

Zadatak 5.22. Pomoc¢u Greenove formule izracunajte ff y3da + zy?dy, gdje

je r pozitivno orijentirana krivulja koja zatvara lik omeden parabolama y =

2% i x = y?. Skicirajte lik D i krivulju r.

Rjesenje: Buduci da

M
M(z,y) =y° = %—y=3y2
N(z,y) = zy’ :‘aa—];fzyZ

prema Greenovoj formuli vrijedi

/ 3d93+:)3y2dy—// y* — 3y?)dx dy
// —2? dxdy—/dx/

:—2/ y—ﬁdx:——/ (xi—xﬁ)dx
0o 3 3 Jo

$2
2x% x’ '
s\ 77

0
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Slika 5.7: Krivulja T i lik D
Zadatak 5.23. Pomoc¢u Greenove formule izracunajte

/ 2(2* + y*)da + (2 +y)*dy,

-

N
gdje je T’ pozitivno orijentirani trokut s vrhovima A(1,1), B(2,2) i C(1,3).
Skicirajte krivulju I' i trokut D.
Rjesenje:
Stranica AB trokuta D lezi na pravcu y = x, a stranica BC na pravcu

y = —x + 4. Takoder vrijedi

oM
M(z,y) :2x2+2y2:>a—y:4y

N(z,y) = (z +y)* = aa—];[:Q(any).

Sada rac¢unamo

[2(m2 +y*)dz + (z + y)’dy = // (2z + 2y — 4y)dz dy
D

r
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Slika 5.8: Krivulja T'i trokut D

—z+4 2 y2

//(:c— dxdy—2/ dx/ (x—y :2/ (a:y—;)
4 2

—2/ [( r+4) — o+ d? w2+x—}

1 2 2

2 2 2
-8 16
:2/ <_xz+4x_ﬂ_xz+x_>dx
1
3

2
2 2 T 9
:2/(—2x2+8m—8)dx:4/(—x2+4x_4)dx:4( —|—2x2—4x>
1 1

g eaen) - (- fe- ] -o(-§eded) -4

Zadatak 5.24. Pomoc¢u Greenove formule izracunajte
K(ex siny — y? + 2)dz + e” cos y dy,
N

ako je T’ dio kruznice 22 + y2 = 2z od tocke A(2,0) do totke B(0,0) i dio
pravca y = 0 izmedu tocaka B i A. Skicirajte krivulju I' i podrucje D.
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Slika 5.9: Krivulja Ti podrucje D

Rjesenje: Podrucje D opisujemo u polarnim koordinatama na sljedeci nacin:

D---

IA
b

0<p<
0<r<2cosp.

Naime, skup D je smjesten u 1.kvadrant, a jednadzba kruznice u polarnim
koordinatama glasi r? = 2rcosp = r = 2cos¢. Odredimo sada parcijalne
derivacije komponenti polja:

oM
M(z,y) = e"siny — y* + = = n =e"cosy — 2y
Y

ON
N(z,y) = e*cosy = = e’ cosy.
T

Sada racunamo integral:

[(emsiny—yQ+m)dx+e”c0sydy,:// (e® cosy — €® cosy + 2y)dx dy
D

r
3 2 cos ¢
:2// ydxdy:2/ dgo/ rsinerdr
D 0 0

3 3 |2cos 1 3
:2/QSing0~T— - 16 [ cos® psin ¢ dy
0 3 lo 3 0
16 toyig 1
B~ B0+ -4
3 4 0 3 4 3
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Zadatak 5.25. Pomoc¢u Greenove formule izracunajte

[(ew siny — 2y)dz + (e* cosy — 2)dy,
r

ako je T dio kruznice 22 + 2 = az (a > 0) od tocke A(a,0) do totke B(0,0)
i dio pravca y = 0 izmedu tocaka B i A. Skicirajte krivulju I" i podruéje D.

.. , a2
Rjesenje: Zadaca <T> O

Krivuljni integral 2. vrste potencijalnog
vektorskog polja

Vektorsko polje @ je potencijalno ako je

dp- Op- O -
6:grad¢:a—ii+a—§j+a—fk

za neko skalarno polje . Skalarno polje ¢ zovemo potencijal od a@. Takoder
znamo da je vektorsko polje potencijalno ako i samo ako vrijedi rot @ = 0.

Formula za odredivanje potencijala potencijalnog vektorskog polja se moze
pronaci u poglavlju "Skalarna i vektorska polja’.

Za krivuljni integral 2. vrste potencijalnog polja vrijedi sljede¢a tvrdnja:

Teorem. Neka je r orijentirana krivulja od A do B i d potencijalno vektorsko
polje s potencijalom ¢. Tada je

[ adr=eB)- o).

—

T

Iz gornjeg teorema neposredno slijedi:

a) integral potencijalnog polja ne ovisi o putu integracije, ve¢ samo o
pocetnoj i zavrsnoj tocki,

b) integral potencijalnog polja po zatvorenoj krivulji je jednak nuli.

Zadatak 5.26. Odredite [z(y+2)dz+(z+2)dy+(x+y)dz, gdje je T krivulja
zadana parametrizacijom z(t) = e"fcost, y(t) = e“*tsint i z(t) = t' za
t € [m,2n].
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Rjesenje: Ako u parametrizaciju krivulje T uvrstimo donju granicu intervala
t = m dobijemo pocetnu tocku krivulje A(—1,0,7™), a ako uvrstimo gornju
granicu intervala ¢t = 27 dolazimo do krajnje tocke na krivulji B(1,0, (27)*7).

Ranije smo izracunali (pogledajte poglavlje ’Skalarna i vektorska polja’) po-
tencijal polja iz integrala: ¢(z,vy,2) = vy + xz + yz.

Sada prema gornjoj tvrdnji mozemo izraCunati integral:

/ﬁ(y +2)dz + (z+ 2)dy + (x + y)dz = ¢(B) — p(A) = (27T)27r g

]

Zadatak 5.27. Rijesite zadatak neposredno prije potpoglavlja 'Greenov te-
orem’ pomocu potencijala.

Zadatak 5.28. Odredite f(g)gré;) dz + (14 zcos(yz))dy + y cos(yz)dz.

Rjesenje: Zadaca (). O
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Poglavlje 6

Plosni integrali

6.1 Plosni integrali prve vrste

Neka je ploha X zadana eksplicitnom jednadzbom z = f(x,y) za (x,y) € D C
R?inekaje FF: Q — R, ¥ C Q CR3 dovoljno glatka funkcija tri varijable.
Plosni integral 1. vrste funkcije F' po plohi X se rac¢una po formuli:

[ Ftenras = [ P st 1+ (L) (L) asar

gdje je D projekcija plohe ¥ na xy-ravninu.

Povrsina plohe ¥ ...z = f(x,y), (z,y) € D, je dana formulom:

)= [l as= [\ i (L) (L) aran,

Ukoliko je ploha ¥ okomita na xy-ravninu, njenu jednadzbu ¢emo napisati
u obliku ¥...y = f(z,z), a plosni integral 1. vrste funkcije F' po plohi X
¢emo racunati po formuli:

//EF(x,y,Z)dS://[)F(x,f(x,z),z)\/lJr<%>2+<%>2dxdz,

gdje je D projekcija plohe ¥ na xz-ravninu.

Zadatak 6.1. Izracunajte ffz % ako je ¥ dio ravnine x +y+z=11u
1. oktantu. Skicirajte plohu.
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Slika 6.1: Ploha X

Rjesenje: Napisimo eksplicitnu jednadzbu ravnine:

N PR
z=f(z,y)=1—x y= o 18y L.

Projekcija D plohe Y na xy-ravninu je pravokutan trokut ¢ije katete leze na
koordinatnim osima, a hipotenuza na pravcu y = 1 —x (pogledajte sliku.
Sada racunamo integral:

12+ —1)2dad
// 1+x+z // 1—|—a7—|—1—z— \/ )? ddy
1 1-x o _ _

:/dx/ V3 dy = t=2—y,dt dy
0 (2 —y)? O—21—-2z—1+42x

1+x 111+{E

z—\/_/dx/ pde=va [ 4]

0

—\/_/ \/5(1n|1+x|—§>’;
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Slika 6.2: Projekcija D na xy-ravninu

:\/§<ln2—%—ln1+0> :ﬁ(m—%).
0

Zadatak 6.2. Izracunajte ffz <z+2x—i— %y) dS ako je ¥ dio ravnine 3 + £ +
7 =1u 1. oktantu. Skicirajte plohu.

Rjesenje: Napisimo eksplicitnu jednadzbu plohe:

_ a1 oy of_ ,of _ 4
z-f(a:,y)—4(1 2 3>:>8a:_ 2’8y_ 3

Projekcija D plohe na xy-ravninu je pravokutan trokut s katetama koje leze
na koordinatnim osima, a hipotenuza na pravcu y = 3 — %x (pogledajte sliku

. Racunamo integral:
4
// <z—|—2x—|— —y)dS
> 3

://D <4—2x—§y+2x+§y)\/l+(—2)2+<—§)2dxdy
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Slika 6.3: Ploha X

-3

-2

-2

Slika 6.4: Projekcija D na xy-ravninu
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-5 [ (3 3)er =G
= %H(G—s) — 4/61.

2 ‘3393

2 3-3g
2 16 44/61
:/dx/ 4\/5+—dy:—/y
0 0 9 3 Jo

3
xr — 11'2)

2
X
0

2

0

O

Zadatak 6.3. Izracunajte [[;ydS, gdje je ¥ dio plohe z = /1 —y2 u 1.

oktantu omeden ravninom x = 4. Skicirajte plohu.

Rjesenje: Ploha X je dio kruznog cilindra y? + 22 = 1. Bududi da je:

Slika 6.5: Ploha X

R

= - a2 Yl
z = f(x,y) 1 v = o 0,
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Slika 6.6: Projekcija D na xy-ravninu

Projekcija D plohe na xy-ravninu je pravokutnik [0,4] x [0, 1] (pogledajte
sliku . Odredimo vrijednost integrala:

2
//de://y 14+0+ Y > drdy
) D -y
4 ! 1 t=1—92,dt = —2ydy
/de/o y\/1—y2dy:{0H1,1H0 }
4 0 g 4 4
= dx/ ——:/\/fda::/dxzél.
/o L2Vt 0 |0 0

Zadatak 6.4. Izracunajte ffz xydS ako je ¥ dio plohe y = 2% za y < 1
izmedu ravnina z = 0 i z = 1. Skicirajte plohu.

]

Rjesenje: Ploha Y je okomita na xy-ravninu i stoga ju projiciramo na xz-
ravninu. Jednadzba plohe glasi:

of of
JE— —_— 2 —_— — T
y=f(z,2) ==z = B 2z, e 0.

Projekcija plohe ¥ na xz-ravninu je pravokutnik [—1, 1] x [0,1] (pogledajte
sliku . [zracunajmo integral:

//xde:/ x-2%y/1+ (27)2 + 0dr dy
> D
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Slika 6.7: Ploha X

Slika 6.8: Projekcija D na xz-ravninu

1 1 1
=/ dx/ x3\/1+4x2dz=/ 22V1 4+ 422 dx
1 0 -1

= (integral neparne funkcije po simetricnoj domeni) = 0.
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Zadatak 6.5. Izracunajte [ fz \/% ako je X dio rotacionog paraboloida
re4y“+z

2z =4 — 2? — 9/? iznad ravnine z = 0. Skicirajte plohu.

Rjesenje: Vidimo da je:

Slika 6.9: Ploha X

z:f(x,y):4—x2—y2$a—f——2m,g—“§

- _—
ox y

Projekcija D plohe ¥ na xy-ravninu je krug sa sredistem u ishodistu radijusa
r = 2 (pogledajte sliku [6.10). Racunamo vrijednost integrala:

V14422 + 42 dedy

ds _// 1
//2\/902-1—?/2-1—2_ DT+ y?+4—a?—y2
1 1 2 2
=§//v1+4r2~rdrd<p:§/ dgp/ rvV144r2dr
D 0 0
[ t=1+4? dt=8rdr | 1 2 177
_{0>—>1,2l—>17 }_5/0 d“”/l gVidt
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Slika 6.10: Projekcija D na xy-ravninu

1 t2 ™
— — 9. =7V/17=1).
6 % 12(7 [

—_

O

Zadatak 6.6. Izracunajte [ [ 2°dS po dijelu plohe cilindra z* 4 2* = 1 koji
iz njega isijeca cilindar 22 + y* = 1 uz pretpostavku da je z > 0. Skicirajte
plohu.

Rjesenje: Eksplicitna jednadzba plohe X je oblika:

of x g
or  JI—22 Oy

Projekcija plohe ¥ na xy-ravninu je krug sa sredistem u ishodistu radijusa
r = 1 (pogledajte sliku [6.12)). Zadani integral racunamo u Kartezijevom
koordinatnom sustavu:

[fi7as= [fa-anfrei
:/ d:p/ 1121—;5 de_/ VI—a2. _11361

177

z=f(z,y) =V1—a?2= — =0.




]

Zadatak 6.7. (DZ) Izracunajte povrsinu dijela plohe z = /22 + y2 koji iz
nje isijeca cilindar z% + (y — 1)? = 1. Skicirajte plohu.

Rjesenje: Kruzni cilindar 22+ (y—1)% = 1 isijeca dio iz stosca z = /22 + y2,
tako da vrijedi:

of z of )
= = /22 2 4= - L —_ 7
z= f(z,y) T +y - . y2’ ” = y2'

Projekcija D plohe ¥ na xy-ravninu je krug sa sredistem u tocki (0, 1) radi-
jusa r = 1, ¢ija jednadzba u polarnim koordinatama ima oblik r = 2sin ¢
(pogledajte sliku |6.14]). Povrsina plohe ¥ se racuna na sljedeéi nacin:
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Slika 6.12: Projekcija D na xy-ravninu
0f\2 0f\2
//E //D\/+<0x> +<8y> vy
1’2 yQ \/_ T 2sin ¢
//D Teryg T Y /0 g0/0 e

“7~2 2sin ¢ T 9
= \/ﬁ — de =2v2 [ sin?pdy

_ 2\/—/ — cos 2<p dyp = \/—( 51n22<p> ;f

= V2.

]

Zadatak 6.8. (DZ) Izracunajte [[(zy+yz+ xz)dS, gdje je ¥ dio stozaste
plohe 2z = /22 + y? isjeten plohom 22 +y* = 2azx, (a > 0). Skicirajte plohu.

Rjesenje: Bududéi da je z = f(z,y) = /22 + y? vrijedi:
of x of Y

or Va2 +y? dy Va2 +y?

Takoder znamo da je:

F(%?J,Z):in—l—yz—l—:rz::vy—|—y\/x2_|_y2+x\/x2+y2_
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Slika 6.13: Ploha X

-1

Slika 6.14: Projekcija D na xy-ravninu

Projekcija plohe ¥ na xy-ravninu je krug sa sredistem u tocki (a,0) radi-
jusa r = a, Cija jednadzba u polarnim koordinatama ima oblik » = 2a cos ¢
(pogledajte sliku za a = 1). Racunamo:

//E(xy +yz +x2)dS
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Slika 6.15: Ploha X

Slika 6.16: Projekcija D na xy-ravninu

x2+y2 x2+y2

2 2
://(:py—l—y\/:v2+y2+x\/x2+y2)-\/1+ oY dz dy
D

5 2a cos p
= \/5/ dgo/ (7% sin ¢ cos o + 12 sin @ + 2 cos )r dr
- 0

s
2
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3 2a cos ¢
= \/5/ dgp/ 73 (sin ¢ cos o + sin ¢ + cos ) dr
- 0

INERVE]

16a* cos®
acosgodgo

=2 (sin ¢ cos ¢ + sin ¢ + cos p) - 1

Wl

™ ™

3 3
= 4v/2a" [ / (cos® p + cos* p)sinpdy  + / cos” ¢ dgo]

jus
2

(VB

[

-~

integral neparne funkcije na
simetricnoj domeni je jednak nuli

jus

. 4 [P 2 2 | t=sing,dt = cos pdyp
_4\/§a/ (1 — sin® @) cosgpdgp-{_gH_l,%Hl

Wl

—4\/§a4/1

-1

1 1
(1—t*)2dt = 8\/§a4/ (1—t*)2dt = 8\/§a4/ (1 — 2t +th)dt
0 0

213 o\ |1 2 1 64+/2a*
—3 24<t—— —)‘ —8 24<1—— —)z
V2a 5 750 V2a 375 15

]

Zadatak 6.9. (DZ) Izracunajte [[(2* 4+ y*)dS gdje je ¥ dio povrsine pa-
raboloida 22 + 32 = 2z &to je isijeca ravnina z = 1. Skicirajte plohu.

Rjesenje: Ploha X je zadana jednadzbom:

2 2 Of of
— = — —_— - — -
z= [f(z,y) 2+2:8x faay y
Jednadzba ruba projekcije plohe ¥ na xy-ravninu glasi 2% + y? = 2, dakle

radi se o krugu sa sredistem u ishodistu radijusa r = /2 (pogledajte sliku
6.18)). Odredimo vrijednost integrala:

//E(a:2+y2)d5’://D(:E2+y2)\/1+x72+y2dxdy

o V2 2
t=1+7rs dt =2rdr
_ 2 2 — )
—/0 d(p/o r°vV1i+r rdr_{o 1 V3 s 3 }

o 3 dt Bs
:/ dgp/(t—l)\/l_f—zﬂ/ (tz —t2)dt
0 1 2 1

) jw[§(9\/§1)§(3\/§1)} :w(%gjL%).

Il

S|
R
wter| Ten

|
wotes] Thee
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Slika 6.17: Ploha ¥

Slika 6.18: Projekcija D na xy-ravninu

Zadatak 6.10. Odredite povrsinu dijela sfere 22 + y? + 22 = 16 koju isijeca
kruzni cilindar 2% + y? = 4y ako je z > 0. Skicirajte plohu.

Rjesenje: Ploha ¥ je zadana eksplicitnom jednadzbom
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Slika 6.19: Ploha X

z = f(z,y) = /16 — 22 — y2. Prema tome,

of x . of Y

D i = .
Oz V16 — 22 — 32 Ay V16 — 22 — 42

Projekcija D plohe ¥ na xy-ravninu je krug sa sredistem u tocki (0, 2) radijusa
r = 2, koja u polarnom koordinatnom sustavu ima jednadzbu oblika r =
4sin ¢ (pogledajte sliku [6.20). Ra¢unamo povrsinu plohe ¥:

P(Z)Z//dSZ// 1+ i + v dr dy
S D 16 — 22 —y?> 16 — a2 —y?

4 s 4sin ¢ 1
= drd =4/ d / ———rdr
//D 16 — x2 — 42 Y 0 4 0 V16 — 12

™ 4sin ¢ 1 —2rdr T 4sing
=—4/ d ————dr=—-4 [ V16 —1r? d
/0 S0/0 216 — 2 /0 0 v
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Slika 6.20: Projekcija D na xy-ravninu

:—4/ (\/16—16sin2g0—4>dg0:—4/ (4] cos p| — 4)dy
0 0

™

= —8/2 (4cosp —4)dp = —32(sinp — @)
0

—-n(-5)-n(3-1)

Zadatak 6.11. (DZ) Izracunajte povr§inu manjeg dijela sfere 22 +y% + 22 =
a?, (a > 0) kojeg iz nje isijeca stozac z = \/x? + y2. Skicirajte plohu.

INIE]

0

]

Rjesenje: Eksplicitna jednadzba plohe ¥ ima oblik
z = f(x,y) = \/a? — z? — y2. Stoga je

of T . Of Y

or [a — 3% — 2 ! oy fa% — 22 — 2

Projekcija D plohe ¥ na xy-ravninu je krug 2% + 3% < % sa sredistem u
ishodistu radijusa r = 7 (pogledajte sliku . Odredimo povrsinu plohe

Z.

P(2 s 1 v Y qed
()_//2 _//D +a2—x2—y2+a2—x2—y2 rdy
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Slika 6.21: Ploha X

Slika 6.22: Projekcija D na xy-ravninu

1

e+
=a T =a r
D a2—x2—y2 Y 0 . 0 a2_,r2

dr
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2m Vo —2rdr 2
= —a d —_— = —q va?—r?
/0 (p/o 2va* —1r? /0

= —2a7r(\/a2 — %2 — \/a_z) = —2a7r<% —a)

= 2a27r(1 - %) = a*7(2 — V2).

dep
0

O
Zadatak 6.12. Izracunajte [[(y + z + va? —2?)dS ako je ¥ dio plasta
valjka 2% + y*> = a?, (a > 0), omeden sa 2 = 0i z = k, (k > 0). Skicirajte
plohu.
Rjesenje: Bududi da je ploha ¥ okomita na xy-ravninu, projiciramo ju na
)

25 &

Slika 6.23: Ploha X

xz-ravninu (pogledajte sliku za a = k = 1). Imamo da je y?> = a® —
2%, §to znaéi da plohu moramo podijeliti xz-ravninom na desni komad s

jednadzbom y = fi(z,2) = va? — 22 i na lijevi komad koji ima jednadzbu
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Slika 6.24: Projekcija D na xz-ravninu

y = fo(z, 2) = —Va? — 22, a zatim integriramo po svakom dijelu posebno, te
zbrojimo rezultate. Parcijalne derivacije funkcija f; i fo su redom

oh___ = . 0h__ = Oh_0h_,
ox a2 — 2 ox Va2 — 22’ 0z 0z '

Zajednicka projekcija D oba komada plohe na xz-ravninu je pravokutnik
[—a,a] x [0, k]. Odredimo:

//Z(y+z+x/W)dS

2
// Va2 — 22 4 2 + Va2 —ZE2)\/ ° 5 +0drdz
a?—zx

2
—i—dedz

/ mﬂ+m>\/

- [ v _xdxdz—za/dz/_a )
:2a/ok(a:+zarcsin2)dz—2a/o [a+z——(—a+z< g))]

2

k
= 2&/ (2a + zm)dz = 2a <2az + W%)
0

k

0

k2
=2a <2ak; + 7T7> = ak(4a + k).
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Zadatak 6.13. (DZ) Nadite povrsinu dijela plohe valjka 22 + y* = R2?
(z > 0), koja se nalazi medju ravninama z = az i z = fx (a > > 0).

Rjesenje: Ploha ¥ je okomita na xy-ravninu i stoga ju projiciramo na xz-

Slika 6.25: Ploha X

ravninu (pogledajte sliku za R=1, a =21 =1). Plohu podijelimo
xz-ravninom na lijevi i desni komad ¢ije su jednadzbe redom

Yi.oy=filz,z2) =vVR2—22 1 Yo...y= folz,2) = —VR? — 22

Parcijalne derivacije funkcija fi i fo su dane sa

oh _ = O . Oh_0f _
or R2 — 12 or VR?2 — 2’ 0z 0z

Zajednicka projekcija D ploha 3; i ¥ na xz-ravninu je dio te ravnine u 1.
kvadrantu izmedu pravaca z = fr i z = ax. PovrSina plohe ¥ je zbroj

povrsina ploha 3 i Yo:
P(E)z// dS+// ds
DN 5o
18

9



Slika 6.26: Projekcija D na xz-ravninu

//\/ 2+dedz+//\/1+ 2+dedz
2 _ o 2z

=2R —dxdz =2R dzx —dz
//D /RZ — 12 /0 Be VR2 — 12

=2R /R(ax — Ba:); dx
0

dx

R X
——dr=2Ra-0) [ =
= —2R(a — B)VR? — 22|, = 2R*(a — B).

o
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6.2 Plosni integrali druge vrste

Neka je ploha ¥ zadana eksplicitno jednadzbom z = f(z,y) za (z,y) € D,
gdje je D podskup xy-ravnine. Plohu ¥ mozemo orijentirati na dva nacina:

a) pomocu normale 77 = —a—iz— %] +k koja zatvara siljasti kut s vektorom

—

k,

b) pomocéu normale 77 = %Z—k g—;j —k koja zatvara tupi kut s vektorom

k.

Plohu orijentiranu na jedan od gornja dva nacina oznac¢avamo sa .

Neka je @: % C R3 — Xo(F) vektorsko polje:
Q= ayi+ ay;'+ ak.

Plosni integral 2. vrste vektorskog polja @ po plohi 5 jednak je:

//adS //a Mg dS = // (x,y, f(z,y))dz dy,

gdje je 11y jedini¢ni vektor normale na plohu 5, (ﬁo = |—Z|>

Zadatak 6.14. Izracunajte [[s @dS ako je @ = i + y*j + 2k, a % =
{(z,y,2) € R : z = 1,22 + y*> < 1} orijentirana normalom koja zatvara
siljasti kut s vektorom k. Skicirajte plohu.

Rjesenje: Ploha . je zadana jednadzbom z = f(z,y) = 1 (pogledajte sliku
-. Projekcija plohe ¥ na xy-ravninu je krug D = {(z, y) € R?: 22 +
y? < 1} a normala koja zatvara Siljasti kut s vektorom k je vektor n =

g£ j j+k =k . Odredimo skalarni produkt vektorskog polja @ i vektora
normale ﬁ:

=i+’ j+22k) k=2=1=1

//ic?dgz//Dldxdy:P(D):w.

Sada znamo da je
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Slika 6.27: Ploha %

Zadatak 6.15. Izracunajte [[x @dS, ako je @ = yi—xj+zk, a % dio ravnine
x+y+z=2ul oktantu orijentiran normalom koja zatvara siljasti kut s
vektorom k. Skicirajte plohu.

Rjesenje: Eksplicitna jednadzba plohe ¥ ima oblik z = f (x,y)=2—x—y
(pogledajte sliku [6.28)) i stoga je g—ic = g—g = —1, tako da je normala na plohu
koja zatvara Siljasti kut s vektorom k zadana sa 77 = i + 5 + k. Projekcija
D plohe na xy-ravninu je pravokutan trokut s katetama na koordinatnim
osima i hipotenuzom na pravcu y = 2 — z (pogledajte sliku [6.29). Odredimo

skalarni produkt vektorskog polja @ i vektora normale 7i:

an=y—x+z=y—x+2—xr—y=2—2x.

Sada rac¢unamo:

//ic?dgz//D(Z—Qx)dxdy:/Ode/OQ_x(Z—Qaz)dy

:/()2(2—2x)y‘§xdx:2/ (1—2)(2 - a)dz

0
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Slika 6.28: Ploha ¥,

-1 0 1 2 3

-1

Slika 6.29: Projekcija D

2 32
:2/ (2—3x+x2)dx:2(2x—i+m—)
0

2 3/lo
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[
Zadatak 6.16. Izracunajte [[s @dS, ako je @ = yi+xj+zk, a % dio ravnine
2v+2 =4,0 <y < 4,ul. oktantu orijentiran normalom koja zatvara siljasti

kut s osi z. Skicirajte plohu.

Rjesenje: Eksplicitna jednadzba plohe Y ima oblik z = flz,y) =4 -2z

Slika 6.30: Ploha 3.
of
Jy
koja zatvara Siljasti kut s osi z jednaka 1 = 2 + k. Projekcija D plohe na
xy-ravninu je pravokutnik [0,2] x [0,4] (pogledajte sliku [6.31)). Odredimo
skalarni produkt vektorskog polja a i vektora normale 7i:

pogledajte sliku [6.30) i stoga je 2L = —2, 0, pa je normala na plohu
oz

a-n=2y+z=2y+4-—2x.

Sada racunamo:

2 4
/[6d§://(2y+4—2x)dxdy:/ dx/ (2y + 4 — 2z)dy
5 D 0 0
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Slika 6.31: Projekcija D

2 2
= / (v + 4y — ny)\?)dx = / (16 + 16 — 8z)dx
0 0

= (322 — 4a?)|] = 64 — 16 = 48.
O

Zadatak 6.17. Izracunajte [[s @dS, ako je @ = (z — 22)j + VA — 2k, a
Y = {(x,y,2) € R®: 2 = 22 + y*,0 < z < 4} orijentirana normalom koja
zatvara tupi kut s vektorom k. Skicirajte plohu.

Rjesenje: Zmamo da je jednadzba plohe % oblika z = flz,y) = 2% + ¢?
(pogledajte sliku [6.32)), tako da vrijedi

of af _
% - 21‘7 ay 297

Sto znaci da j je normala na plohu koja zatvara tupi kut s vektorom k jednaka
i = 2xi + 2yj — k. Projekcija D plohe Y na xy-ravninu je krug radijusa
r = 2 sa srediStem u ishodistu. Skalarni produkt vektorskog polja @ i vektora
normale 77 je dan sa:

a-n=(z—a")2y—Vid—2z=2yz—22% iz
=2y(2® +y?) —22%y — V4 — 22 — 2 =27 — /4 — 2% — 2
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Slika 6.32: Ploha %

Odredimo vrijednost integrala:

Jfaas= [[ e - vVimam=p)anay

27 2
= / dcp/ (2r*sin® p — V4 — r2)rdr
0

2 2
/ /2r4sin3g0d7“—/ dgo/ rvV4 —r2dr

2 95
/ ! sm Sodp+27- —/ V4 —r2d(4 —r)

2

2m 2\3

64 . 4 1 (4—1r%)2

- = dptor. 227" )7

/0 5 sm” g dep + 27 5 %
64 1 ’
iy smgo(l—cos%o)dgo—i—%r'5(4—7"2)\/4—7"2
0

0
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| t=cosp,dt = —sinpdp | 8 16
_{Ol—>1, 27 > 1 =0-2m

Teorem o divergenciji

Neka je Y C R3 zatvorena ploha orijentirana vanjskom normalom koja omeduje
podruéje Q C R3. Neka je @ = awz+ayj +azk vektorsko polje. Plosni integral
vektorskog polja @ po zatvorenoj plohi 5 zovemo tok vektorskog polja kroz
plohu. Prisjetimo se da je divergencija vektorskog polja skalarno polje koje
odredujemo na sljedec¢i nacin:

da, Oa, Oa,

divad = .
v 833+8y+8z

Prema teoremu o divergenciji tok vektorskog polja @ kroz zatvorenu plohu 5
mozemo izracunati po formuli:

// 6d§:///div @ dz dy dz.
by Q

Zadatak 6.18. Izracunajte tok vektorskog polja a = f—i— 23k kroz sferu
22 + 9% + 22 = 1. Skicirajte sferu.

Rjesenje: Zatvorena ploha 5 omeduje kuglu €2 sa sredistem u ishodistu ra-
dijusa r = 1 (pogledajte sliku |6.33). Stoga ¢emo integral po kugli Q racunati
u sfernim koordinatama. Odredimo najprije divergenciju polja a:

.0 0 d, 5 .9
dlva_@x(0)+ (1)+az( 2°) = 3z°.

Prema teoremu o divergenciji tok polja @ kroz sferu je jednak:

// ads = /// div @dz dy dz
/ dgp/ d19/ 3r?cos® ¥ - r? sin ¥ dr

3;: do = 6—7T cos? ¥ sin ¥ dod
0

_27T/ cos® ¥sin 1 -
0 5 Jo
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Slika 6.33: Ploha %

JE— e — 1 _1
_ { t = cost, dt = —sind dv } _ 6_7T/ tz(—dt)
1

O—1, m— —1 5)

6r (! 6 31 2 4
=— | Pdt=— =] ="=(1+1)=—.

5 )., 53l U=

O

Zadatak 6.19. Izracunajte tok vektorskog polja @ = 2% + y?j + 2%k po
oplogju kocke [0, 1]3. Skicirajte kocku.

Rjesenje: Odredimo div @ = 2x + 2y + 2z. Prema teoremu o divergenciji

vrijedi:
/[Jdgz ///(2x+2y+2z)da:dydz
5 Q

1 1 1 1 1
=/ dx/ dy/ (2x+2y+2z)dz=/ dx/ (2xz+2yz+z2)|(1)dy
0 0 0 0 0
1

1 1
:/ da:/ (2x—|—2y+1)dy:/ (2wy+y2+y)|édx
0 0 0
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Slika 6.34: Kocka £

1
= / (22 + 1+ 1)dr = (2° —l—2.7:)|é = 3.
0
O
Zadatak 6.20. Izracunajte tok vektorskog polja @ = 2% — 2xyj+ 3zk kroz

zatvorenu plohu koja se sastoji od ploha z = 2 — 22 —y% i z = /a2 + 9.
Skicirajte plohu.

Rjesenje: Odredimo najprije presjek kruznog paraboloida z = 2 — 2% — ¢? i
kruznog stoSca z = /2 + y*:

2-2* —yf =+t (p= Va2l +y?) = 2-p'=p

=P 4+p—2=0=p=1=2"+y*=1.

Vidimo dakle, da je presjek ploha kruznica radijusa r = 1 sa sredistem u tocki
(0,0,1) na osi z. Volumen  kojeg zatvaraju zadane plohe ¢emo opisati u
cilindricnim koordinatama. Znamo da je diva = 2z — 2z + 3 = 3. Prema
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Slika 6.35: Ploha ¥,

teoremu o divergenciji racunamo:

/ﬁ&dgz///gz3dxdydz

by
2 1 2—p? 27 1
:3/ dsO/ dp pdz=3/ dw/(2p—p3—p2)dp
0 0 o 0 0
2

N 1 1y 57
Pt p

_3 (2____)01:3.2 (1____)

/O Py 7317 "\'T173

5

Ul
Zadatak 6.21. Izracunajte [[s @ds, gdje je @ = x2i + 22yj + y?2k, ako je

Y, zatvorena ploha orijentirana u smjeru vanjskih normala, a sastavljena od
paraboloida z = x? 4+ y? i ravnine z = 1. Skicirajte plohu.
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Slika 6.36: Ploha ¥,

Rjesenje: Zadane plohe zatvaraju volumen {2 koji ¢emo opisati u cilindri¢nim
koordinatama (pogledajte sliku [6.36). Odredimo div @ = z + 2 + y?. Sada

prema teoremu o divergenciji racunamo:

/ﬁ&dgz///(z+x2+y2)dxdydz
) Q
2 1 1 2 1 22
=/ dso/ dp/(2+p2)pd2=/ dsO/ (p-5+p32)
0 0 p? 0 0
6

27 1 2 4
P 3 35 Y E
[ G Soemn( A
/090/0 g PR )e=m et T )l
1
—9

(+1 1)_2 1_
AV Y

1
p? d

Dof 3

0

Zadatak 6.22. Izracunajte [[5 ads, gdje je @ = z21 + yzj + 2k, ako je
3 zatvorena ploha orijentirana u smjeru vanjskih normala sastavljena od
paraboloida z = 22 + 3% i stoSca z = /22 + 12
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a) direktno,

b) pomoéu teorema o divergenciji.
Skicirajte plohu.

Rjesenge:

Slika 6.37: Ploha ¥,

a) Presjek stosca i paraboloida je o¢ito kruznica radijusa r = 1 sa sredistem
u tocki (0,0,1) na osi z. Prema tome, projekcija D plohe ¥ na xy-
ravninu je krug sa sredistem u ishodistu radijusa r = 1.

Stozac z = fi(x,y) = /2% + y? je orijentiran normalom 7i; koja za-
tvara Siljasti kut s vektorom k:

% T ofi Y

ox :1/1'2_|_y27 ay o /l»2_|_y2
X - Yy -
" \/x2+y22 \/x2+y2j
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Odredimo:

2

T~z 22’
a-ry = — S +z=—2? =P+ a2 + 2

Va2 +y? o oty

Paraboloid z = fo(z,y) = 2? + y* je orijentiran normalom 7, koja
zatvara tupi kut s vektorom k:

af2—23: %—Qyéng—Qm—l—Zyj—k
ox dy

Nadimo:
a-iy = 2024+ 2y% 2 —2 = 20 2yt +4xPy  —2® —y? = 2(2? )P -t 12

Sada zbog aditivnosti integrala po podrucju integracije vrijedi:

/[6d§://6-ﬁ1dxdy+//5-ﬁ2dxdy
b D D

- // (=222 — 20 + V22 + 2 + 2(2* + y*)?) da dy

3 2r6\ 1
/d(p/ —or? +r+2r)rdr—27r<——+—+—>‘
3 6 /lo

_2< 1+1+1>_2 1_7r

T\ T T3 T3) T T

b) Stozac i paraboloid zatvaraju tijelo €2 koje ¢emo opisati u cilindrié¢nim
koordinatama. Prema teoremu o divergenciji vrijedi:

/[6d§=///(z+z+1)dxdydz
5 Q
/ dgo/ dp/ 2z+1pdz—/ dgp/ pz* + p2) 2dp

6

=/0 dw/ﬂ(p +p° = p° = p’)dp = 2%(3—%>

1

s
o 3
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Stokesov teorem

Teorem. (Stokes) Neka je [' C R? zatvorena krivulja koja omeduje plohu 5
(0¥ = T') orijentirana pozitivno ako se gleda iz vrha normale na plohu ¥ i
neka je @ dovoljno glatko vektorsko polje definirano na podrucju koje sadrzi

plohu . Tada vrijedi:
/c?dF: // rot @ dS.
r b

Zadatak 6.23. Primjenom Stokesovog teorema izracunajte [z zy*dz+dy+
zdz ako je [' kruznica 22 + y?> =11z = 1. Skicirajte krivulju i plohu.

Rjesenje: Odredimo rotaciju vektorskog polja a:

Slika 6.38: Ploha %

ik
>_ |8 8 8 _ L
rotd = |z 3 3 = 2y k.
x? 1z
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Buduc¢i da jednadzba plohe > ima oblik z = f(z,y) = 1, normala na plohu
je 1 =k, tako da vrijedi rot @ - 7 = —2xy. Sada prema Stokesovom teoremu
T

vrijedi
/d’dF:// rotd’dg:// (—2zy)dx dy
r b D

2m 1 2
——2/ dcp/ rzcoswsingordr——Q/ COS Y sin
0 0 0 4 o
1 [* 1 sin®p2r
= —= sin g cos pdp = —— -
2/0 inpcospdp = —5 - —

401

dy

0

Integral takoder mozemo izracunati direktno pomocu formule za krivuljni
integral 2. vrste. Parametriziramo krivulju I":
z(t) = cost = 2/(t) = —sint
y(t) = sint = y/'(t) = cost
2(t)=1=2(t) =0
t €0, 2n7].

Sada racunamo integral:
27
ﬁﬁdF: / (costsin®t - (—sint) + cost + 1-0)dt
i 0

sin*t 2m

=0.

+ sin t)
0

2m
/ (—sin®tcost + cost)dt = ( -
0
[

Zadatak 6.24. Primjenom Stokesovog teorema izracunajte fﬁ adr, ako je
d= 2wz — xj—i— zl;, al krivulja nastala presjekom ravnine x +y + 2z =2's

koordinatnim ravninama. Skicirajte krivulju i plohu.

Rjesenje: Jednadzba plohe 5 (dio ravnine u 1. oktantu) ima oblik:
x y of Of 1
z= f(z,y) > 2 0 ay 5
pa je normala na plohu koja zatvara siljsti kut s vektorom k jednaka 17 =

%Z—F %;4— k. Odredimo rotaciju vektorskog polja a:

i J ok
rotd=| 4 a4 5| =0-i—(0—22)j+ (-1 - 0)k =2zj — k.
202 —x  z
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Slika 6.39: Ploha %

Sada je rot @ -7 = x — 1, pa prema Stokesovom teoremu vrijedi (prijekcija D
plohe na xy-ravninu je pravokutan trokut s katetama na koordinatnim osima
i hipotenuzom na pravcu y = 2 — x):

ﬁﬁdfz/ﬁrotﬁdgz//(x—l)dxdy
T 5 D

. Ode/:_w(x—1)dy:/02(x—1)(2—x)dx

3 32 2
:/0(2x—2—$2+x)dx:(—%+%—2x>o
8 2
- 2 i6-4=_"=
3+ 3
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