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1. Uvod

1.1. Osnovna podjela mehanike

Mehanika je znanost koja proucava zakonitosti i uzroke gibanja. Mehaniku dijelimo
na tri osnovna podrucja:

e statiku, koja proucava zakonitosti ravnoteze sila,

e kinematiku, koja proucava geometrijske zakonitosti gibanja bez obzira na uzrok
gibanja,

e dinamiku, koja proucava gibanja i sile koje uzrokuju gibanje.

Prema agregatnom stanju podrucja koje prou¢avamo mehaniku dijelimo na
e mehaniku tijela,

e mehaniku fluida (tekuéina i plinova).

Prema objektu promatranja mehaniku dijelimo na

e mehaniku tocke,

e mehaniku sustava tocaka,

e mehaniku krutih tijela.

1.2. Sila

Sila je medusobno djelovanje dva tijela. Silu definiramo kao djelovanje na pravcu.
Kod promatranja djelovanja sile na konstrukciju bitne su tocke u kojima sila djeluje na
konstrukciju. Tocku u kojima pravac djelovanja sile sijece os konstrukcije definiramo
kao hvatiste sile. Silu K definiramo iznosom K = |K]|, pravcem (smjerom) djelovanja u
prostoru, orijentacijom (usmjerenjem) na pravcu djelovanja i hvatistem,

K=K+ Kj+ Kk. (1.2.1)
Silu mozemo definirati i iznosom K i jedni¢nim vektorom u smjeru sile, ey,
K= Keg . (1.2.2)

Kod ravninskih zadaca silu promatramo u ravnini 11, Sto znaci da i u vektorskom prikazu
sila ima samo dvije komponente

K= K,i+ K)k. (1.2.3)

Mjerna jedinica za silu je Newton, [N]. Sila od 1N odgovara tezini tijela mase lkg
s ubrzanjem od 1m/32. U prorac¢unu konstrukcija praktiénija je osnovna mjera za silu
1kN = 1000N, koja odgovara tezini mase 100kg pod djelovanjem gravitacijskog ubrzanja,
(g~ 10 m/s”).
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1.3. Newtonovi aksiomi

Osnovne zakonitosti mehanike izrecene su Newtonovim aksiomima.
1. Svako tijelo u mirovanju ili jednolikom pravocrtnom gibanju zadrzava stanje mirovanja
ili jednolikog pravocrtnog gibanja dok na tijelo ne djeluje sila.
2. Promjena kolic¢ine gibanja jednaka je sili koja djeluje na tijelo,
d(mv) dv

F = o Mg = ma. (1.3.4)

3. Za svaku akciju postoji i pripadna reakcija. Djelovanje jednog tijela na drugo
tijelo izaziva i djelovanje drugog tijela na prvo. Npr. gravitacijsko djelovanje na bilo koji
predmet izaziva i istovrijednu silu kojom taj predmet djeluje na podlogu.

1.4. DMaterijalna tocka i nedeformabilno tijelo

Osnovne zakonitosti statike postavit ¢emo uz odredene idealizacije. Osnovna ide-
alizacija je definiranje materijalne tocke, tijela bez dimenzije za koje znamo polozaj i
fizikalna svojstva. Nedeformabilno tijelo je tijelo u prostoru definiranih dimenzija, poz-
natog polozaja, apsolutne krutosti (pod djelovanjem optereéenja ne dolazi do deformacije
tijela, geometrija tijela nakon djelovanja optereéenja jednaka je pocetnoj geometriji). De-
formabilno tijelo je tijelo u prostoru, definiranih dimenzija, poznatog polozaja, ali uslijed
djelovanja opterecenja poprima novi polozaj (npr. greda pod djelovanjem opterecenja
dobiva progib). U linearnoj statici jednadzbe ravnoteze postavljamo prema geometriji
prije deformacije (zbog malih odstupanja od pocetnog polozaja), a u nelinearnoj statici
jednadzbe ravnoteze postavljamo prema geometriji nakon deformacije.
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2. Moment

2.1. Moment sile na tocku

Moment sile K na tocku A u prostoru vektorski je produkt radij-vektora od tocke A
do bilo koje tocke na pravcu sile K s vektorom sile K

M = MK\A =TK\A X K. (2.1.1)

Vektor momenta okomit je na ravninu koju tvore pravac sile K i tocka A. Tri vektora
(rk\a, K, rk\a x K tvore desnu bazu u prostoru. Ako tocku A definiramo koordinatama

A

Y

O TK\A .

S d

Slika 2.1: Moment sile na tocku

(A, Ya, 2a), ana pravecu sile K odaberemo proizvoljnu tocku B s koordinatama (xg, ys, 28),
uz zadani vektor sile K = K,i+ K, j+ K.k, slijedi izracun vektora momenta prema izrazu
M = dB\A x K
i j k
= IB —TA YB — YA ZB — Al - (212)
K, K, K,

Neovisnost izbora tocke na pravcu sile mozemo pokazati ako uzmemo neku drugu tocku
na praveu sile K, tocku C. Vektor dc\a mozemo izraziti kao zbroj vektora dg\a i vektora

A

Y

K
dpia \{ B

A <] C\B

z

Slika 2.2: Moment sile ne ovisi o izboru tocke na pravcu sile

dc\g koji je na pravcu sile K,

dca = de\a +dcys - (2.1.3)
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Izraz za moment sada glasi

M = dcaxK
= (dsa +de) x K
= dpa xK+dcp x K
M+0=M, (2.1.4)

pri ¢emu je drugi vektorski produkt, (dc\g x K), jednak nuli jer su vektori deg i K
kolinearni.

Poseban slucaj je kad su tocka i sila u istoj ravnini, IIa k. Tada je vektor momenta
okomit na tu ravninu. Ako su tocka i sila u nekoj od koordinatnih ravnina, npr. u ravnini
I1,., vektor momenta okomit je na tu ravninu, na pravcu jedini¢nog vektora j,

M =+ (d-M)j, (2.1.5)

gdje je d najkraca udaljenost (duljina okomice) tocke A od pravca sile K, a predznak ovisi
o smjeru vrtnje oko tocke A (suprotno od smjera kazaljke na satu predznak je pozitivan,
u smjeru kazaljke na satu predznak je negativan, Sto proizlazi iz vektorske jednadzbe za
navedeni moment).

Moment u tocki A mozemo izraziti pomoc¢u momenta u tocki B. Neka je Mo moment
sile K na tocku A, Mg moment iste sile na tocku B i neka je vektor AT3> = dg\a.

K

I'r\A
I'k\B

dp\a

Slika 2.3: Moment sile na razne tocke

Relacija izmedu momenata na tocku A i B slijedi,

MK\A = TK\a X K= (dB\A + rK\B) x K
= dpa X K+rkpg x K=dga x K+ Mxkp . (2.1.6)

Ako se tocke nalaze na pravcu paralelnom pravcu sile K onda su momenti jednaki zbog
dg\a X K = 0 za vektore na paralelnim pravcima, pag, , || Px-

2.2. Moment sile oko osi

Moment sile oko osi je, u fizikalnom smislu, mjera kojom sila utjece na kutno ubrzanje
nedeformabilnog tijela koje moze samo rotirati oko nepomicne osi. To znaci da na mo-
ment utjece samo projekcija sile na ravninu okomitu na os. Komponenta sile paralelna
promatranoj osi ne utjece na moment oko osi. Proucavamo djelovanje proizvoljne sile K
na promatranu os o. Moment sile K na promatranu os o mozemo odrediti tako da iz
proizvoljne tocke na osi, T,, postavimo vektor prema proizvoljnoj tocki na pravcu sile,
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Tk. Takav vektor oznac¢imo dk\,. Skalarni produkt jedini¢nog vektora u smjeru proma-
trane osi o, e,, i vektorskog produkta tog vektora dk\, i vektora zadane sile K daje iznos
momenta zadane sile na promatranu os,

My, = (dro X K) - €, . (2.2.7)

Iz graficke prezentacije navedenog izraza slijedi da u bilo kojoj tocki promatrane osi
odredimo ravninu IT okomitu na os o i definiramo probodiste ravnine i te osi. {P,} = oNlIL.
Nakon toga projiciramo silu K na tu ravninu i projekciju ozna¢imo K ,. Odredimo
okomicu iz probodista na projicirani pravac sile kao najkra¢u udaljenost probodista i sile,
d. Produkt najkrace udaljenosti i iznosa projicirane sile na ravninu daje iznos momenta
oko osi uz postivanje predznaka za moment (pravilo desne ruke).

o

Slika 2.4: Graficki prikaz odredivanja momenta oko osi

Iznos momenta ne ovisi o izboru tocka na osi i pravcu sile. Mozemo promatrati neke
druge dvije tocke, P, na osi i Pk na pravcu sile. Pripadni vektor oznacimo dk\p,. Neka

Slika 2.5: Neovisnost momenta oko osi o izboru tocaka

. % . % . .. . .
su vektori t = P, T, i s = T;Pg. Ocito vrijedi jednakost

dK\Po =t -+ dK\o +s. (228)
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Definiranjem momenta pomoc¢u novih tocaka slijedi

Mg, = (drp, xK)- e, =[(t+dkp, +s) xK] e,
= (txK)- e+ (dgo X K) -, + (s x K) - &,
= (dky xK) -e,, (2.2.9)

pri ¢emu vrijedi da je mjesoviti produkt (t x K) - e, jednak nuli jer su vektori t i e,
kolinearni (u istoj su ravnini), a mjesoviti produkt (s x K) - e, jednak je nuli jer susi K
kolinearni (na istom su pravcu).

Za prikaz utjecaja samo komponente zadane sile u ravnini okomitoj na os mozemo
zadanu silu rastaviti na dvije komponente, na jednu komponentu koja lezi u ravnini okomi-
toj na promatranu os 0, K, ,, i komponentu paralelnu s osi o, K|,. Tada vrijedi jednakost

Mgy, = (dxoxK)-e,= [dky x (Kjo+Kio)] e,
= (dK\O X K||0) "€+ (dK\o X KJ_O) "€
= (dix xKio) €, (2.2.10)

pri cemu vrijedi da je mjeSoviti produkt (dK\O X K”o) - €, jednak nuli jer su K, i e,
paralelni (u istoj su ravnini).

2.3. Numericki primjeri

Primjer 2.3.1. Odredite moment sile K = 20v/3 kN, koja prolazi kroz tocku K =
(4, —1,2) u smjeru vektora vk = —i— j + k na tocku T = (2,1, —1) i pokaZite da iznos
momenta ne ovisi o 1zboru tocke na pravcu sile K.

Jedinicni vektor pravca sile K glasi

VK 1 ..
=—=—(-i—j+k),

sto povlaci da je vektor sile jednak

ko

K = Kky = —20i — 20j + 20k .
Ako uzmemo vektor TK kao radij-vektor od tocke T do sile K,
T_)K: (xx —x1)i+ (yk —y7)j+ (2 — 27) k = 21 — 2j + 3k,

slijedi izraz za moment

ik

—
MK\T = KxK=| 2 —2 3
—-20 —20 20

= 20i — 100j — 80k ,

a iznos momenta dobivamo prema

My = |[Mg\7| = /202 + (—100)2 + (—80)% = V16800 = 129, 615 kNm .

Ako uzmemo neku drugu tocku na praveu sile K, tocku P = (3, —2,3), radij-vektor
glasi

H
TP =(zp —a1)i+ (yp —yr)j+ (2p —21) k=1—-3j+ 4k,
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moment slijedi prema izrazu

i j k

_9
Mgr = TPxK=|1 -3 4
—20 —20 20

= 20i — 100j — 80k ,

na temelju ¢ega mozemo uociti da smo dobili isti moment neovisno o izboru tocke na
pravcu sile.

Primjer 2.3.2. Odredite moment sile K = 3i + 5j — 4k (kN), koja prolazi kroz tocku
K = (4,4,4) na os o koja prolazi kroz tocku T = (0,0,1) paralelno s koordiatnom osi y,
pokazite da iznos momenta ne ovisi o izboru tocaka na osi o i na pravcu sile K, pokaZite
da je isto rjesenje 1 preko projekcije sile na ravninu okomitu na os.

Jedini¢ni vektor zadane osi o jednak je e, = j. Za tocke na osi i na pravcu sile
odaberemo tocke T € 01 K € pk, Sto povlaci i pripadni vektor T_>K = 4i + 4j + 3k. Iznos
trazenog momenta sile na zadanu os slijedi prema izrazu

%
My, = (TKxK)-eo
i j k
— |4 4 3| j=(-3li+25+8k)-j=25KkNm.
3 5 —4

Ako za tocku na osi 0 uzmemo tocku A=(0,4,1), a za tocku na pravcu sile K tocku

B=(7,9,0), pripadni vektor glasi AB = 7i+5j—1k. Iznos trazenog momenta sile na zadanu
os sada slijedi prema izrazu

My, = (ABxK)-e,

ij k
= |7 5 —1|-j=(—15i+ 25j 4 20k) - j = 25 kNm ,
35 —4

na temelju ¢ega mozemo uociti da smo dobili istu vrijednost.

Ako u tocki T definiramo ravninu okomitu na zadanu os o jasno slijedi da je to onda
[T, ravnina. Projekcija sile na II,, ravninu je sila K;, = 3i — 4k i prolazi kroz tocku
(4,0,4) odnosno pravcem odredenim jednadzbom pk , = 3z +4x —28 = 0. Iznos sile K |,
je 5kN. Udaljenost probodista osi o s ravninom II,., tocke T, od pravca pk , iznosi dm.
Za trazeni moment sile K oko osi o slijedi da iznosi 25kNm, u pozitivhom smjeru oko osi
0.
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B
A
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0
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T
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Slika 2.3.2.1: Graficki prikaz sila u primjeru 2
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3. Ravnoteza 1 staticka ekvivalentnost sustava sila i1
momenata

3.1. Ravnoteza

U statickom smislu ravnotezu shva¢amo kao mirovanje konstrukcije uz djelovanje sila
na konstrukciju. Nakon djelovanja sila na konstrukciju, konstrukcija dobiva odredenu
deformaciju ovisnu o iznosu sila djelovanja i u takvom se polozaju nalazi u ravnotezi.

3.2. Rezultantna sila u materijalnoj tocki

Neka je u materijalnoj tocki T zadan sustav sila K;, ¢ = 1,n. Rezultanta sustava sila,
rezultanta sila, vektorski je zbroj svih sila u sustavu

Krp=) K;. (3.2.1)
i=1
Kl K2 KR K1
T
Kg K3 K-
K3

Slika 3.2.1: Rezultantno djelovanje sustava sila u materijalnoj tocki

3.3. Ravnoteza materijalne tocke

Promatramo materijalnu tocku T na koju djeluje sustav sila, K;, ¢ = 1,n. Ravnoteza
je postignuta ako je rezultantno djelovanje sila jednako nuli,

zn:Kz- =0. (3.3.2)
=1

U geometrijskom smislu poligon sila (graficki prikaz zbroja vektora sila) mora biti

Kl K2 K4 K1

K,y K3 K-
K;

Slika 3.3.2: Ravnoteza materijalne tocke

zatvoren.
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Ako na materijalnu tocku djeluje samo jedna sila K, postignuta je ravnoteza ako i
samo ako vrijedi K = 0, sila je jednaka nuli.

Ako na tocku djeluju dvije sile, Ky, Ks, sustav je u ravnotezi ako i samo ako sile
djeluju na istom pravcu, jednakog su iznosa (K7 = K3) i suprotnog smjera (K; = —Koy),
vektorski zapisano

Ki+K;=0. (3.3.3)

3.4. Rezultantno djelovanje sustava sila i momenata

Promatramo sustav sila i momenata, (K}, M7"). Za zadane sile mozemo naci rezul-
tantno djelovanje (zbroj svih sila),

Kp=>) K. (3.4.4)
=1

Ako vrijedi Ki # 0, za proizvoljnu tocku na pravcu djelovanja rezultantne sile mozemo
nac¢i rezultantni moment,

j=1 i=1

gdje je dk, udaljenost sile K; od proizvoljne tocke na pravcu rezultantne sile Kr. Rezul-
tantno djelovanje (Kg, Mpg) zovemo dinama sustava sila i momenata, rezultantni vektor
sila K glavni vektor sila, a rezultantni moment Mg glavni vektor momenta.

Ako rezultantna sila nije jednaka nul-vektoru, Kz # 0, mozemo nadi pravac, paralelan
pravcu rezultantne sile, za ¢ije tocke vrijedi da je rezultantni moment jednak nuli, Mz = 0.
Tocke na tom pravcu zovemo tolke redukcije, a pravac zovemo pravac redukcije. Ako
vrijedi Kg = 0, Mg # 0, tada imamo rezultantni spreg sila (rezultantni koncentrirani
moment), Mg, jednak za bilo koju proizvoljno odabranu tocku u prostoru. Ako vrijedi
Kr =0, Mgz = 0 govorimo o stati¢ki neutralnom sustavu.

3.5. Ravnoteza u prostoru i ravnini

Promatramo sustav sila, K;, 7 = 1,n, i momenata, M;, j = 1,m, u prostoru. Takav
sustav sila i momenata oznacavamo kao uredeni par (K}, M7"). Sustav sila i momenata
(K7, M7") je u ravnotezi ako je rezultantno djelovanje jednako nuli. To znaci da je vek-
torski zbroj svih sila jednak nuli i da je vektorski zbroj svih koncentriranih momenata i
momenata svih sila na proizvoljnu tocku u ravnini jednak nuli,

i=1 j=1 i=1

pri cemu je dg,\1 vektor udaljenosti sile K; od proizvoljne tocke T. Svakoj od ovih vek-
torskih jednadzbi (3.5.6) u trodimenzionalnom prostoru odgovaraju tri skalarne jednadzbe
Sto ¢ini Sest skalarnih jednadzbi.

U slucaju da sve sile i svi momenti djeluju u ravnini vektorske jednadzbe jednake su kao
i za prostor, ali vektorskom zbroju sila odgovaraju dvije skalarne jednadzbe (zbroj sila u
smjeru dva neparalelna pravca koji razapinju promatranu ravninu, uglavnom u smjeru dva
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medusobno okomita pravca zbog jednostavnijeg daljnjeg proracuna), a vektorskom zbroju
momenata odgovara jedna skalarna jednadzba (zbroj momenata na pravcu okomitom
na promatranu ravninu, svi momenti koji djeluju u jednoj ravnini imaju u vektorskom
zapisu samo komponentu okomito na promatranu ravninu) Sto ¢ini ukupno tri skalarne
jednadzbe.

Ako se sustav sastoji samo od dvije sile, K;, Ks, nacelo ravnoteze je identi¢no sluc¢aju
djelovanja dviju sila u jednoj tocki, odnosno sustav je u ravnotezi ako i samo ako sile
djeluju na istom pravcu, jednakog su iznosa (K; = K3) i suprotnog smjera (K; = —Kb),
vektorski zapisano

Ki+Ky;=0. (3.5.7)

To znaci da je za ravnotezu nuzno da su na istom pravcu. Nakon §to je taj uvjet ispunjen
mozemo dalje promatrati da li su jednaki po iznosu i suprotnog smjera.

N

AN
‘\K2

N

Slika 3.5.3: Dvije sile u ravnotezi

Ako sile nisu na istom pravcu ne mogu biti u ravnotezi. Sile mogu biti jednakog
iznosa, suprotnog smjera, ali ako nisu na istom pravcu nisu u ravnotezi. Jedan takav
primjer mogu biti dvije sile jednakih iznosa, suprotnih smjerova na dva paralelna pravca.
Tada je rezultantno djelovanje tog para sila spreg sila, (Slika 3.5.4), moment koji jednak
umnosku udaljenosti izmedu pravaca djelovanja sila i iznosa sila, Mr = £ K, -d = +K5-d,
pri cemu predznak ovisi o smjeru vrtnje rezultantnog momenta.

d K,
K,

Slika 3.5.4: Spreg sila

Dvije su sile u ravnoteZi ako i samo ako djeluju na istom pravcu, jednakog su iznosa i
suprotnog smjera djelovanja.

Ako se sustav u ravnini sastoji samo od tri sile, K;, Ky, Ks, sustav je u ravnotezi
ako i samo ako sile prolaze kroz istu tocku (pravci djelovanja sila sijeku se u istoj tocki) i
zatvaraju trokut sila, vektorski zapisano

K +K,+Ks;=0. (3.5.8)

To znaci da je za ravnotezu nuzno da se pravci djelovanja sila sijeku u istoj tocki. Nakon
Sto je taj uvjet ispunjen, za ravnotezu je potrebno da zadane sile zatvaraju trokut sila.
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: =
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=

Slika 3.5.5: Tri sile u ravnotezi

Ako se pravci djelovanja sila ne sijeku u istoj tocki, sile ne mogu biti u ravnotezi. Sile
mogu zatvarati trokut sila, ali ako im se pravci djelovanja ne sijeku u istoj tocki sile nisu u
ravnotezi, (Slika 3.5.6). U tom slucaju sila, ¢iji pravac djelovanja ne prolazi kroz tocku u
kojoj se sijeku pravci djelovanja drugih sila, daje moment (umnozak udaljenosti do tocke
u kojoj se sijeku druge dvije sile i iznosa sile koja ne prolazi tom tockom) na toc¢ku u kojoj
se sijeku druge dvije sile i taj moment nije jednak nuli (sila nije jednaka nuli, udaljenost
nije jednaka nuli jer ne prolazi kroz navedenu tocku) $to znaci da sustav nije u ravnotezi.

Slika 3.5.6: Tri sile koje nisu u ravnotezi, a zatvaraju trokut sila

Tri su sile u ravnini u ravnotezi ako i samo ako prolaze kroz istu to¢ku i zatvaraju trokut
sila.

3.5.1. Formulacija skalarnih uvjeta ravnoteze u prostoru

U postupku uravnotezavanja sustava sila i momenata u prostoru moramo rijesiti vek-
torske jednadzbe ravnoteze, (3.5.6). Postupak se svodi na rjesavanje Sest skalarnih jed-
nadzbi. Skalarne jednadzbe mozemo postaviti kao

e jednadzbe projekcija sila na tri nekomplanarna pravca i jednadzbe projekcije mom-
enata na tri nekomplanarne osi,

e jednadzbe projekcije sila na dva nekolinearna pravca i jednadzbe projekcije mome-
nata na ¢etiri nekomplanarne osi,

e jednadzbe projekcija sila na jedan pravac i jednadzbe projekcije momenata na pet
nekomplanarnih osi,
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e jednadzbe projekcije momenata na Sest nekomplanarnih osi.

Konacan izbor formulacije ovisi o samom primjeru djelovanja koji trebamo uravnoteziti.
Opcenito imamo linearni sustav Sest jednadzbi sa Sest nepoznanica. Promisljanjem oko
najjednostavnije formulacije za definiranje skalarnih jednadzbi mozemo zadacéu svesti na
nekoliko manjih podsustava, npr. dva sustava s tri jednadzbe i tri nepoznanice ili tri
sustava s dvije jednadzbe i dvije nepoznanice ili ¢ak i na najjednostavniji slucaj da imamo
Sest jednadzbi u kojima ¢e u svakoj jednadzbi biti samo po jedna nepoznanica.

3.5.2. Formulacija skalarnih uvjeta ravnoteze u ravnini

U postupku uravnotezavanja sustava sila i momenata u ravnini opet moramo rijesiti
vektorske jednadzbe ravnoteze, (3.5.6). U ravnini taj se postupak svodi na rjesavanje tri
skalarne jednadzbe. Skalarne jednadzbe mozemo postaviti kao

e jednadzbe projekcije sila na dva nekolinearna pravca i jednadzbe projekcije mome-
nata na jednu tocku,

e jednadzbe projekcija sila na jedan pravac i jednadzbe projekcije momenata na dvije
tocke,

e jednadzbe projekcije momenata na tri tocke koje nisu na istom pravcu.

Konacan izbor formulacije skalarnih uvjeta u ravnini opet ovisi o samom primjeru djelo-
vanja koji trebamo uravnoteziti. Opéenito imamo linearni sustav tri jednadzbe s tri nepoz-
nanice. Promisljanjem oko najjednostavnije formulacije za definiranje skalarnih jednadzbi
mozemo zadacu svesti na nekoliko manjih podsustava, npr. sustav s dvije jednadzbe i dvije
nepoznanice i jednadzba u kojoj se javlja samo tre¢a nepoznanica ili ¢ak i na najjednos-
tavniji slucaj da imamo tri jednadzbe u kojima ¢e biti u svakoj jednadzbi samo po jedna
nepoznanica.
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4. Staticka ekvivalentnost sustava sila 1 momenata

4.1. Pojam staticke ekvivalentnosti

Promatramo dva sustava sila i momenata, (K}, M7}") i (K}, M5).

Dva sustava sila i momenata staticki su ekvivalentna ako je njihov doprinos jednadZbama
ravnoteze jednak.

Svaki sustav sila i momenata, (K7, MJ*), mozemo zamijeniti staticki ekvivalentnim
djelovanjem, jednom rezultantnom silom Kgz i jednim rezultantnim momentom Mg,
odnosno uredenim parom (Kg, Mg), pri ¢emu je

K; — iK (4.1.1)
i=1
j=1 i=1

gdje je dk, udaljenost sile K; od proizvoljne tocke na pravcu rezultantne sile K. Dva
staticki ekvivalentna sustava sila i momenata imaju jednaku dinamu sustava sila i mo-
menata. Glavni vektor sila i glavni vektor momenta sustava sila i momenata staticki su
ekvivalentni zadanom sustavu sila i momenata.

4.2. Invarijante sustava sila i momenata

Rezultantno djelovanje ne moramo nuzno promatrati u odnosu na neku tocku na
pravcu rezultantne sile. Za proizvoljne dvije tocke A i B mozemo odrediti pripadna rezul-
tantna djelovanja, (Kpa,Mpra) i (Krg, Mgg). Prema nacinu odredivanja rezultantne
sile, (3.4.4), jasno je da ne ovisi o izboru promatrane tocke, Kpa = Krg = Kg.

1. invarijanta sustava sila i momenata: Rezultantna sila ne ovisi o izboru totke na koju
postavljamo rezultantni sustav.

Rezultantni moment Mp g nije nuzno dobiti iz zadanih djelovanja. Rezultantni mo-
ment u tocki B mozemo izraziti pomoc¢u rezultantnog vektora u tocki A. Mozemo definirati
vektor d = ﬁ, vektor kojem je pocetna tocka B, a krajnja tocka A. Za moment u odnosu
na tocku B vrijedi, prema (2.1.6),

MR,B = MR,A +d x KR . (423)

Na temelju dobivenog izraza jasno je da su momenti na obje tocke jednaki ako je vektorski
produkt d x Kz = 0, odnosno da je vektor d paralelan s pravcem djelovanja rezultantne
sile Ki. To znaci da je rezultantni moment na sve tocke jednog pravca paralelnog pravcu
djelovanja rezultantne sile jednak. Rezultantni momenti razlikuju se samo za kompo-
nentu okomitu na rezultantnu silu. Vrhovi svih rezultantnih momenata nanesenih iz iste
pocetne tocke leze u ravnini okomitoj na rezultantnu silu. Iz toga slijedi da je projekcija
rezultantnog momenta na os odredenu rezultantnom silom konstantna,

MR,B Ky = (d X KR) ceKp + MR,A Ky = MR,A Ky = MR,KR s (424)

iiznosi Mpk,. Vektor ek, jedinicni je vektor u smjeru rezultante sile, a mjesoviti produkt
iscezava jer se radi o paralelnim vektorima Kpr i ek,.
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2. invarijanta sustava sila i momenata: Projekcija rezultantnog momenta na pravac rezul-
tantne sile je konstantna.

Svaki sustav sila i momenata ima dvije invarijante, rezultantnu silu Ky i projekciju
rezultantnog momenta na pravac rezultantne sile Mg k..

4.3. Centralna os, dinamicki vijak

Iz druge invarijante sustava sila i momenata mozemo zakljuciti da, ako je Kz # 0,
postoji pravac za ¢ije tocke vrijedi da je pravac rezultantnog momenta, pn,, paralelan
s pravcem rezultantne sile, pk,. Taj pravac zovemo centralna os. Pripadni uredeni par
(Kgr, Mpg) zovemo dinamitki vijak.

4.3.1. Odredivanje polozaja centralne osi

Promatramo rezultantno djelovanje sustava sila i momenata u odnosu na tocku A,
(Kgr,Mpga). Rezultantni moment Mpga mozemo rastaviti na dvije komponente, kom-
ponentu paralelnu s pravcem rezultantne sile, Mg k,,, i komponentu okomitu na pravac
rezultantne sile, Mp A xp. 1,

Mpgra = Mrx, + MpaKg, L - (4.3.5)

Komponente rastava jednostavno slijede prema
Mrx, = (Mga-ek;) ek, (4.3.6)
Mpakp1 = Mpga— Mgk, - (4.3.7)

Trazimo tocku C na centralnoj osi za ¢ije rezultantno djelovanje (Kg, Mg c) vrijedi da
je staticki ekvivalentno rezultantnom djelovanju u tocki A, (Kr,Mpga) i da je pravac
rezultantnog momenta Mpg ¢ paralelan pravcu rezultantne sile Kg, odnosno da ne postoji
komponenta vektora Mp ¢ okomita na pravac rezultantne sile,

Mkgc =Mrky Mrckgp1 =0. (4.3.8)

—ﬁ
Neka je g = AC. Tocka C proizvoljna je tocka na centralnoj osi, pa mozemo uzeti da je to
tocka na pravcu okomitom na rezultantnu silu u tocki A, pg L pk,. Izmedu rezultantnih

momenata vrijedi relacija
Mpgpa = Mgrc +g x Kz, (4.3.9)

koja povlaci odnos
MpakyL =8 X Kg, (4.3.10)

Sto zapravo znaci da su g, Kr, Mg a k.1 desno orijentirana baza. Uz oznaku Mgk, 1 =
Mp | slijedi relacija za iznos vektora g,

Mg.| = |g||Kg[sinZ(g, Kg) = [g| Kz
’MRJ_’

Vektori baze medusobno su okomiti Sto povlaci da su pravci vektora g i Kr x Mp |
paralelni, pg || Pk zxMy,, ; 0dnosno kolinearni. To znaci da njihov odnos mozemo zapisati
kao dva kolinearna vektora
g = A (KR X MR,J_)
= |g] =AKg|[Mpg1]| . (4.3.12)
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Izjednacavanjem izraza za |g| u jednadzbama (4.3.11) i (4.3.12) slijedi

Mg, |
—— = AKg| M| = A= —=, (4.3.13)
K| Kg|”
na temelju ¢ega proizlazi izraz za vektor g,
KrpxM
g= A" e (4.3.14)
K|

Uz poznatu tocku A i odredeni vektor g jednostavno proizlaze koordinate tocke C, a
pravac centralne osi odreden je jedini¢nim vektorom ek, zbog paralelnosti centralne osi
s pravcem rezultantne sile.

Mgk,

Slika 4.3.1: Polozaj centralne osi

Izraz za vektor g u jednadzbi (4.3.14) mozemo raspisati,

KR X MR’J_ . KR X (MR,A — MR,KR>

Kp|’ Kr/|’
K M K M K M
_ ErxMas RKaxMex, KEgxMas (4.3.15)
Kk Kk| Kk

Sto je jednostavniji izraz jer ne moramo rastavljati na komponente rezultantni moment u
tocki A.
Odnos (4.3.15) mozemo dobiti i izravno iz vektorske algebre,

KRXMR,A = KRX (gXKR+MR,KR):KRX (gXKR>+KRXMR,KR
— Kpx(gxKg)=g- (Kr-Kg) —Kr(g-Kg) = g|Kal|"
K M
_BrX A (4.3.16)
Kk

4.4. Rotacijska simetrija

Pomocu centralne osi mozemo opisati rotacijsku simetriju polja rezultantnih djelovan-
nja. Pretpostavljamo da su poznata rezultantna djelovanja (Kz, Mgk, ) i centralna os.
Promatramo proizvoljnu ravninu okomitu na centralnu os, a probodiste centralne osi s
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promatranom ravninom ozna¢imo O. Rezultantna sila jednaka je u svim tockama (1. in-
varijanta). Promatramo rezultantno djelovanje u proizvoljnoj tocki A koja se ne nalazi na
centralnoj osi. Radij-vektor od probodista do tocke A oznacimo ra. Rezultantno djelo-
vanje je dinamicki vijak u probodistu, (Kz, Mrk,). Vektor momenta u tocki A odreden
je 1zrazom

MR,A = MR,KR + (—I‘A> X KR R (4417)

pri ¢emu je komponenta (—ra) X Kg tangencijalni vektor na kruznicu odredenu radijusom
|ra| oko probodista centralne osi.

Za sve tocke jednako udaljene od probodista, sve tocke na kruznici radijusa ||rall,
vektori momenta jednakog su iznosa i leze u ravnini paralelnoj centralnoj osi koja dira
definiranu kruznicu u promatranoj tocki. Pove¢anjem radijusa kruznice proporcionalno
raste i komponenta tangencijalnog vektora na kruznicu. Svim tangencijalnim vektorima
pribrajamo jos i komponentu momenta na centralnoj osi sto povlac¢i da ¢e vrhovi vektora
momenata tocaka, koje se nalazu na nekom pravcu iz probodista, lezati na istom pravcu.

Mg e

—Irp X KR

Slika 4.4.2: Rotacijska simetrija
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5. Statika materijalne tocke

5.1. Ravnoteza materijalne tocke

Neka na materijalnu tocku djeluje sustav sila K;,2 = 1,...,n. Osnovna karakteristika
takvog sustava sila je da sve sile prolaze kroz promatranu materijalnu tocku. Materijalna
tocka je u ravnotezi ako iS¢ezava vektorski zbroj svih sila koje na tocku djeluju,

iKi =0. (5.1.1)
=1

Skalarna formulacija ravnoteze materijalne tocke svodi se na iS¢ezavanje zbroja projekcija
svih sila na tri nekomplanarne osi,

) Kioy=0, Y Kip=0, > K, =0. (5.1.2)

U konkretnim primjerima nacelno uzimamo tri medusobno ortogonalne osi Sto uglavnom
dovodi do postavljanja zbroja sila u smjeru tri koordinatne osi. U slucaju ravninskog
sustava sila vektorska jednadzba jednaka je kao i za prostorni slucaj, (5.1.1), a u sklaranoj
formulaciji dovoljno je uzeti iS¢ezavanje zbroja projekcija svih sila na dvije nekolinearne
osl.

Zadovoljavanje navedenog uvjeta, (5.1.1), automatski povlaci i zadovoljenje uvjeta
za ravnotezu momenata, jer za sve sile koje djeluju na istu materijalnu tocku vrijedi
> (d; x K;) = 0. Obrat ne vrijedi, ako sile zadovoljavaju ravnotezu svih momenata na

tz)éku ne slijedi nuzno i da vrijedi ravnoteza svih sila na tocku. Najjednostavniji primjer
je kad imamo samo jednu silu, K; # 0, u promatranoj tocki. Ocito je rezultantni moment
na promatranu tocku jednak nuli jer sila prolazi kroz tu tocku, a rezultanta sila je jednaka
zadanoj sili u tocki i sigurno nije jednaka nuli.

Za odredivanje ravnoteze materijalne tocke nije nuzno koristiti samo skalarnu formu-
laciju ravnoteze projekcija sila na tri nekomplanarne osi, (5.1.2). Odredivanje ravnoteze
materijalne tocke mozemo provesti pomocu

e iSCezavanja projekcija na tri nekomplanarne osi, (5.1.2),

e iSCezavanja momenata oko tri osi koje nisu paralelne, ne sijeku se u istoj tocki i nisu
u ravnini koja sadrzi promatranu materijalnu tocku,

e iScezavanja projekcija na dvije nekolinearne osi i iSCezavanja momenta na os koja ne
smije biti u ravnini s pravcem koji sadrzi promatranu materijalnu tocku i okomit je
na dvije osi projekcija,

e iSCezavanja projekcije na jednu os i iS¢ezavanja momenata na dvije osi koje ne smiju
sadrzavati promatranu materijalnu tocku, njihove ravnine s promatranom materi-
jalnom tockom ne smiju se podudarati i presjecni pravac tih ravnina ne smije biti
okomit na os projekcije sila.
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5.2. Uravnotezenje materijalne tocke
5.2.1. Uravnotezenje jednom silom

Neka na materijalnu tocku djeluje sustav sila K;, ¢ = 1,...,n. Zadani sustav sila
uravnotezujemo jednom uravnotezujucom silom, R, koja djeluje na materijalnu tocku.
Neka je rezultantna sila K g staticki ekvivalentno, rezultantno djelovanje zadanom sustavu

sila, Kr = > K;, iz vektorske jednadzbe ravnoteze materijalne tocke, (5.1.1), jasno slijedi

=1
vektorska jednadzba za uravnotezujucu silu
Kr+R=0=R=-Kp, (5.2.3)

odnosno pripadne skalarne jednadzbe, ravnoteze projekcija na kordinatne osi (z1, zq, x3),
Ry == Kiw =-Kpa, j=123. (5.2.4)
i=1

Graficki postupak se svodi na zatvaranje poligona zadanih sila s uravnotezuju¢om silom
prema pravilima grafickog zbrajanja vektora.

5.2.2. Uravnotezenje jednom silom na zadanom pravcu i jednom silom u
zadanoj ravnini

Neka na materijalnu tocku djeluje sustav sila K;, ¢ = 1,...,n. Sustav sila zelimo
uravnoteziti silom R4 na zadanom pravcu i silom R, u zadanoj ravnini. Zadani pravac sile
R, definiran je jedini¢nim vektorom pg, a zadana ravnina sile Ry definirana je normalom
n. Vektorska jednadzba ravnoteze glasi

> Ki+Ri+Ry=0, (5.2.5)

i=1

uz geometrijske uvjete

R1 = Rlpo s R2 -n=20. (526)
Vektorsku jednadzbu ravnoteze mozemo skalarno pomnoziti s normalom na zadanu ravn-
inu sile Ry i slijedi

> K;-n+Ripy-n=0, (5.2.7)

i=1
iz Cega proizlazi izraz za iznos sile Ry

— ZKZ ‘1n
R =—=" . (5.2.8)
Po-n

Na taj nacin vektor sile glasi R; = Ripy. Sila Ry jednostavno slijedi iz vektorske jed-
nadzbe ravnoteze

R,=-) K —R;. (5.2.9)
=1

Graficki postupak se svodi na rastavljanje rezultantne sile zadanih djelovanja Kz na silu
na zadanom pravcu i silu u zadanoj ravnini, pri ¢emu je orijentacija uravnotezujucih sila
takva da zatvara poligon sila sa zadanim silama u promatranoj materijalnoj tocki.
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5.2.3. Uravnotezenje s tri sile na zadanim nekomplanarnim pravcima

Neka na materijalnu tocku djeluje sustav sila K;, ¢ = 1,...,n. Sustav sila zelimo
uravnoteziti sa tri sile R;, R i R3 na zadanim nekomplanarnim pravcima. Zadani pravci
sila R; definirani su jedini¢nim vektorima p;o. Vektorska jednadzba ravnoteze glasi

> Ki+Ri+Ry+R3=0, (5.2.10)
i=1
uz geometrijske uvjete
Ri=Rip1o, Ro=Rp2o, Rs=R3psp- (5.2.11)

Pripadne skalarne jednadzbe, ravnoteze projekcija na kordinatne osi (x1, 22, x3), slijede
Ripra, + Ropoa, + Rspsa, = — Y Ky = —Kpa, . j=1,2,3. (5.2.12)
i=1

Rjesenjem definiranog linearnog sustava tri jednadzbe sa tri nepoznanice, (5.2.12), sli-
jede iznosi trazenih uravnotezujucih sila, a mnozenjem dobivenih iznosa sila s pripadnim
jedinicnim vektorima jednostavno slijede vektori trazenih sila. Projekcijama na pravce
okomite na ravnine koje zatvaraju po dvije trazene uravnotezujuce sile mozemo zadatak
svesti na tri jednadzbe u kojima je samo jedna nepoznanica, treca sila. U prakticnom
smislu to nije uvijek i najjednostavniji postupak jer moze biti vise posla dok se nadu
ravnine i pripadne okomice nego rjesavanje sustava sa tri nepoznanice. Postupak je jed-
nostavniji ako su pravci trazenih sila medusobno okomiti.
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6. Statika tijela u ravnini

6.1. Ravnoteza tijela u ravnini

Promatramo tijelo u ravnini. Na tijelo djeluje ravninski sustav sila i momenata
(K;, i =1,...,n,M;, j =1,...,m). Ravninu promatranog tijela mozemo promatrati
kao ravninu xz. Vektori sila K; imaju komponente samo u ravnini promatranog tijela,
K, = K, i+ K, ;k, a vektori momenata koji djeluju u promatranoj ravnini imaju samo
komponente okomite na ravninu, M; = M;j. Vektorski uvjeti ravnoteze tijela u ravnini

Su
Y Ki=0, > Mj+> dxK;=0. (6.1.1)
i=1 j=1 i=1

Skalarna formulacija ravnoteze tijela u ravnini svodi se na iS¢ezavanje zbroja projekcija
svih sila na dvije nekolinearne osi (uglavnom uzimamo koordinatne osi x i z) i iS¢ezavanje
zbroja momenata oko osi paralelne osi y u proizvoljno odabranoj tocki u ravnini (osi
okomite na promatranu ravninu),

zn:Km:o, zn:Kw-:o, zn:idKiKmLiMj:O, (6.1.2)
i=1 i=1 i=1 j=1

pri cemu je dg, najkraca udaljenost pravca sile K; od ishodista, a predznak uz umnozak
udaljenosti i pripadne sile ovisi o smjeru vrtnje momenta pripadne sile oko tocke u kojoj
je definirana os paralelna osi y. Predznak je pozitivan ako je smjer vrtnje u pozitivhom
smjeru, u smjeru suprotnom od smjera kazaljki. Na temelju ¢injenice da momenti u
vektorskom smislu imaju komponentu samo okomito na promatranu ravninu, mozemo
zapravo promatrati zbroj momenata oko tocke probodista definirane osi u promatranoj
ravnini xz.

Za odredivanje ravnoteze materijalne tocke nije nuzno koristiti samo skalarnu formu-
laciju ravnoteze projekcija sila na dvije nekolinearne osi i momenta oko osi okomite na
promatranu ravninu (momenta oko jedne tocke u ravnini), (6.1.2). Odredivanje ravnoteze
tijela u ravnini mozemo provesti pomocu

e iScezavanja projekcija sila na dvije nekolinearne osi u promatranoj ravnini i iSCezavanja
momenata oko jedne tocke u promatranoj ravnini, (6.1.2),

e iSCezavanja projekcija sila na jednu os u promatranoj ravnini i iS¢ezavanja momenta
oko dvije tocke u promatranoj ravnini,

e iSCezavanja momenata oko tri nekolinearne tocke u promatranoj ravnini.

6.2. Uravnotezavanje tijela u ravnini

Promatramo tijelo u ravnini xz na koje djeluje zadani ravninski sustav sila i momenata
(Ki, i=1,...,n, M, j =1,...,m). Zadani sustav sila i momenata u ravnini uvijek
mozemo zamijeniti staticki ekvivalentnom rezultanton silom Kg (ako vrijedi Kr # 0)
ili staticki ekvivalentnim koncentriranim momentom Mpz. U smislu skalarnih formulacija
uvjeta ravnoteze, tijelo na koje djeluje zadani sustav sila i momenata mozemo uravnoteziti
sa
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e tri sile na zadanim pravcima koji ne smiju prolaziti kroz istu tocku,
e jednom silom u zadanoj tocki i jednim koncentriranim momentom.

Ovakva dva na¢ina mogu imati i nesto drugacije interpretacije. Umjesto tri sile na zadanim
pravcima mozemo tijelo uravnoteziti s jednom silom na zadanom pravcu i jednom silom
u zadanoj tocki pri ¢emu je ta zadana tocka sjeciste preostala dva pravca iz osnovne
formulacije. Umjesto sile u tocki i koncentriranog momenta mozemo uravnoteziti s kon-
centriranim momentom i dvije sile na proizvoljnim pravcima koji se sijeku u zadanoj tocki
iz osnovne formulacije ili sa silom u zadanoj tocki i silama na dva paralelna pravca (¢iji
spreg sila zapravo tvori primarno trazeni moment).

Postupak rjesavanja nacelno se svodi na linearni sustav tri jednadzbe s tri nepoznanice.
Promisljanjem o izboru skalarnih jednadzbi za odredivanje nepoznanica mozemo postupak
svesti i na tri jednadzbe u kojima se javlja po jedna nepoznanica ili na podsustav od dvije
linearne jednadzbe s dvije nepoznanice i jednom jednadzbom u kojoj se javlja samo treca
nepoznanica.

6.2.1. Uravnotezavanje tijela s tri sile na zadanim pravcima

Nuzni uvjet da bi mogli uravnoteziti djelovanje na tijelo silama na tri zadana pravca
je da se ta tri zadana pravca ne sijeku u istoj tocki. Ako bi se pravci sijekli u istoj
tocki, mogli bismo uravnoteziti samo ono djelovanje ¢ija rezultantna sila prolazi kroz
tu tocku. Za slucaj da rezultantno djelovanje ne prolazi kroz tu tocku, uvijek bismo
imali neuravnotezeni moment zbog umnoska kraka rezultantne sile do te tocke i iznosa
rezultantne sile. U daljnjim opisima postupka rjesavanja ove zadace pretpostavit ¢emo da
je ispunjen ovaj nuzni uvjet.

Analiticki postupak - Ritterov postupak

Neka na definirano tijelo djeluje rezultantno djelovanje Ky ili Mg i neka su odredena
tri pravca, r1, ro i r3 na kojima djeluju uravnotezujuce sile Ry, Ro i R3. U analitickom
postupku trazimo skalarne velicine iznosa sila, a vektorski izraz za trazene sile dobivamo
mnozenjem iznosa silom s jedinicnim vektorom pripadnih pravaca djelovanja svake od
sila. Prije postavljanja jednadzbi pretpostavimo smjerove nepoznatih sila na trazenim
pravcima. Ako nakon rjesenja sustava jednadzbi iznosi budu negativni zna¢i da su stvarni
smjerovi sila suprotni od pretpostavljenih, a ako iznosi budu pozitivni pretpostavljen je
stvarni smjer trazenih sila.

Oznacimo presjeciSta pravaca trazenih sila tockama

(R} =7 Nre, (4,5,k) = (1,2,3),(2,3,1),(3,1,2) . (6.2.3)

Na taj nacin definirane tocke zovemo Ritterove totke. Postavljanjem jednadzbi zbroja svih
momenata oko definiranih presjecista dobivamo tri jednadzbe u kojima je u svakoj samo
po jedna nepoznanica,

> My =0=R;, i=123. (6.2.4)

Ako su dva pravca trazenih sila uravnotezenja medusobno paralelna (sijeku se u
beskonacnoj tocki njihovih pravaca) tada je treéa jednadzba zbroj projekcija svih sila
u smjeru okomito na ta dva paralelna pravca, a jasno je da je onda jedina nepoznanica u
toj jednadzbi iznos sile na tre¢em pravcu.
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R, € o0

Slika 6.2.2: Ritterove tocke ako su neki od pravaca paralelni

Graficki postupak - Culmannov postupak

Neka na definirano tijelo djeluje rezultantno djelovanje Kr i neka su odredena tri
pravca, 11, 1o i r3 na kojima djeluju uravnotezujuce sile R;. Ry i R3. U grafickom
postupku dobit ¢emo vektore trazenih sila ¢ija duljina predstavlja iznos trazenih sila.

Postupak se svodi na graficko rjesavanje zadace ravnoteze cetiri sile

KR+R1+R2—|—R3:0, (625)

pri ¢emu za jednu silu, Kz, znamo sve potrebne parametre (pravac, iznos, smjer), a za
ostale tri sile znamo njihov pravac. U prvom koraku grupiramo po dva para sila cija
su presjeciSta pravaca vizualno odredljiva (jednostavno uoc¢avamo presjecista pravaca,
presjeciSta nisu negdje izvan vidokruga, Slika 6.2.3). Presjecista pravaca oznacimo {T;} =
pk N1y i{Ts} =ryNrs. Za svaki par sila mozemo definirati pripadnu rezultantu (zbroj
tih sila),

Rk,1=Krg+R;, Ros=Ry+Rg3, (6.2.6)

pri cemu znamo da svaka od rezultanti mora prolaziti kroz tocku u kojoj se sijeku pravci
sila koje tvore pripadnu rezultantu, T, € PR, 1 Ty € pr,,- Zadaca je sada svedena na
ravnotezu dvije sile

Rk,1 +R23=0, (6.2.7)
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pri ¢emu za svaku od tih sila znamo tocku kroz koju prolazi. Za dvije sile znamo nuzni
uvjet za ravnotezu, moraju biti na istom pravcu, Sto povlaci da je pravac za obje sile
pravac kroz tocke Ty i Ty. Taj pravac zovemo Culmannov pravac. Sile Rk i Ry 3 nalaze
se na Culmannovom pravcu, jednakog su iznosa i suprotnog smjera.

/ N

Slika 6.2.3: Culmannov postupak

U proizvoljnoj tocki pravaca paralelnog s Culmannovim pravcem nanesemo iznos (u
odabranom mjerilu) i smjer poznate sile Kg. Iz vrha te sile, $to je ujedno i pocetak sile Ry,
povucemo pravac paralelan s pravcem 7, na mjestu presjeka tog pravca s Culmannovim
pravcem zavrsava sila R;. Na Culmannovom pravcu odmah slijedi i sila Rg ;. Sila
R 3 jednaka je sili Rk, ali u suprotnom smjeru. Iz pocetka sile Ry 3 povucemo pravac
paralelan pravcu 7y, a iz njenog vrha povucemo pravac paralelan pravcu rs3. Presjek ta
dva pravca daje vrh sile Ry i pocetak sile R3. U grafickom prikazu imamo odredene
vektore trazenih sila. Njihova duljina u odabranom mjerilu predstavlja iznose tih sila.
Na grafickom prikazu, (Slika 6.2.4 ), jasno je vidljivo da sa zadanom silom Kg zatvaraju
poligon sila.

Slika 6.2.4: Odredivanje sila na kraju Culmannovog postupka
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A Osnovni pojmovi vektorske algebre

A1l. Notacija

Skalarne vrijednosti iskazivat ¢emo malim ili velikim slovom, npr. progib w, modul
elasticnosti E. Vektore prikazujemo masno (bold) otisnutim slovom, npr. vektor sile K.
Komponente vektora prikazivat ¢emo pripadnim, obi¢no otisnutim, slovom kao i vektor,
uz indeks koji odreduje o kojoj se komponenti vektora radi, npr. K, predstavlja i-tu
komponentu vektora sile K.

A2. Vektori

A2.1. Geometrijsko i fizikalno znacenje vektora

Neka su A i B dvije tocke u n-dimenzionalnom prostoru R™. Orijentiranu duzinu AB
zovemo vektor. Geometrijsko znacenje vektora je translacijski pomak u prostoru R", iz
tocke A € R™ u tocku B € R", v = AB. Fizikalno znacenje vektora je sila na pravcu
i B. Smjer (pravac) vektora definiran je pravcem kroz tocke A i B. Usmjerenje vektora
odredeno je definiranjem pocetne i krajnje tocke.

Vektori AB i CD su jednaki ako tocke A,B,D,C (to¢no tim redoslijedom) tvore par-
alelogram iz ¢ega proizlazi tvrdnja o jednakosti vektora:

Dva su vektora jednaka ako i samo ako imaju jednake duljine, isti smjer (pravac) i isto usm-
jerenje.

Slika A2.1: Jednakost vektora, graficki prikaz

Vektor v dimenzije n (n-dimenzionalni vektor) u prostoru R™ uredena je n-torka real-
nih brojeva
U1

V2

VvV = : :[Ul Vg ... ’Un]T

(A2.1)

Un

Dva su vektora v, w € R” jednaka ako i samo ako su im jednake sve komponente,
v=wEu=w, t=1,2,...,n. (A2.2)

Duljina (modul) vektora preslikavanje je iz skupa R™ u skup nenegativnih realnih brojeva
R{ i definirano izrazom

(A2.3)
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Transponirani vektor je vektor zapisan kao redak

vl = [Ul Vg ... vn] ) (A2.4)

A2.2. Mnozenje vektora skalarom

Mnozenjem n-dimenzionalnog vektora skalarom A € R dobijemo n-dimenzionalni vek-
tor ¢ije su komponente jednake komponentama zadanog vektora pomnozenim zadanim
skalarom,

)\Ul
)\1)2
veR'"=A&WweR" A\-v=| | . (A2.5)
AUy,
A2.3. Zbrajanje vektora

Zbroj dva n-dimenzionalna vektora (rezultanta vektora) jednak je n-dimenzionalnom
vektoru ¢ije su komponente jednake zbroju komponenti zadanih vektora

U1+UJ1

Vo + Wo
+:R"XR" - R", v+w= ‘ : (A2.6)

Up, + Wy

Za zbrajanje vektora i mnozenje vektora skalarom vrijede svojstva

v+w = w+v komutativnost, (A2.7)
(v+w)4+u = v+ (w+u) asocijativnost, (A2.8)
v+(—v) = 0, (A2.9)
Av+w) = Av+Iw, (A2.10)
A+p)v = Av+pv, (A2.11)
AMpv) = (Ap)v. (A2.12)

Fizikalno, zbroj vektora (sila) je rezultantna sila. Geometrijski, zbroj vektora jednak
je dijagonali paralelograma razapetog sa zadanim vektorima (pravilo paralelograma), ili
postupna translacija iz pocetne tocke za zadane vektore neovisno o redoslijedu vektora
jer vrijedi komutativnost (pravilo trokuta).

Slika A2.2: Zbrajanje vektora, pravilo paralelograma
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V+Ww

A 4

Slika A2.3: Zbrajanje vektora, pravilo trokuta

Na isti nac¢in mozemo definirati i zbrajanje vise vektora

NIE
)—‘@K)

.
Il
—_

3
ISE
N)Qm

(A2.13)

(]
<b.
I
<
l‘

v .

J
n

=

<.
Il
_

Sto u geometrijskom smislu opet predstavlja postupnu translaciju iz pocetne tocke za
zadane vektore (pravilo poligona).

Slika A2.4: Zbrajanje vektora, pravilo poligona (mnogokuta)

A2.4. Skalarni produkt vektora

Skalarni produkt vektora v i w, oznaka v - w ili (v, w), definiramo

n

() R*xXR* =R, (v,w) = sz‘wz‘ : (A2.14)

i=1
Vrijednost skalarnog produkta mozemo izracunati i kao
(v,w) = |v||w|cos Z (v, w) , (A2.15)

pri ¢emu je Z (v, w) € [0, 7] kut izmedu vektora.
Skalarni produkt je komutativna operacija, (v,w) = (w,v). Za skalarni produkt
vrijedi svojstvo distributivnosti,

vi(w+u)=v-w+v-u. (A2.16)
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Skalarni produkt moze posluziti i za definiranje okomitosti vektora. Dva vektora v,w # 0
medusobno su okomita ako i samo ako vrijedi v-w = 0.

Skalarni produkt ima primjenu kod projekcije vektora na proizvoljnu os ili proizvoljnu
ravninu. Neka je ey jedini¢ni vektor proizvoljne osi o . Projekcija vektora v na os o

jednaka je
v, = (V-eg)ep. (A2.17)

Graficki projekciju vektora na os odredujemo postavljanjem ravnina okomitih na os kroz
vrhove vektora. Vektor izmedu probodista zadane osi s tim ravninama predstavlja pro-
jekciju vektora na os.

Vo /V

Slika A2.5: Projekcija vektora na os

Neka je n jedini¢ni vektor normale na proizvoljnu ravninu II . Projekcija vektora v

na ravninu II jednaka je razlici zadanog vektora i njegove projekcije na pravac normale n
na ravninu

Vip=V—v,=v—(v-n)n. (A2.18)

Graficki projekciju vektora na ravninu odredujemo postavljanjem pravaca okomitih na
ravninu iz vrhova vektora. Vektor izmedu probodista tih pravaca sa zadanom ravninom
predstavlja projekciju vektora na ravninu.

vin

Slika A2.6: Projekcija vektora na ravninu
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A2.5. Vektorski produkt vektora

Vektorski produkt vektora v i w (oznaka v X w) definiramo
i j k
x REXxR =R vxw = |v, v, v, (A2.19)
Wy Wy W,
= (vyw, —vwy) i+ (v,w, —vw,)j+ (vyw, — v w,) k
Vektorski produkt je vektor okomit na ravninu Il , ravninu u kojoj se nalaze vektori
koji tvore vektorski produkt, v x w L Il, . To povlaci da je vektorski produkt okomit

na oba vektora koji tvore vektorski produkt sto znaci da uredena trojka (v, w,v X w),
tocno tim redoslijedom, tvori desno orijentiranu bazu.

A

Slika A2.7: Vektorski produkt

Apsolutnu vrijednost vektorskog produkta mozemo izracunati i kao
v X w| = |v||w|sinZ (v,w) |, (A2.20)

sto je povrsina paralelograma koji razapinju vektori v i w ¢ime je definirana duljina
vektora koji je dobiven kao vektorski produkt. Vektorski produkt je antikomutativna
operacija, vrijedi jednakost v x w = —w x v. Vektorski produkt dva kolinearna vektora
jednak je nul-vektoru, odnosno v,w # 0, A € R w = Av povlaci v x w = 0.

A2.6. Mjesoviti produkt vektora
Mjesoviti (vektorsko-skalarni) produkt vektora v!, v? v? definiramo
(vixv?) v (R*xR*)-R* >R, (A2.21)

Sto nakon raspisivanja daje

(vI xv?) - v? = (vl —vlo) vl + (vivl — vp0?) vl + (v0) — vvl) vl
v, v, U
= vl v, v (A2.22)
vl vy vl

Apsolutnu vrijednost mjesovitog produkta mozemo izra¢unati i kao

(v1 X V2) v o= (‘V1| }V2‘ sin Z (vl,v2)) ‘V3‘ cos £ (V1 X V2,V3)

(V' [v*]sin £ (v, v%)) [v*[ sin £ (v, T 2) -, (A2:23)
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pri ¢emu je II,1 2 ravnina u kojoj su vektori v' i v2. Geometrijski, mjesoviti produkt

predstavlja volumen paralelopipeda razapetog zadanim vektorima pri ¢emu je baza par-
alelogram razapet vektorima koji tvore pripadni vektorski produkt.

Slika A2.8: Mjesoviti produkt, volumen paralelopipeda

Za mjesoviti produkt vrijede odnosi
(vixv?) v = (vPx V) v = (VP x v o vEL (A2.24)

Mjesoviti produkt moze posluziti i za definiranje komplanarnosti vektora (vektori se nalaze

u istoj ravnini). Tri vektora v',v? v3® # 0 su komplanarna ako i samo ako vrijedi

(vixv?)-v3=0.
A2.7. Vektorsko-vektorski produkt vektora
Vektorsko-vektorski produkt vektora v!,vZ, v3 definiramo

(v xv?) xv? (R xR’) xR* = R,
(v xv) xvP= (v V) vi— (v v v (A2.25)

Geometrijski, vektorsko-vektorski produkt je vektor u ravnini odredenoj vektorima prvog
vektorskog produkta.

A2.8. Derivacije vektora

Vektor deriviramo po skalaru tako da svaku komponentu vektora deriviramo po zadanom
skalaru

da d(li

da _ 44 A2.2
dt idtez (A2.26)
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Gradijent vektor je vektor dobiven deriviranjem skalarnog polja po smjerovima

0o

- €;
— 01
T

Vo = (A2.27)

Divergencija vektora skalarna je vrijednost dobivena zbrajanajem derivacija kompo-
nenti vektora po pripadnim smjerovima

V.a= A2.28
Laplace skalarnog polja opet je skalarno polje prema izrazu
O0?d
AP =(V-V)® = — A2.29
SRR (42.29)
A2.9. Linearna nezavisnost vektora
Skup vektora a;,© = 1,...,n je linearno nezavisan ako vrijedi
d Na=0&N=0,i=1..n, (A2.30)

=1

odnosno nijedan vektor iz skupa ne mozemo prikazati kao linearnu kombinaciju ostalih
vektora.



