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2. POBOLJSANA EULEROVA METODA 1
1. Eulerova metoda
1.1. Diferencijalna jednadv zba
diferencijalna jednadzba
¥ = f(t, ) (1.1.1)
pocetni uvjet z(tg) = xo
vrijednost t, =7,
korak h = %, N broj koraka
aproksimacija vrijednosti
Tit1 = X; + hf(tb,l‘b) (112)
Algorithm 1 Eulerova metoda
L: to,te, o, 1
2: h=(te — to)/n
3 x=ux9,t =1
4: for p=1ton do
5. z=ux+hf(t,x)
6: t=1t+h
7. end for
8 Te =1
1.2. Sustav jednadzbi
sustav jednadzbi
' = fi(t, @1, 22, 3)
' = fo(t,x1, 20, 23)
x3' = f3(t, w1, 0, 23)
pocetni uvjeti x1(ty) = x1,0, z2(to) = 2,0, x3(to) = 3,0
vrijednosti
Tiip1 = @1+ filti 21, v, 3,4)
Toi+1 = 24+ fl(ti,xl,z‘,xzi, £U3,i)
Tgip1 = Tzt fi(ti, x14,T0,,%3,)
1.3. Jednadzba drugog reda
jednadzba drugog reda
T+ at + +bxr = f(t,z,2) (1.3.3)

pocetni uvjeti z(ty) = xo, ©(tg) = do
supstitucija ¢ = y = sustav jednadzbi

T =y
) = f(tvxay)_ay_bx
2. Poboljsana Eulerova metoda

2.1. Diferencijalna jednadzba

o' = f(t,x) a(to) = a0
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aproksimacija vrijednosti

ki = f(ti,zs)
ko = f(tl + h,z; + hk‘l)
Tig1 = @+ p Rtk (2.1.1)

2

Algorithm 2 Poboljsana Eulerova metoda

t07te,x0,n

h = (te —to)/n

l‘:l‘o,t:to

for p=1tondo
k1l = f(t,x)
t=t+h
rp=x+hx*kl
k2=f(t,xp)
x=ux+ h(kl+k2)/2

end for

L Le =T

=
= O




3. RUNGE-KUTTA METODE

3. Runge-Kutta metode
3.1. RK2

diferencijalna jednadzba
xl = f(t,l'), l’(to) = 2o

aproksimacija vrijednosti

ky = f(ti,z)
ky = f(t; + ah,z; + hpBky)
Ti+1 = X —+ h (w1k1 —+ w2k2)
odstupanje, uz f; = f(t;,x;)
err(h) = i1 —x; — hlwifi +wa f(t; + ah,z; + Bhfi]

= (1-wi —wo)hf; + <; - awz) fixh® + (; - ﬂw) fiyfil® + O(h?)

uvjeti za kubnu konvergenciju wy + we = 1, aws =1/, fwy =1/2
aproksimacija vrijednosti uz w; = we = %7 a=0=1

ky = f(ti,x)
ko = f(tz + h,z; + hk‘l)
Tig1r = T+ hkl ks

2

3.2. RKn

diferencijalna jednadzba
¥ = f(t,x), x(to) =zo

aproksimacija vrijednosti

ki = f(ti,x)
ka = f(ti+aoh,xz; + hB21k)
ks = f(ti+ ash,z; + h(B31k1 + B32k2))
n—1
kn - f ti +anhami +h25n,jkj
=1
n
Tit1 = X;+ thjk‘j
i=1

3.3. RK4

diferencijalna jednadzba
2= f(t,x), x(to) = x0

aproksimacija vrijednosti

ki = f(ti, =)
ky = f(tz+h/2,$z+hk‘1/2)
ks = f(ti+h/2,l‘i+hk‘2/2)

Tit1 = .’Ez+h(k)1+k2+k3)/6

(3.1.1)

(3.1.2)

(3.1.3)

(3.2.4)

(3.2.5)

(3.3.6)

(3.3.7)
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4. Predictor-Corrector metode

4.1. Adams-Bashforth-Moulton m-kora¢na predictor-corrector metoda

m—1
yP (i) = y(a;) + h - Z VEf () - /C *ds| (4.1.1)
k=0
1
Vo) =y + 0 (g ) ()" [ €0 ds

+ h.mil VEf(x) [(=1)F | Ofds — (=)™t [ €% ,ds
5 (e o cor [

—s(—s—l)-~-(—s—k+1).

} , (4.1.2)

h korak mreze, a

Ck_s A (4.1.3)
Vi) = [f(zi) = f(@iza), 1.4)
VFf(z) = V (V' () 1.5)

odnosno -
ka(l‘l) = f(xl) — Zvrf(a:i_l) . (416)

r=0
P(ein) = ylan) +he S 1t [ o) (4.1.7)

k=0 0
Y (ziv1) = y@) +hf (@i, ¥ (@) (=1)™ 1/ qds

. m—1 ka(xl) (—l)k C~5ds — (_l)m—l Cmé 1ds R (418)
,;J { [ 0/ k / }

4.2. Standardna Adams-Bashforth-Moulton predictor-corrector metoda

h
Yin = it 5; (55fi = 59fi1 +37fi2 = 9fis) (4.2.9)
Yig = (9f o H19fi = 5fi1 + fi72) ; (4.2.10)

uz fi = f(xr, yx) and fip+1 = f(xi+1ayi+1)

4.3. Red konvergencije standardne predictor-corrector metode

err, = hm+1f(m)(u y/h m/C sds . (4'3.11)

erre = KOG (G)) / Cotlds (43.12)

uz i, G € [T, Tit1



5. PRIMJENA POBOLJSANE PREDICTOR-CORRECTOR METODE NA STANDARDNU
ADAMS-BASHFORTH-MOULTON PREDICTOR-CORRECTOR METODU 5

4.4. Poboljsana predictor-corrector metoda

1

Yy (wiv1) = m(lep($i+1)+W2yc($i+1)) ) (4.4.13)
1

W, = —(—1)”1/0,;3“(15, (4.4.14)

Wy, = (—1)’“/0,,;8(15, (4.4.15)

Wi+ W, = 1)7"—1/c,;ilds. (4.4.16)

4.5. Red konvergencije poboljSane predictor-corrector metode

1
Ertmpe = W (W1 -erry, + Wa - erre)
1
() [ e ids
= o (—l)m/O,des-hm“f(’”)(uuy(ui))
—L)m=t [ O ds
0

1
—1)™ [ Crds 1
+ 01 (_1)m / C;Ls-l-lds . hm+1f(m)(<-i7 y(gz))
—1)m-t fC;@ildS

fC' Sds(— me s
_ A [F0 (G (@) — £ e ()
—1)m-1 fc;ﬁ_lds

fC Sds(— fC stlds
= A (G — ) MY ()
m lf ldS
fC’ Sds(— fC’ stlds

IN

P2 My (4.5.17)

1t f Cplads
0

uz & € [z, Tit1], & M1, 5 je maksimum (m + 1). derivacije na [z;, Ti1].
pokazano je da poboljsana metoda ima za jedan veéi red konvergencije od stndardne metode

5. Primjena poboljsane predictor-corrector metode na standardnu

Adams-Bashforth-Moulton predictor-corrector metodu

h
Yi = vt 2 (55fi =59fi—1 +37fi—2 —9fi-3) , (5.0.18)

h
ny = Y + (9 Zp+1 +19f; —5fi—1 + fi_z) R (5.0.19)



5. PRIMJENA POBOLJSANE PREDICTOR-CORRECTOR METODE NA STANDARDNU
ADAMS-BASHFORTH-MOULTON PREDICTOR-CORRECTOR METODU

m 1 C
Yit1 = 570 (25ly¢+1 + 19yf+1) .

1 1
(~1)* [ G5 *ds(—1)* [ G5 **1ds
0 0

IN

h® M,

e mpe

1
(—1)2 [ Cy*ds
0

251 19
] 4769

_ 720720 15

= 3 h° M

= WP M, r ~ 0.024532h° M,

(5.0.20)

(5.0.21)
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6. Metoda konaénih razlika

6.1. Aproksimacija pomaka metodom konac¢nih razlika

Klasican pristup diskretizaciji matematickog modela temelji se na metodi kona¢nih razlika. Potrebno
je priblizno rijesiti diferencijalnu jednadzbu u odredenom broju tocaka. Trazimo da u tim tockama
rezidual bude jednak nuli. Bit aproksimacije metodom konac¢nih razlika je u zamjeni derivacije (nagiba
tangente) kona¢nom razlikom (nagibom sekante) na krivulju progiba. Ako pretpostavimo jednaki razmak
medu tockama (h), mozemo pisati

w'(z;) =~ W' (x;) = tana = % [w(z; +h) —w(z; —h)] . (6.1.1)

Nagib tangente funkcije w(z) u tocki (x;, w(z;)) aproksimiramo nagibom sekante kroz tocke (z; —h, w(xz; —
M) i (z; + h,w(x; +h)). Ako razmak tocaka h tezi nuli, jednadzba (6.1.1) zapravo je klasiéna definicija
prve derivacije funkcije

w/(2) = Jim % [w(ws + h) — w(z: —h)] . (6.1.2)
Pogresku aproksimacije derivacije mozemo odrediti pomou razvoja funkcije u Taylorov red i procjene
vrijednosti progiba u tockama x; + h i x; — h,

h? h3
w(r;+h) = wx;)+ hw'(x;) + gw”(zz) + yw"’(xl) +
hk
—i—Hw(k)(aﬁi) o, (6.1.3)
h? h3
w(r; —h) = w(x;) - hw/(xZ) + or H(mz) Y w" (2;) +
(—1)" ¥ (k)
+Tw () + ... . (6.1.4)
Ako oduzmemo drugu jednadzbu od prve jednadzbe dobivamo
1
w(z; +h) —w(x; —h) = 2hw'(x;) + 26h3w”’(xi) +...
R e ekt

Ako podijelimo jednadzbu s 2h slijedi
w(x; + h) —w(x; — h)
2h

1 1
= w'(xz;) + gth/”(azi) + ghzlw””/(wi) + ...
h2k
+
(

Vidimo da aproksimacijom prve derivacije lijevom strane jednadzbe odbacujemo ¢lanove uz h? i vise
potencije korak h §to znaéi da je pogreska proporcionalna s h? i pisemo O(h?).
Na isti na¢in mozemo odrediti i aproksimaciju druge derivacije kao pribliznu derivaciju prvih derivacija

funkcije u tockama x; + % iw; — %,
1
w’(z;) = (w'(x;)) ~ w'(x;) = X [w'(z; + h/2) — W' (z; — h/2)]

= % {;l [w(z; + h) —w(z;)] — % [w(z;) — w(z; — h)}}

w(z; + h) — 2w(x;) + w(x; — h)
= 2 . (6.1.7)
Za rubne zadace u analizi konstrukcija potrebne su nam i aproksimacije trece i cetvrte derivacije. Njihove
aproksimacije metodom konacnih razlika su
S 9R) — w( s 2w(as — h) — 9
ey = L@t 2h) 2wt 11)223 w(z; —h) —w(z: —2h) (6.1.8)
T () = w(x; +2h) — dw(xz; + h) + 6w(z;) — dw(x; — h) + w(x; — 2h)
7 - h4 .

(6.1.9)
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Vrijednost derivacije funkcije u tocki x; izrazili smo kao linearnu kombinaciju vrijednosti funkcije u
susjednim toqv ckama. Koeficijente linearne kombinacije mozemo dobiti i iz sustava postavljenog u smislu
najbolje aproksimacije trazene derivacije. Vidimo da je n-ta derivacija izrazena kao liearna kombinacija
vrijednosti funkcije u n+ 1 tocaka. Postupak ¢emo pokazati na definiranju linearne kombinacije za drugu
derivaciju pomoc¢u tri proizvoljne tocke, Titan, Titgn i Tityn. Za svaku odabranu toqv cku mozemo
izraziti pripadnu aproksimaciju Taylorovim redom u okolini tocke x;,

(@) i, (ah)®

w(z; +ah) = w(x;)+ ahw'(z;) + TR (@) + 3 (i) + ..., (6.1.10)
2 3

w(z; + Bh) = w(z;) + phw'(z;) + @w”(xi) + @wm(mi) +..., (6.1.11)
2 3

w(z; +vh) = w(z;) +vhw'(x;) + (7;) w”(x;) + ('y;) w” (z) + ... (6.1.12)

Izjednac¢imo drugu derivaciju u tocki x; s linearnom kombinacijom vrijednosti funkcije u odabranim
tockama,

w”(x;) = Aw(x; + ah) + Aw(x; + Bh) + Aw(z; + vh) . (6.1.13)

Za suvislu aproksimaciju druge derivacije (u opéenitom sluc¢aju n-te derivacije) sve prethodne derivaciije,
ukljuc¢ujudi i vrijednosti funkcije u tim tockama moraju is¢eznuti. UvrStavanjem razvoja U tayorov red
za pripadne vrijednosti u linearnoj kombinaciji slijedi jednadzba

w’(z;)) = Aw(z; + ah) + Aw(z; + Bh) + Aw(z; + vh) (6.1.14)
ah)? ah)?
= A (w(x,) + ahw'(z;) + %w”(zi) + (%!)w’”(xi) +.. >
2 3
w5 (e + st + Gw e+ Gl + )

2 3
. c(wm)ﬂhw'mw 01 () 4+ 2 w"'<m>+) .

Sada grupiramo ¢lanove razvoja uz istu derivaciju u tocki x;, pa slijedi

w’(z;)) = Aw(w; + ah) + Aw(z; + Bh) + Aw(z; + vh) (6.1.15)
— (A+B+C)w(x) (6.1.16)
+ (Aa+ BB+ Cv) hw'(x;)
2
+

(
(Aa2 + Bp% + C’y2) %’w”(%‘)
+

h3
Ad® + BB® + Cy?) gw"’(xi) +.o.

Zelimo da takva linearna kombinacija najbolje aproksimira trazenu drugu derivaciju u tocki x;. To
znaci da koeficijent uz w”(x;) treba biti jednak, koeficijent uz sve nize derivacije jednak nuli, a dio uz
viSe derivacije jednistavno odbacuemo kao pogresku aproksimacije. Izjednacavanjem pripadnih linearnih
kombinacija s 1 ili 0 slijedi sustav jednadzbi

A+ B+ c =0
h( «A+ pB+ ~C )=0 (6.1.17)
2
% ( QA+ B+ 2C )=1
koji mozemo zapisati i u matricnom obliku
11 1 A 0
a [ | |B|l=[0]. (6.1.18)
a2 ﬁQ ,YQ C %
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Rjesenjem sustava slijede koeficijenti linearne kombinacije

2

A R2(F=a)(7—a)
2
B| = w05 | - (6.1.19)
2
2 h2(y=B)(v—a)
U opcenitom slucaju kad trazimo koeficijente linearne kombinacije A;, j = 1,...,n + 1 za aproksi-
maciju n-te derivacije pomocu vrijednosti funkcije u proizvoljnim tockama x; + b, 7 =1,...,n + 1,

sustav jednadzbi u matri¢cnom zapisu glasi

_ - A 0
1 1 1 1 !
Aq 0
a1 (6] e} BN 70N |
k k k & Ak 0
af as o af gy = . (6.1.20)
n—1 n—1 n—1 n—1 An 0
oy A @ Ont1
« al a”t a !
! 2 J el An+1 %

6.2. Koordinatne funkcije kod metode konac¢nih razlika

Postupak prora¢una rubne zadaée provodimo diskretizacijom podruc¢ja definiranjem n ¢vorova na
razmaku h i za svaki ¢vor napisemo jednadzbu konaé¢nih razlika, ovisno o stupnju derivacije diferencijalne
jednadzbe rubne zadace. Izraz (6.1.1) je tocan samo ako je progibna linija w(x) parabola (tada su tangenta
u x; lokalnom tjemenu parabole i pripadna sekanta kroz z; — h i x; + h paralelne). Funkciju w(z) na
segmentu [z; — h, z; + h] aproksimirali smo zapravo linearnom kombinacijom triju parabola ¢; , j =1,2,3

3
w(r) ~w(r) = Z a;p; . (6.2.1)

pri ¢éemu su parabole ¢; i pripadni koeficijenti linearne kombinacije a;

1 T —x; 2 Tr—x;
<P1—2l( h ) i ], a; =w(x; —h),
r — I; 2
po=1-— h , as = w(x;) , (6.2.2)
_1 T —x; 2+x—xi — w(a; + h)
<P3—2 h h s as = w(x; .

Koeficijenti linearne kombinacije a; su zapravo vrijednosti progiba u ¢vorovima. Jednadzbe konacnih
razlika moémo zapisati u obliku

3
K> ajp;| (@) =gqu(wi), i=1,....n. (6.2.3)
j=1
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: ; : ‘

s 2

EI L

Slika 6.3.1.1: Slobodno oslonjena greda opterec¢ena jednoliko distribuiranim optere¢enjem

6.3. Numericki primjeri

Primjer 6.3.1. Metodom konacnih razlika odrediti progib wr, /o u sredini slobodno oslonjene grede raspona
L konstantnog momenta inercije popreénog presjeka I i modula elasticnosti E, opterecene jednoliko dis-
tribuiranim opterecenjem q

Diferencijalna jednadzba progibne linije grede glasi

(E(@)I(z)w")" = q(z) . (6.3.1.1)

Ako uzmemo u obzir da su poprecni presjek i modul elasti¢nosti konstantni uzduz grede, a opterecenje
jednoliko distribuirano, jednadzba glasi

Elw™ =q. (6.3.1.2)

Zadana je greda na oba svoja kraja slobodno oslonjena $to znaci da su progibi i momenti u krajnjim
tockama jednaki nuli. Rubni uvjeti glase

w(0)

. M(0) = —EIuw"(0) = 0 = w"(0) = 0 (6.3.1.3)
w(L) !

0 b)
0 , M(L)=-EIw"(L)=0=w"(L)=0. (6.3.1.4)

Gredu (podrucje) podijelimo na k jednakih dijelova, h = L/k, a évorove (k+ 1 ¢vorova) podjele ozna¢imo
x; = ih,i = 0,...,k (diskretizacija podruéja). Takva podjela (z; — x;—1 = h,Vi € {1,...,n}) naziva se
ekvidistantna podjela.

Vrijednosti funkcije progiba i potrebne derivacije u ¢vorovima mozemo krace zapisati kao

w(z;) = w; ,w'(z;) =w) .. ... (6.3.1.5)

U svakoj tocki podrucja (grede) vrijedi diferencijalna jednadzba progiba. Jednadzbu mozemo zapisati za
svaki ¢vor z;

EIw!™ =q. (6.3.1.6)

Aproksimacija potrebne ¢etvrte derivacije u smislu metode konaé¢nih razlika glasi
wi¥ & — [’wi,Q —dw;_1 + 6w; — dw; 1 + wi+2] . (6317)

Ako za svaki ¢évor x; raspiSsemo pripadnu jednadzbu dobivamo k + 1 jednadzbi. Zbog toga Sto cetvrta
derivacija u svakom ¢voru aproksimirana u smislu metode kona¢nih razlika treba i vrijednosti dva
¢vora ispred i dva ¢vora iza ¢vora x;, u jednadzbama za krajnja dva c¢vora javljaju se i vrijednosti
W_9,W_1, Wk+1, Wkt2, koje su zapravo vrijednosti u totkama izvan naseg podrucja (grede [0, L]), te
imamo k + 5 nepoznanica. Umjesto tih jednadzbi uzimamo rubne uvjete. Umjesto diferencijalne jed-
nadzbe u évorovima ¢ i 2 uzmemo jednadzbe za geometrijske rubne uvjete (zadane vrijednosti progiba)
u lezajnim ¢vorovima. Za prora¢un progiba u ¢vorovima x_j i x4 izvan podrucja uzmemo jednadzbe
za iznose momenata u lezajnim ¢vorovima.

Sada podijelimo podrucje (gredu) na cetiri dijela jednake duljine (ekvidistantna mreza), h = L/4,
x; =1th,i =0,...,4. Za svaki ¢vor raspiSsemo pripadnu jednadzbu u smislu metode kona¢nih razlika

1
Elﬁ [’LUZ‘_Q —dw; 1 + 6w; — dw;41 + wi+2] =q. (6318)
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) T X9 xs3 Ty
P 2
L/4 L/4 L/4 L/4

— P>

Slika 6.3.1.2: Podjela grede na ¢vorove, h = L/4

Dobivamo sustav jednadzbi

= SesmT (6.3.1.9)

OO R FHMFEMEMFEOO

U jednadzbama se javljaju i vrijednosti progiba izvan podrucja (grede [0, L]). Potrebno je iskoristiti rubne
uvjete. Umjesto jednadzbe za prvi i zadnji ¢vor uvodimo geometrijske rubne uvjete, wg = 0 i wy = 0.
Za prorac¢un vrijednosti progiba u ¢vorovima izvan podrucja u jednadzbama za ¢vorove xq i 3 iskoristit
¢emo rubne uvjete My =0 i M, = 0. Momente proracunavamo prema izrazu

M(z) = —EIw"(x) . (6.3.1.10)
Za ¢vorove xg 1 x4 slijede jednadzbe
1
My=0 = —Elﬁ [w_1 — 2w + w1] , (6.3.1.11)
M4 =0 = _Elﬁ [U}g - 211}4 + U}5] . (63112)

U izrazima imamo jo§ uvijek vrijednosti progiba u tockama izvan podrucja. Potrebno je izraziti vrijednosti
progiba u tim tockama preko vrijednosti progiba u tockama unutar podrucja. U tockama u kojima je
moment jednak nuli o¢ito je i druga derivacija progiba jednaka nuli (w” = 0) Sto znaci da su to ujedno
i tocke infleksije. Zbog toga mozemo funkciju progiba izvan podruzja aproksimirati kao antimetricnu
funkciji progiba unutar podruéja, w_; = w;. To znac¢i da vrijedi w_; = wy 1 ws = ws i te jednakosti

Zo I

Tr—1

Slika 6.3.1.3: Aproksimacija vrijednosti izvan podrué¢ja oko slobodno oslonjenog lezaja

uvrstimo u jednadzbe za ¢etvrtu derivaciju u tockama wi i ws, uz wyg = 0 1 wy = 0, pa slijedi

qh*
I = w_q1 — 4wy + 6wy — 4w + w3
= bwy; — 4wy + ws , (6.3.1.13)
qh*
5ol = w; — 4wy + 6wz — 4wy + ws

= wy — 4wy + Sws . (6.3.1.14)
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Sustav jednadzbi sada glasi

10 0 0 Of |wo 0
0 5 —4 1 0] |u 14 1
0 4 6 -4 0] |w| = 25q6EI 1 (6.3.1.15)
0 1 —4 5 0f |ws 1
0 0 0 0 1| |ws 0
Rjesenje sustava daje vrijednosti progiba u ¢vorovima mreze
5 qL* 7 qL?

Pogreska vrijednosti progiba u sredini raspona dobivenog metodom konaé¢nih razlika uz podjelu grede na
4 dijela, 5 ¢vorova iznosi 5%,

5 qL* 7 qL* 5.25¢qL*
n(L/2) = —— | L2)= —— = ——. 6.3.1.17
Momente u ¢vorovima grede prora¢unavamo prema izrazu
M(z) = —-ElIuw"(x), (6.3.1.18)
1
Na taj na¢in momenti u sredini i ¢etvrtini raspona iznose
16 ¢L* qL?
M —El— 5—2-7T+5)="— 6.3.1.20
Lz 251257 +9) =3 ( )
16 qL* 3qL?
M —El— 0—-2-547)= 6.3.1.21
L/a 251257 =5 ( )
i jednaki su stvarnim momentima u tim tockama.
Ako podijelimo gredu na 8 dijelova, h = L/8, 9 évorova a; = th,i = 0,...,8, rjeSenje u sredini raspona
i) X1 X9 I3 T4 Is Tg X7 xIs
A 2
L/ L/8 L/8 L/8 L/8 L/8 L/8 LJ8
PPttt —P¢+——P¢———P— >
Slika 6.3.1.4: Podjela grede na ¢évorove, h = L/8
glasi
27 qL*  5.0625 qL*
Weams (L/2) = 50 = = (6.3.1.22)

2048 EI 384 FEI°
Pogreska iznosi 1.25%, §to je Cetiri puta manje nego pogreska rjesenja dobivenog podjelom na cetiri dijela.
Metoda konaénih razlika kvadratno konvergira, n puta manji korak povlaéi n? puta manju pogresku, §to
u nasem primjeru znaci da dvostruko manji korak mreze ¢vorova povlaci cetiri puta manju pogresku.

Primjer 6.3.2. Metodom konacnih razlika odrediti progib wy, na slobodnom kraju konzolne grede raspona
L konstantnog momenta inercije popreénog presjeka I i modula elasticnosti E opterecene jednoliko dis-
tribuiranim opterecenjem q

Konzolna greda je na jednom kraju upeta, a drugi kraj je potpuno slobodan, §to znac¢i da su progib
i kut zaokreta na upetom lezaju jednaki nuli, a na slobodnom kraju moment i porecna sila jednaki nuli.
Rubni uvjeti glase

w(0)=0 , w'(0)=0, (6.3.2.1)
T(L) = —EIw"(L)=0 , M(L)=—EIuw"(L)=0. (6.3.2.2)

Ako za svaki ¢vor x; raspiSemo pripadnu jednadzbu dobivamo k + 1 jednadzbi. Zbog toga Sto ¢etvrta
derivacija u svakom ¢voru aproksimirana u smislu metode kona¢nih razlika treba i vrijednosti dva
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EI L

Slika 6.3.2.1: Konzolna greda optere¢ena jednoliko distribuiranim optereéenjem

¢vora ispred i dva ¢vora iza ¢vora x;, u jednadzbama za krajnja dva ¢vora javljaju se i vrijednosti
W_g,W_1, Wkt1, Wkt2, KOje su zapravo vrijednosti u tockama izvan naseg podrucja (grede [0, L]), te imamo
k + 5 nepoznanica. Umjesto tih jednadzbi uzimamo rubne uvjete. Umjesto diferencijalne jednadzbe za
¢vor xp uzmemo geometrijski rubni uvjet wy = 0, a za prorac¢un vrijednosti progiba w_; iskoristit ¢emo
prirodni rubni uvjet wj = 0. Za prora¢un progiba wyy1 1 wi42 izvan podruéja iskoristit ¢emo jednadzbe
za moment i poprecnu silu u ¢voru na slobodnom kraju konzolne grede.

Sada podijelimo podrucje (gredu) na cetiri dijela jednake duljine (ekvidistantna mreza), h = L/4,
x; =1th,i =0,...,4. Za svaki ¢vor raspiSsemo pripadnu jednadzbu u smislu metode kona¢nih razlika

33|0 T T2 T3 L4
I

L/4 L/4 L/4 L/4

¢+ — P>

EI

F [’LUZ‘,Q —4dw;—1 + 6w; — 4w + wi+2] =q, (6323)

koju koristimo u obliku
h4
Wi—2 — 4’(1)7;,1 + 6w2 - 4wi+1 + Wit2 = qET . (6324)
Dobivamo sustav jednadzbi

w_g
w_q
0 wo

1 -4 6 -4 1 0 w1
1 1 w2

0 1 -4 6 -4 1 w3
0 0 1 —4 6 —4 1| | w
ws
we

= SeeE7 (6.3.2.5)

OO R HMEFMEHOO

U jednadzbi se javljaju i vrijednosti progiba izvan podrué¢ja (grede [0, L]). Potrebno je iskoristiti rubne
uvjete. Umjesto jednadzbe za prvi ¢vor zg uvodimo geometrijski rubni uvjet, wy = 0. Za proracun
potrebnih vrijednosti progiba u ¢vorovima izvan podrucja u jednadzbama za ¢vorove x1, x3 i x4 iskoristit
¢emo rubne uvjete w) = 0, My =01 Ty = 0. Kut zaokreta tangente na progibnu liniju u é¢voru z( jednak
je nuli. Progibnu funkciju izvan podru¢ja mozemo aproksimirati kao simetri¢nu progibnoj funkciji unutar
podruc¢ja, w_1; = wi. To znaci da vrijedi w_; = w; 1 tu jednakosti uvrstimo u jednadzbe za Cetvrtu

T—1 Xo T

w_1 w1

derivaciju u tocki wy , uz wg = 0, pa slijedi

an
Bl

w_1 — 4wy + 6wy — 4wy + w3
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Momente prorac¢unavamo prema standardnomizrazu
M(z) = —FEIvw"(z) , (6.3.2.7)

pa za moment u ¢voru x4 slijedi jednadzba

1
My=0=—-FEl—

2 [ws — 2wg + ws] (6.3.2.8)
na temelju koje mozemo izraziti vrijednost ws,
ws = 2Wg — W3 . (6.3.2.9)
Poprecne sile prora¢unavamo prema izrazu
T(z)=—-EIvw" (x), (6.3.2.10)
pa za poprecnu silu u ¢évoru x4 slijedi jednadzba
T,=0= —EI% [wa — 2wz + 2ws — wg) (6.3.2.11)
na temelju koje mozemo izraziti vrijednost wg,
wg = Wy — 2wz + 2ws

= wy — 2wz + 2(211}4 — w3)
= wo — 4wz + 4wy . (6.3.2.12)

Uvrstavanjem jednadzbe (6.3.2.9) u jednadzbu za ¢etvrtu derivaciju u tocki ws slijedi

ah?
ET

w1 — 4wy + 6wz — 4wy + ws

w1 — 4wy + 6wz — 4wy + (2w4 — w3)
= wi — 4wy + dwsg — 2wy . (6.3.2.13)

Uvrstavanjem jednadzbi (6.3.2.12) i (6.3.2.9) u jednadzbu za Getvrtu derivaciju u tocki wy slijedi

gh'
Bl = wy — 4wz + 6wy — dws + wg
= wy —4ws + 6wy — 4 (2’(1}4 — wg) + (’LU2 — 4ws + 411}4)
= 2wy —4ws + 2w, . (6.3.2.14)
Jednadzba sustava sada glasi
1 0 0 0 0 Wo 0
0 7 —4 1 0 w1 qL4 1
0 -4 6 -4 1 Wo | = 56ET 1 (6.3.2.15)
0 1 —4 5 =2 |ws 1
0 O 2 -4 2 Wy 1

Rjesenje sustava daje vrijednosti progiba u ¢vorovima grede

1 qL* 25 qL*
Ui Er 0 T B2 ELC
23 qL* 17 qL*
_ 23 qL7 _ A4l 6.3.2.16
Y=o BT 0 T 18 EI ( )

Pogreska vrijednosti progiba na rubu konzole dobivenog metodom konacnih razlika uz podjelu grede na
4 dijela, 5 &vorova, iznosi 6.25%,

1qL*

17 gL*  1.0625 qL*
Wan (L) = g7 Wrama(L/2) = 30 F = 5 BT

(6.3.2.17)
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Momente u ¢vorovima proracunavamo prema izrazu

M(z) = -EIuw'(x),
1
M; = —FEl [wi—1 — 2w; + w;41] - (6.3.2.18)

Na taj nac¢in moment na upetom lezaju iznosi

B 16 qL* B qL?

i jednak je stvarnom momentu na upetom lezaju.
Ako podijelimo gredu na 8 dijelova, h = L/8, 9 ¢vorova x; = ih,i = 0,...,8, vrijednost progiba na
kraju konzone grede iznosi
wrame (L) = 65 gL' 1.015625 L*
fms 512 EI 8 EI
Pogreska iznosi 1.5625%, $to je opet Cetiri puta manje nego pogreska rjesenja dobivenog podjelom na
Cetiri dijela ¢ime smo i u ovom primjeru pokazali kvadratnu konvergenciju niza rjesenja.

(6.3.2.20)

Primjer 6.3.3. Metodom konacnih razlika odrediti progib wp o u sredini raspona kontinuirane grede
preko dva jednaka raspona duljine L, konstantnog momenta inercije poprecnog presjeka I i modula
elasticnosti E, opterecene jednoliko distribuiranim optereéenjem q duZ oba raspona

! ! : “

X 7= PN
EI - ET g -

< >4

Slika 6.3.3.1: Kontinuirana greda preko dva raspona optereéena jednoliko distribuiranim optere¢enjem

Zadana greda je na oba svoja kraja slobodno oslonjena $to znaci da su progibi i momenti u krajnjim
tockama jednaki nuli. U srednjoj tocki grede, x = L definiran je klizni lezaj koji ne dozvoljava progib.
Rubni uvjeti za krajeve i za srednji klizni lezaj glase

w(0) =0 , M(0)=—Elw"(0)=0= w"(0)=0, (6.3.3.1)
w(L)=0 |, (6.3.3.2)
w(2L) =0 , M(2L)=—EIw"(2L) = 0= w"(2L) =0 (6.3.3.3)

U svakoj tocki podrucja (grede) vrijedi diferencijalna jednadzba progiba. Jednadzbu mozemo zapisati
za svaki ¢vor x;

EIw!™ =q. (6.3.3.4)
Gredu mozemo podijeliti na osam dijelova jednake duljine (ekvidistantna mreza), h = L/4, x; = ih,i =
0,...,8. Za svaki ¢vor raspiSemo pripadnu jednadzbu u smislu metode konac¢nih razlika
Zo Z1 T2 Zs3 T4 Zs Ze Z7 zs
X paN

L/A L/4 L/4 L4 L/A L/A L/4 LJ4

PP PP —>

Slika 6.3.3.2: Podjela grede na ¢vorove, h = L/4

EI

ﬁ ['wi,Q —dw;_q + 6w; — dw;41 + wi+2] =q. (6335)
Na srednjem lezaju postoji reakcija. Reakcija srednjeg lezaja daje skok u dijagramu poprenih sila.
Poprecna sila neposredno lijevo od presjeka i poprec¢na sila neposredno desno od presjeka nisu jednake.
To znaci da u tocki = L nije definirana trec¢a derivacija. Posljedi¢no ne postoji niti ¢etvrta derivacija.
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Umjesto jednadzbe za cetvrtu derivaciju u @ = L koristimo zadani rubni uvjet wy = 0. Uzimanjem
definiranih jednadzbi za ¢etvrtu derivaciju i uvrstavajem rubnih uvjeta dobivamo sustav jednadzbi

1 0o o 0 0 0 0 0 0 ] [w ] [0]
0o 5 -4 1 0 0 0 0 O wq 1
0O -4 6 -4 0 0 0 0 O Wa 1
0 1 -4 6 0 1 0o 0 0 w3 14 1
00 0 0 1 0 0 0 0 ||w |= 2§6E1 0 (6.3.3.6)
0 0 O 1 0 6 —4 1 0 ws 1
o 0 0 0 0 -4 6 -4 0 We 1
o 0o 0 o0 o0 1 -4 5 0 wry 1
o o o0 o0 0 0 0 0 1 | |ws | 10]
Rjesenje sustava daje vrijednosti progiba u ¢vorovima mreze
w = w 5 g
b T T 2816 BT
37 qL*
wy = w 0 g
7 P T 1408 EI
Pogreska vrijednosti progiba u sredini raspona iznosi 26.1%,
1 qL* 37 qL* 1.261qL*
an (L) = ———, ma(L)2) = —— = ———— . 6.3.3.8
Wan (L) = 5 77 » Wrami L/2) = 56 BT T 92 EI ( )
Momenti u sredini raspona i na srednjem lezaju iznose
16 qL* 3
M = —FlI— 30—2-37+20) = —¢qL 6.3.3.9
L2 12 563267 +20) = al” ( )
16 qL* 5 4
M;, = —FEl— 5—2:-0+5)=——¢qL 6.3.3.10
L 2 1a08ET T =gl ( )
pri ¢emu su odstupanja od analitickih vrijednosti
A=A =91%. (6.3.3.11)
Podjelom grede na 16 jednakih dijelova, h = L/8, progib u sredini raspona iznosi
489 ¢L*  1.066¢L*
moment na srednjem lezaju iznosi
21 0.977
M(L) = ——qL? = ———qL*, A, =2.3%, (6.3.3.13)
172 8
a moment u sredini polja iznosi
143 1.023
M(L/2) = L? = L? ) Apjp=23%. 3.3.14
(L/2) = gomtal? = Z32aL? | Agpy = 2.3% (6:3:3.14)

Primjer 6.3.4. Metodom konacnih razlika odrediti progib wr o u sredini raspona kontinuirane grede
preko dva jednaka raspona duljine L, konstantnog momenta inercije poprecnog presjeka I i modula
elasticnosti E, opterecene jednoliko distribuiranim optereéenjem q duZ jednog raspona

U odnosu na prethodni primjer, razlika je jedino u optere¢enju. Matrica sustava uz istu podjelu bit
¢e jednaka. Vektor opterecenja se razlikuje u dijelu za drugi raspon koji je u ovom primjeru neopterecen.
Sustav jednadzbi glasi

T 0 0 0 0 0 0 0 0 7w ] 0]
05 =4 1.0 0 0 0 0 ||u 1
0 -4 6 -4 0 0 0 0 0 | |uw 1
0 1 -4 6 0 1 0 0 0 | |uws gt |l
00 0 0 1 0 0 0 0 ||w |= 0 (6.3.4.1)
00 0 1 0 6 -4 1 0 ||ws 26ET )
00 0 0 0 -4 6 —4 0 | |ws 0
00 0 0 0 1 -4 5 0 | |w 0
0 0 0 00 0 0 0 1 ||ws | 0]
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Slika 6.3.4.1: Kontinuirana greda preko dva raspona optere¢ena jednoliko distribuiranim opterecenjem
duz jednog raspona

RjeSenjem sustava dobijemo vrijednost progiba u sredini optereé¢enog raspona, pri ¢cemu pripadna
pogreska vrijednosti progiba iznosi 7.8%,

7 qL* 57 qL* 7.773 qL*
an. (L) = ——— ma(L)2) = ——— = —21° | 6.3.4.2
Wan. (L) = 7e5p » wramiL/2) = 5655 BT = 68 EI ( )
Moment na srednjem lezaju iznosi
5 0.909
My =——ql? = ———qL* AL =9.1%. 3.4
Podjelom grede na 16 jednakih dijelova, h = L/8, progib u sredini raspona iznosi
825 ¢L*  7.195qL*
L)2)= ———=——"—" A=28%, 6.3.4.4
w(L/2) = G5o6a BT ~ 768 EI ’ ( )
a moment na srednjem lezaju iznosi
21, 0977, B
M(L) = 344qL = 16 qlL? , Ap =2.3%. (6.3.4.5)

Ovaj primjer je znakovit jer ukazuje na odredeni nedostatak postupka prorac¢una metodom konaénih
razlika. Ako promatramo ovaj isti primjer uz zadanu krutost neoptereéenog raspona nFEI, dobiveno
numericko rjesenje bit ¢e uvijek jednako neovisno o koeficijentu povec¢anja krutosti neoptereéenog raspona.
Na neoptereé¢enom dijelu desna strana jednadzbe uvijek ¢ée biti jednaka nuli i nigdje nece biti iskazana
promjena krutosti tog dijela. Variranje koeficijenta pove¢anja krutosti n ne utjece na prikazano numericko
rjesenje Sto jasno ne odgovara zadanaoj rubnoj zadadci.

Primjer 6.3.5. Metodom konacnih razlika odrediti progib wy, /o u sredini slobodno oslonjene grede raspona
L konstantnog momenta inercije popreénog presjeka I © modula elasticnosti E, opterecene koncentriranom
silom K wu sredini raspona

| x

A 2

L2 EI L2

< >

Slika 6.3.5.1: Slobodno oslonjena greda optere¢ena koncentriranom silom u sredini raspona

Zadana je konstrukcija jednaka kao u prvom primjeru uz jedinu razliku u zadanom optere¢enju. U
ovom primjeru zadana je koncentrirana sila u sredini raspona. Diferencijalna jednadzba progibne linije
grede uz konstantni poprecni presjek i modul elasti¢nosti glasi

Elw™ =¢. (6.3.5.1)

Rubni uvjeti su
w(0) =0, w'(0) =0, w(L)=0, w'(L)=0. (6.3.5.2)
U svim tockama grede optereéenje g jednako je nuli. U sredini raspona zadana je koncentrirana sila

K. Koncentrirana sila ne moze biti jednostavno stavljena na desnu stranu jednadzbe jer ne odgovara
mjerna jedinica prema definiranoj diferencijalnoj jednadzbi. Postoje varijante zamjene koncentrirane sile
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distribuiranim opterecenjem ¢ime mjerna jedinica desne strane jednadzbe odgovara definiranoj diferenci-
jalnoj jednadzbi. Takvi postupci ne odgovaraju fizikalnom smislu zadane rubne zadace u tocki djelovanja
koncentrirane sile. U tocki djelovanja koncentrirane sile razlikuju se poprecne sile lijevo i desno od pres-
jeka. Razlika je jednaka iznosu zadane sile K. To znaci da u toj tocki treca derivacija progibne funkcije
nije neprekidna funkcija. Umjesto uobicajne jednadzbe za cetvrtu derivaciju, u tocki djelovanja kon-
centrirane sile potrebno je postaviti jednadzbu koja odgovara fizikalnoj pojavi u toj tocki, potrebno je
postaviti jednadzbu da je razlika poprecne sile lijevo i desno od presjeka jednaka zadanoj sili K. Zbog
toga moramo posebno definirati izraze za prorac¢un poprecne sile lijevo i desno od tocke djelovanja zadane
sile. Popreénu silu proracunavamo prema izrazu

T(z) =—-EIw'"(z) . (6.3.5.3)

Potrebne poprecne sile sa svake strane od tocke u kojej djeluje zada sila K, x, definiramo preko pripadnih
derivacija,

T~ (z) = —EIw" (z)” , T*(z) = —EIw" (z)" , (6.3.5.4)

pri ¢emu — predstavlja vrijednost neposredno lijevo od promatrane tocke, a + predstavlja vrijednost
neposredno desno od promatrane tocke. Potrebne treée derivacije sa svake strane promatrane tocke izrazit
¢emo prko konaé¢nih razlika, ali isklju¢ivo pomocu vrijednosti funkcija s pripadne strane promatrane tocke.
Na taj na¢in aproksimacije trazenih trec¢ih derivacija glase
_ w; — 3w;—1 + 3w;_o — w;_3
w” () _ i v = v i (6.3.5.5)
—W; + 3w7;+1 — 3w7;+2 + Wi43

w" ()T = = . (6.3.5.6)

Razliku poprecnih sila u promatranoj tocki djelovanja sile K izrazimo jednadzbom
AT, = [fEIw”’ (x)_] - [—Elw”’ ()" = K, (6.3.5.7)
§to u raspisanom obliku daje
w;—3 — 3wi—2 + 3wy — 2w,

(6.3.5.8)

3w;_1 — 3w g = KB
+3w;—1 Wi—2 + Wi—3 = EI

Takvom jednadzbom zapravo mijenjamo uobicajenu jednadzbu za aproksimaciju cetvrte derivacije u tocki
u kojoj je zadana koncentrirana sila.
Ako gredu podijelimo na osam jednakih dijelova sustav jednadzbi glasi

1 0 0 0 0 0 0 0 0 7 /w 0
05 -4 1 0 0 0 0 0 ||uw 0
0 -4 6 —4 0 0 0 0 0 | |uw 0
0 1 -4 6 -4 1 0 0 0 | |ws s |0
0 1 -3 3 -2 3 =3 1 0 ||w |= 1 (6.3.5.9)
00 0 1 -4 6 -4 1 0 | |ws SI12EI |
00 0 0 0 -4 6 -4 0 | |ws 0
00 0 0 0 1 -4 5 0 | |w 0
00 0 0 0 0 0 0 1 ||ws | 0]

Rjesenjem sustava dobijemo vrijednost progiba u sredini opteret¢enog raspona, pri ¢emu pripadna
pogreska vrijednosti progiba iznosi 3.125%,

1 KL? 11 KL® 1.03125 KL?

=18 g 0 Wrdms (L/2) =

an L — E10 -
Wan. (L) 512 EI 8 EI

(6.3.5.10)

Poveéanjem broja ¢vorova mozemo pokazati pripadnu konvergenciju niza numerickih rjesenja, Tablica 1.
Prema nizu numerickih rjesenja prikazanom u tablici 1 ocita je kvadratna konvergencija.

Primjer 6.3.6. Metodom konacnih razlika odrediti progib wr, /o u sredini slobodno oslonjene grede raspona
L konstantnog modula elasticnosti E, opterecene jednoliko distribuiranim opterecenjem q uz promjenu
vrijednosti momenta inercije poprecnog presjeka u sredini raspona



6. METODA KONACNIH RAZLIKA 19

Tablica 1: Progib u sredini raspona

KL?
m w%/(EI) error %

11 __ 1.03125
9 AL =103 3959
3

5
43 __ 1.00781
17 i = L00TSL (.78125%

33 ATl — L0095 1953125%

65 083 — LO0OIS (88980

all.

A
9ET L/2 EI L2 =

Slika 6.3.6.1: Slobodno oslonjena greda optere¢ena jednoliko distribuiranim opterecenjem uz promjenu
vrijednosti momenta inercije popreénog presjeka u sredini raspona

Zadana je konstrukcija s momentom inercije popreénog presjeka definiranim funkcijom

2EI x€[0,L/2]

El(z) = { EI e (L/2.1) (6.3.6.1)

Prema definiranoj diferencijalnoj jednadzbi rubne zadace savijanja grede, gredu zapravo mozemo pro-

matrati kao gredu konstantne krutosti, ali s promjenom u optereé¢enju. Mozemo optereéenje podijeliti s

pripadnom krutosti i definirati novo optereéenje G(x) = %,

q
w" =q(z) = . (6.3.6.2)
% v e (L/2,L]

Fizikalno je jasno da u tocki promjene krutosti druga derivacije progibne funkcije nije neprekidna. To
znaci da ne mozemo definirati ¢etrvrtu derivaciju progibne funkcije u toj tocki. Pokusat ¢emo taj prekid,
skok druge derivacije izgladiti, odnosno uzet ¢emo srednju vrijednu krutosti lijevo i desno od te tocke,

s+ 4 3¢
G(L/2) = 2B " ET _ 2 9

Ako gredu podijelimo na osam jednakih dijelova, uz uzimanje u obzir rubnih uvjeta, sustav jednadzbi
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glasi ) o -
1 0 0 0 0 0 0 0 0 wo 0
05 -4 1 0 0 0 0 0 wy z
0O -4 6 -4 0 0 0 0 0 wy 3
01 -4 6 -4 1 0 0 0 ws i
00 1 -4 6 -4 1 0 0 | |w :2;1;;[ 3 (6.3.6.3)
00 0 1 -4 6 -4 1 0 ws 1
00 0 0 0 -4 6 -4 0 we 1
0O 0 0 0 0 1 -4 5 0 wr 1
o 0o 0 0 0 0 0 0 1 | |ws 0]

Rjesenjem sustava dobijemo vrijednost progiba u sredini optereenog raspona, pri ¢emu pripadna
pogreska vrijednosti progiba iznosi 1.25%,

_ 5 KI? wrame (L/2) = 81 gL'  5.0625¢L*
T 512 BT fdms T 8192 EI 512 EI

Wan. (L) (6.3.6.4)

Poveéanjem broja ¢vorova mozemo pokazati pripadnu konvergenciju niza numerickih rjesenja, Tablica 2.

Tablica 2: Progib u sredini raspona

4
m ww/ (%) error %
2
81 _ 5.0625
9 8192 — 512 1.25%

321 __ 5.015625
17 G2l = 5015625 () 3195%

33 L1281 _ 50001 () 78195%

65 s = “arp  0-019531%

an.

Prema nizu numerickih rjesenja prikazanom u tablici 2 ocita je kvadratna konvergencija.



