Poglavlje 6

Plosni integrali

6.1 Plosni integrali prve vrste

Neka je ploha ¥ zadana eksplicitnom jednadzbom z = f(z,y) za (z,y) € D C
R? ineka je F: Q — R, ¥ C Q C R3, dovoljno glatka funkcija tri varijable.
Plosni integral 1. vrste funkcije F' po plohi X se ra¢una po formuli:

//EF(:U,?J,Z)dS://[)F(I,y»f(x,y))\/1+(%>2+(g—i)zdxdy,

gdje je D projekcija plohe ¥ na xy-ravninu.

Povrsina plohe X ...z = f(x,v), (z,y) € D, je dana formulom:

p)= [[Las= [ i (L) + (L) aran,

Ukoliko je ploha ¥ okomita na xy-ravninu, njenu jednadzbu ¢emo napisati
u obliku ¥...y = f(x,2), a plosni integral 1. vrste funkcije F' po plohi X
¢emo racunati po formuli:

//)E F(z,y,2)dS = //D F(x,f(g;,z),z)\/1 + (g—i)g + (%)de dz,

gdje je D projekcija plohe ¥ na xz-ravninu.

Zadatak 6.1. Izracunajte [, % ako je ¥ dio ravnine x +y +2z=1u
1. oktantu. Skicirajte plohu.
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Slika 6.1: Ploha X

Rjesenje: Napisimo eksplicitnu jednadzbu ravnine:

_ RN R
z=flz,y)=1—x y:>aaj 183/ 1.

Projekcija D plohe ¥ na xy-ravninu je pravokutan trokut ¢ije katete leze na
koordinatnim osima, a hipotenuza na pravcu y = 1 —x (pogledajte sliku 6.2).
Sada racunamo integral:

12t “1)2dad
// 1+x+z // 1+ZE+1—ZE— \/ )? ddy
! V3 t=2—y,dt =—dy
=/0d‘r/ 2—y 2dy:{0l—>2,1—7;i—>1—|—l‘}
1+ 111+1:
=—\/_/dx/ —dt \/3/ S| e
0

=3 [ (5 3= a(mi el 5)),
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Slika 6.2: Projekcija D na xy-ravninu

:\/5(1H2—%—1n1+0) :ﬂ(lm-%).
O

Zadatak 6.2. Izracunajte [ (z + 27+ %y) dS ako je ¥ dio ravnine § + % +
7= 1u 1. oktantu. Skicirajte plohu.

Rjesenje: Napisimo eksplicitnu jednadzbu plohe:

B af1_r_oyy_of_ ,9f 4
Z_f(””y)_4(1 2 3>:>8:13_ 2oy T T

Projekcija D plohe na xy-ravninu je pravokutan trokut s katetama koje leze
na koordinatnim osima, a hipotenuza na pravcu y = 3 — ‘%x (pogledajte sliku

6.4). Rac¢unamo integral:
4
// (z—|—2f1:+ —y)ds
5 3

=//D (4—2x—§y+2x+§y)\/1+(—2)2+(—%)ded?/
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Slika 6.3: Ploha X

-2

-1

-2 1

-2

Slika 6.4: Projekcija D na xy-ravninu
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2 3—3x 2 3
2 16 44/61 3-4e
:/dx/ 4 5+—dy=—/ y‘ " dx
44/61 [ 3 44/61 3 L)\ |2
= —/ (3— —x)dx: —(3:16— —xz)‘
3 ) 2 3 2" Jlo
44/61
= —5—(6-3)=4V6L
O

Zadatak 6.3. Izracunajte [[,ydS, gdje je ¥ dio plohe z = /1 —y? u 1.
oktantu omeden ravninom x = 4. Skicirajte plohu.

Rjesenje: Ploha X je dio kruznog cilindra y? + 2z? = 1. Bududi da je:

Slika 6.5: Ploha X

2= flzy) = 1—y%$g£=m§i=——JL—

173



-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Slika 6.6: Projekcija D na xy-ravninu

Projekcija D plohe na xy-ravninu je pravokutnik [0,4] x [0, 1] (pogledajte
sliku 6.6). Odredimo vrijednost integrala:

Y2

[[vas=[[ wheoe
b D -

4 ! 1 t=1—92,dt = —2ydy
/dm/ W1z 2dy:{0H1 10 }

/duL/ /\/_‘de—/dl—él

Zadatak 6.4. Izracunajte [, zydS ako je ¥ dio plohe y = 2* za y < 1
izmedu ravnina z = 01 z = 1. Skicirajte plohu.

7 dx dy

O

Rjesenje: Ploha Y je okomita na xy-ravninu i stoga ju projiciramo na xz-
ravninu. Jednadzba plohe glasi:

ey Oy 0

Projekcija plohe ¥ na xz-ravninu je pravokutnik [—1, 1] x [0, 1] (pogledajte
sliku 6.8). Izrac¢unajmo integral:

//nyds: //Dx'f\/mdxdy
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Slika 6.7: Ploha X

Slika 6.8: Projekcija D na xz-ravninu

1 1 1
=/ dx/ x3\/1+4x2dz=/ 22V1 + 422 dx
1 0 —1

= (integral neparne funkcije po simetricnoj domeni) = 0.
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Zadatak 6.5. Izracunajte [ fz —45_ ako je ¥ dio rotacionog paraboloida

2z =4 — 2% — y? iznad ravnine z = 0. Skicirajte plohu.

Rjesenje: Vidimo da je:

Slika 6.9: Ploha ¥

z=f(a:,y)=4—x2—y2:>g—£=—2x,

or _

—2y.
Jy 4

Projekcija D plohe ¥ na xy-ravninu je krug sa sredistem u ishodistu radijusa
r = 2 (pogledajte sliku 6.10). Racunamo vrijednost integrala:

V14422 + 4y dedy

o=l
svVr2+y?+z pVa2+yr+4—ax2—y?
1 1 2 2
=§// \/1+47°2-7°drdg0=§/ d(p/ rvV1+4r2dr
D 0 0
[ t=1+44r2dt=8rdr | 1 [* 171
_{0l—>1,2l—>17 }_5/0 d¢/1 gVidi
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Slika 6.10: Projekcija D na xy-ravninu

m
= —(17TV17 - 1).
R(ITVIT=1)
O

Zadatak 6.6. Izracunajte [ [, 2°dS po dijelu plohe cilindra 2”4 2° = 1 koji
iz njega isijeca cilindar 22 + y? = 1 uz pretpostavku da je z > 0. Skicirajte
plohu.

Rjesenje: Eksplicitna jednadzba plohe X je oblika:
z= f(zr,y) = 1—fr,2:>a—f— ° of 0.

ox __\/1—1'27 8_y:

Projekcija plohe ¥ na xy-ravninu je krug sa sredistem u ishodistu radijusa
r = 1 (pogledajte sliku 6.12). Zadani integral racunamo u Kartezijevom
koordinatnom sustavu:

21q 2 z?
//EzdS—//D(l x)\/l—i-l_xQ—FOd:Udy

1 V1—z2 1 )
1 1—2
z/dm/ (1—1‘2)\/ 2dy=/ V1—a2.y
-1 —V1—22 l—x —1 —V1—2?
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Slika 6.11: Ploha X

=/_112(1—x2)dx=2(x—%3) »

1 1 4008
:2(1—— 1——):2.—:—.
N 33

1

O

Zadatak 6.7. (DZ) Izracunajte povrsinu dijela plohe z = /22 + y2 koji iz
nje isijeca cilindar z% + (y — 1)? = 1. Skicirajte plohu.

Rjesenje: Kruzni cilindar 22+ (y—1)% = 1 isijeca dio iz stoca z = /a2 + y2,
tako da vrijedi:

T B - BN L S N |

or a2+ y? dy  \Jz? +y?
Projekcija D plohe ¥ na xy-ravninu je krug sa sredistem u tocki (0, 1) radi-

jusa r = 1, ¢ija jednadzba u polarnim koordinatama ima oblik r = 2sin ¢
(pogledajte sliku 6.14). Povrsina plohe ¥ se racuna na sljede¢i na¢in:
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Slika 6.12: Projekcija D na xy-ravninu
df\2 af\2
= = 1 —_— —
//EdS //]J\/+(az)+(ay) dz dy
1,2 yg \/_ ™ 2sin @
//p TErg e /0 d(p/o T

T .2 ™
:\/5/ % g0:2\/§/ sin? ¢ dy

2 20\ |7
—2v2 [ = e = va(y - )| = v

2sin

0

O

Zadatak 6.8. (DZ) Izracunajte [[.(zy+yz+22)dS, gdje je ¥ dio stozaste
plohe z = y/x2 + y? isjecen plohom 22 +y* = 2ax, (a > 0). Skicirajte plohu.

Rjesenje: Buduéi da je z = f(x,y) = /22 + y? vrijedi:
af T af Yy

Takoder znamo da je:

Fz,y,2) =2y +yz +x2 = xy + y/22 + 32 + /22 + 92
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Slika 6.13: Ploha X

-2 -1 0

Slika 6.14: Projekcija D na xy-ravninu

Projekcija plohe ¥ na xy-ravninu je krug sa sredistem u tocki (a,0) radi-
jusa r = a, Cija jednadzba u polarnim koordinatama ima oblik r = 2a cos ¢
(pogledajte sliku 6.16). Racunamo:

//E(a:y +yz +x2)dS
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Slika 6.15: Ploha 2

Slika 6.16: Projekcija D na xy-ravninu

2 2
=//(my+y\/x2+y2—|—x\/az2+y2.\/1—|— * + Y dx dy
D

:\/5/_

jus
2

jus
2

$2+y2 $2+y2

2a cos ¢
dp / (r%sin p cos @ + r?sin ¢ + 7% cos ¢ )r dr
0
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3 2a cos ¢
= \/5/ dap/ 73 (sin @ cos o + sin ¢ + cos ) dr
- 0

%
5 16 4 . “4
=2 (singpcosg@—i—sing@-l—cosgp).%dp
—3
3 3
= 424" [ / (cos® p + cos® p)dyp + / cos’ @ dgp}
_% _

Wl

N J/

-~

integral neparne funkcije na
simetri¢noj domeni je jednak nuli

us

B 4 [P 2 N2 | t=sing,dt = cospdyp
_4\/§a/_ (1 —sin” p) Cos¢dg0—{_§|_>_17g'_>1

Wl

1

= 4\/5@4/ (1—t%)%dt = 8\/§a4/ (1—1%)%dt = 8\/§a4/1(1 — 262 + th)dt

1
-1 0

23 P\ (1 2 1 64+/2a"
—3 24(75—— —)‘ _3 24(1—— —)z .
V2a 3 75/ V2a 575 15
O

Zadatak 6.9. (DZ) Izracunajte [ [ (2% 4+ y?)dS gdje je ¥ dio povrdine pa-
raboloida z? + y? = 22 §to je isijeca ravnina z = 1. Skicirajte plohu.

Rjesenje: Ploha ¥ je zadana jednadzbom:

22 2 Of of
= = — _— i _— = _— =

= flra) =G+ = G = o=y

Jednadzba ruba projekcije plohe ¥ na xy-ravninu glasi 22 + y? = 2, dakle

radi se o krugu sa sredistem u ishodistu radijusa r = /2 (pogledajte sliku
6.18). Odredimo vrijednost integrala:

//E(I2+y2)dS: //D(:B2+y2)\/1-|-9372+y2dxdy

o V2 2
t=1+4+r* dt =2rdr
_ 2 2 _ )
_/0 dcp/o r“vV1+r Tdr_{OHl,\/?HS }

27 3 dt 3 5 N
:/ dgp/(t—l)\/%—:ﬂ’/ (t2 —t2)de
0 1 2 1

3

- w[é(g\/ﬁ— 1) — 2(3\/5— 1)] _ ﬁ%g + 1%)
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Slika 6.17: Ploha X

= 2

-2

Slika 6.18: Projekcija D na xy-ravninu

Zadatak 6.10. Odredite povrsinu dijela sfere 22 + y% + 22 = 16 koju isijeca
kruzni cilindar 22 4 y? = 4y ako je z > 0. Skicirajte plohu.

Rjesenje: Ploha ¥ je zadana eksplicitnom jednadzbom
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Slika 6.19: Ploha X

z = f(z,y) = /16 — 22 — y?. Prema tome,

of x . Of Yy

P i = .
Ox V16 — 22 — 32 dy V16 — 22 — 32

Projekcija D plohe ¥ na xy-ravninu je krug sa sredistem u tocki (0, 2) radijusa
r = 2, koja u polarnom koordinatnom sustavu ima jednadzbu oblika r =
4sin ¢ (pogledajte sliku 6.20). Ra¢unamo povrsinu plohe X

P(E)://dS:// +—2 Y ey
S D 16 — 22 —y? 16 — a2 —y?

4 s 4sin ¢ 1
= dzd :4/ d / —rdr
//D 16 — x2 — 32 Y 0 7 0 V16 — 12

——4/Fd /4Siwlﬂdr——4/wx/16—r2
0 4 0 2416 — r? 0

4sin ¢
de
0
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Slika 6.20: Projekcija D na xy-ravninu

:—4/ (\/16—16sin2g0—4)dg0:—4/ (4| cos | — 4)dy
0 0

us

= —8/2 (dcosp —4)dy = —32(sinp — )
0

= —2(1-2) =32(5-1).

Zadatak 6.11. (DZ) Izracunajte povrsinu manjeg dijela sfere 22 +y* + 2% =
a?, (a > 0) kojeg iz nje isijeca stozac z = /a2 + y2. Skicirajte plohu.

INIE]

0

O

Rjesenje: Eksplicitna jednadzba plohe ¥ ima oblik
z = f(x,y) = \/a?> — 22 — y2. Stoga je

of T . of Y

or Va2 — 12— y? oy g —
Projekcija D plohe ¥ na xy-ravninu je krug a2 + y? < % sa sredistem u
ishodistu radijusa r = \% (pogledajte sliku 6.22). Odredimo povrsinu plohe
E.

Py as 1 i Y ged
( )_//2 _//D +a2—x2—y2+a2—x2—y2 rdy
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Slika 6.21: Ploha 2

-1 -

Slika 6.22: Projekcija D na xy-ravninu

1

=a i =a T
pya?—az?—y? Y 0 v o Va?—r?

dr
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2 2 2
vi  —=2rd
=_a/ dgp/z#:_a/ JE
0 o 2Va*—r? 0

= —2a7r(\/a2 — %2 — \/a_2) = —2&%(% —a)

— 2a27r<1 — %) = a’7(2 —V/2).

ﬁdw
0

O

Zadatak 6.12. Izracunajte [[i,(y + z + va? —2?)dS ako je ¥ dio plasta
valjka 22 + y? = a?, (a > 0), omeden sa z = 01 z =k, (k > 0). Skicirajte
plohu.

Rjesenje: Bududi da je ploha ¥ okomita na xy-ravninu, projiciramo ju na xz-

25 &

Slika 6.23: Ploha X

ravninu (pogledajte sliku 6.24). Imamo da je y? = a® — 22, $to znaci da plohu

moramo podijeliti xz-ravninom na desni komad s jednadzbom y = fi(z, 2) =

Vva? — 22 i na lijevi komad koji ima jednadzbu y = fo(z, 2) = —va? — 22, a
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Slika 6.24: Projekcija D na xz-ravninu

zatim integriramo po svakom dijelu posebno, te zbrojimo rezultate. Parci-
jalne derivacije funkcija f; i fo su redom

ofh o« . 9 @ w 20 _0h
ox a? — 2 ox a2 — 72’ 0z 0z '

Zajednicka projekcija D oba komada plohe na xz-ravninu je pravokutnik
[—a,a] x [0, k]. Odredimo:

//E(y+z+M)ds

2
// Va2 — 224 2 +Va? —xQ)\/ 2Ji$2+0dxdz

+0dz dz

/ M+z+m)\/1+

2 _ 2

// (Va? — 224 2)——— N dxdz—Za/ dz/ 1+ )dxdz
=2a/0k(x+zarcst) _adz—2a/0 [a+z——(—a+z( ))]

k 22 k
= 2(1/ (2a + zm)dz = 2a(2az + 7T—>‘
0 2 /1o
2

k
=2a (2ak + 7'('?) = ak(4a + 7k?).
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Zadatak 6.13. (DZ) Nadite povrsinu dijela plohe valjka 22 + y> = R?,
(z > 0), koja se nalazi medju ravninama z = ax i z = fz (a > > 0).

Rjesenje: Ploha ¥ je okomita na xy-ravninu i stoga ju projiciramo na xz-

Slika 6.25: Ploha 2

ravninu (pogledajte sliku 6.26). Plohu podijelimo xz-ravninom na lijevi i
desni komad ¢ije su jednadzbe redom

Yioooy=filz,2)=VR2—22 1 Yy...y= folx,2) = —VR? — 22

Parcijalne derivacije funkcija fi i fo su dane sa

Oh__ = 0k __x . Oh_0fh_
Ox R2 — 2 ox VRZ — 22’ 0z 0z

Zajednicka projekcija D ploha Y; i ¥ na xz-ravninu je dio te ravnine u 1.
kvadrantu izmedu pravaca z = fx i z = ax. Povrsina plohe ¥ je zbroj

povrsina ploha Y i Xo:
P(E)=// dS+// ds
1 2o
18
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Slika 6.26: Projekcija D na xz-ravninu

1:2 1:2
://D\/l-f-m-i-()dxdz-l-//D 1+m+0dwdz

1 R ax 1
=2R —dde:2R/ dzx —dz
//;4/R2_l»2 0 Bx 1/RIQ_le

R 1 R T
=2R r — fr)————=dr = 2R(a — —d
/0 (cvx — Px) RQ—xQ(UL (« ﬁ)/O m(

= —2R(a — B)VR? — 22| = 2R*(a — B).

T
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