6.2 Plosni integrali druge vrste

Neka je ploha ¥ zadana eksplicitno jednadzbom z = f(x,y) za (x,y) € D,
gdje je D podskup xy-ravnine. Plohu ¥ mozemo orijentirati na dva nacina:

a) pomocu normale 77 = —g—ic@— a—fj +k koja zatvara siljasti kut s vektorom

—

k.

b) pomoéu normale 7 = %;+ g—g; —k koja zatvara tupi kut s vektorom

k.

Plohu orijentiranu na jedan od gornja dva nacina oznac¢avamo sa ..

Neka je @: 5 C R3 — Xo(F) vektorsko polje:
d = a1+ ayj + ak.

Plosni integral 2. vrste vektorskog polja @ po plohi 5 jednak je:

//adS //a Mg dS = // (x,y, f(z,y))dx dy,

gdje je ng jedinicni vektor normale na plohu Z_f, <no = %)
Zadatak 6.14. Izracunajte [[; @dS ako je @ = i + y2] + 2%k, a & =
{(z,y,2) € R* : 2 = 1,2% + y* < 1} orijentirana normalom koja zatvara
siljasti kut s vektorom k. Skicirajte plohu.

Rjesenje: Ploha Y. je zadana jednadzbom z = f(z,y) = 1 (pogledajte sliku
6. 27) Projekcija plohe ¥ na xy-ravninu je krug D = {(x, y) € R?: 22 +
y> < 1}, a normala koja zatvara $iljasti kut s vektorom k je vektor n =

gi —ary ay) T k = k . Odredimo skalarni produkt vektorskog polja d i vektora
normale n

5-7?:(xf+yzf+zgg)-gzz3:13:1.

//ic?dgz//Dldxdy:P(D):w

Sada znamo da je
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Slika 6.27: Ploha %

Zadatak 6.15. Izracunajte [ [« @dS, ako je @ = yi—xj+2k, a X dio ravnine
r+y+z=2ul oktantu orijentiran normalom koja zatvara siljasti kut s
vektorom k. Skicirajte plohu.

Rjesenje: Eksplicitna jednadzba plohe ¥ ima oblik z = f(z,y) =2 —z —y
(pogledajte sliku 6.28) i stoga je %ﬁ = %5 = —1, tako da je normala na plohu

koja zatvara Siljasti kut s vektorom k zadana sa ii = i + j + k. Projekcija
D plohe na xy-ravninu je pravokutan trokut s katetama na koordinatnim
osima i hipotenuzom na pravcu y = 2 — z (pogledajte sliku 6.29). Odredimo
skalarni produkt vektorskog polja @ i vektora normale 7i:

an=y—x+z=y—z+2—xr—y=2-—2u.

Sada racunamo:

//icfdg'://D(Q—Qx)dxdy:/Ozdx/og_m(Q—Qx)dy

:/02(2—2x)y|§_wdx:2/ (1— 2)(2 — 2)da

0
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Slika 6.28: Ploha ¥

1 0 1 2 3

-1 4

Slika 6.29: Projekcija D

2

2 32 3
=2/ (2—3x+x2)dx=2(2x—i+x—)
0

2 3/1lo
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3-4 8 8 4

—2(4- T D) =2( 243 =2

O

Zadatak 6.16. Izracunajte [ [« @dsS, ako je @ = yi+xj+2zk, a % dio ravnine
2v4+2 =4,0 <y < 4,ul. oktantu orijentiran normalom koja zatvara Siljasti

kut s osi z. Skicirajte plohu.

Rjesenje: Eksplicitna jednadzba plohe & ima oblik z = f (r,y) = 4 — 2z

Slika 6.30: Ploha 3.
of
Ay
koja zatvara Siljasti kut s osi z jednaka n = 2% + k. Projekcija D plohe na
xy-ravninu je pravokutnik [0,2] x [0,4] (pogledajte sliku 6.31). Odredimo
skalarni produkt vektorskog polja @ i vektora normale 7i:

(pogledajte sliku 6.30) i stoga je % = —2, 0, pa je normala na plohu

a-n=2y+z=2y+4-—2x.

Sada racunamo:

. 2 4
/[6d§://(2y+4—2x)dxdy:/ da:/ (2y + 4 — 2x)dy
5 D 0 0
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Slika 6.31: Projekcija D

2 2
:/ (y2+4y—2my)|3d51: :/ (16 + 16 — 8z)dx

0 0
= (320 — 42?)| = 64 — 16 = 48.
O

Zadatak 6.17. Izracunajte [[x @dS, akoje @ = (z — 22)j + VA —zk, a
S = {(z,y,2) € R®: 2 = 22 + 4%, 0 < z < 4} orijentirana normalom koja
zatvara tupi kut s vektorom k. Skicirajte plohu.

Rjesenje: Znamo da je jednadzba plohe Y oblika 2z = flx,y) = 22 + ¢?
(pogledajte sliku 6.32), tako da vrijedi

of of

L =2, —2

Ox “ oy v

sto znaci da j je normala na plohu koja zatvara tupi kut s vektorom k jednaka
i = 2xi + 2yj — k. Projekcija D plohe Y na xy-ravninu je krug radijusa
r = 2 sa srediStem u ishodistu. Skalarni produkt vektorskog polja @ i vektora
normale 77 je dan sa:

a-n=(z—a%2y—Vd—2=2z— 2% V42
= 2y(z® +9%) — 22%y — /4 — 22 — 2 = 2° — /4 — 22 — g2
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Slika 6.32: Ploha %

Odredimo vrijednost integrala:

Jlaas= [[ e - vimem=p)anay

2m 2
= / d<p/ (2r°sin® p — V4 — r2)rdr
0

2 2
/ /27“4sin3g0dr—/ dgo/ rv4 —r2dr

2T or5
/ ! sm odp + 2 - —/ V4 —r2d(4 —r?)

2

2 2\3
64 1(4-
:/ —sin3g0dgo+27r-—(+)2
) 5 2 3
0
64 1 ’
=5 Sln(p(l—COSQQO)dQO—i—QTF-5(4—7'2)\/4—7“2
0
0
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_{ t=cosp, dl = —sinpdyp } 8 16

01, 27 1 —0=2m g =g

Teorem o divergenciji

Neka je 5 C R3 zatvorena ploha orijentirana vanjskom normalom koja omeduje
podruéje Q C R®. Neka je @ = agi—+ ay3+ a,k vektorsko polje. Plosni integral
vektorskog polja @ po zatvorenoj plohi Y zovemo tok vektorskog polja kroz
plohu. Prisjetimo se da je divergencija vektorskog polja skalarno polje koje
odredujemo na sljedec¢i nacin:

da, Oa, Oa,

divad= o + Jy + P

Prema teoremu o divergenciji tok vektorskog polja d kroz zatvorenu plohu )
mozemo izracunati po formuli:

//Jd§=/// div @dz dy dz.
b Q

Zadatak 6.18. Izracunajte tok vektorskog polia @ = j + 23k kroz sferu
2?4+ y? + 22 = 1. Skicirajte sferu.

Rjesenje: Zatvorena ploha ) omeduje kuglu €2 sa sredistem u ishodistu ra-
dijusa r = 1 (pogledajte sliku 6.33). Stoga ¢emo integral po kugli 2 racunati
u sfernim koordinatama. Odredimo najprije divergenciju polja @:

., 0 0 D, 5 .o
diva = ax(OH (1)+8z(2)_3z :

Prema teoremu o divergenciji tok polja @ kroz sferu je jednak:

//ﬁc?dSH:/// div adxdydz
JJs JJa

2T T ~1
= / dep / dd / 3r2cos? ¥ - r?sind dr
JO JO J0O

™ 5 1 T
=27T/ 608219811119-3% d19=6—7T cos? ¥ sin ¥ o
0

0 5 0
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Slika 6.33: Ploha ¥,

— e — 1 _1
_ { t =cosd, dt = —sind dv } _ 6_7T/ £2(—dt)
1

O—1, 7m— —1 5

6r [* 6r 3| o 47
=— | Pdt=— =] ="=(1+1)=—.
5 /., 5 314 5(+) 5

O

Zadatak 6.19. Izracunajte tok vektorskog polja @ = % + y2] + 22k po
oplogju kocke [0, 1]3. Skicirajte kocku.

Rjesenje: Odredimo div @ = 2x + 2y + 2z. Prema teoremu o divergenciji

vrijedi:
/[6d§: ///(2x+2y+22)dxdydz
5 Q

1 1 1 1 1
=/ dx/ dy/ (2x+2y—|—2z)dz=/ dx/ (2xz+2yz—|—z2)‘(l)dy
0 0 0 0 0
1

1 1
:/ dx/ (2x+2y+1)dy:/ 22y + 12 + y)|ydo
0 0 0
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Slika 6.34: Kocka Q2

1
= / 2z + 1+ 1)dz = (2 + 21:)‘(1) = 3.
0
O
Zadatak 6.20. Izracunajte tok vektorskog polja @ = 2% — Qxyf—f— 32k kroz

zatvorenu plohu koja se sastoji od ploha z = 2 — 22 —y? i 2z = /a2 + 92
Skicirajte plohu.

Rjesenje: Odredimo najprije presjek kruznog paraboloida z = 2 — 22 — ¢? i
kruznog stosca z = /1?2 + y*:

2-2" —yf =Vttt (p= a2l +y?) = 2-p'=p
=>,02+,0—2:0=>p:1$x2—|—y2:1.

Vidimo dakle, da je presjek ploha kruznica radijusa » = 1 sa sredistem u tocki
(0,0,1) na osi z. Volumen {2 kojeg zatvaraju zadane plohe ¢emo opisati u
cilindricnim koordinatama. Znamo da je divd = 2x — 2z + 3 = 3. Prema
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Slika 6.35: Ploha ¥,

teoremu o divergenciji racunamo:

//ad§=///3dxdydz
5 Q
27 1 2—p? 27 1
=3/ dsﬁ/ dp/ pd2=3/ dw/(Qp—p3—p2)dp
0 0 o 0 0
27 4

S G DI O RDRE

5

[l
Zadatak 6.21. Izracunajte [[s @dS, gdje je @ = x2i + 22yj + y22k, ako je

S zatvorena ploha orijentirana u smjeru vanjskih normala, a sastavljena od
paraboloida z = 2% + y? i ravnine z = 1. Skicirajte plohu.
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Slika 6.36: Ploha ¥,

Rjesenje: Zadane plohe zatvaraju volumen €2 koji ¢emo opisati u cilindri¢nim
koordinatama (pogledajte sliku 6.36). Odredimo div @ = z + z* + y*. Sada
prema teoremu o divergenciji racunamo:

/[6d§=///(z+m2+y2)dxdydz
b)) Q
27 1 1 27 1 22 1
=/ dw/ dp/(Z+92)pd2=/ dsO/ (p-3+03z)‘2dp
0 0 02 0 0 p

o 1 2 4 6. (1
P 3 35 peLptp

[ QoG g 1)

/0 "0/0 o T )= T T T T
11 1 1 =
=2 (— ———):2-—:—.
M1t171) 71T

O

Zadatak 6.22. Izracunajte [ @dS, gdje je @ = xzi + yzj + zk, ako je

Y. zatvorena ploha orijentirana u smjeru vanjskih normala sastavljena od
paraboloida z = 22 + y? i stoSca z = /22 + 32
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a) direktno,

b) pomoéu teorema o divergenciji.
Skicirajte plohu.

Rjesenge:

05

Slika 6.37: Ploha X,

a) Presjek stosca i paraboloida je o¢ito kruznica radijusa r = 1 sa sredistem
u tocki (0,0,1) na osi z. Prema tome, projekcija D plohe ¥ na xy-
ravninu je krug sa sredistem u ishodistu radijusa r = 1.

Stozac z = fi(x,y) = /2% + y? je orijentiran normalom 7; koja za-
tvara siljasti kut s vektorom k:

% x of Y

o \J22 + 2’ oy [0 1 2
x - Yy - ];
Vare VEre "
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Odredimo:

a-ny=— — +z=—x" —y ++/r°+y°.
\/.172+y2 \/.772—1—3/2

Paraboloid z = fy(z,y) = 22 + y? je orijentiran normalom 7, koja

zatvara tupi kut s vektorom k:

a‘162—21“ %—2y:>n2—2m+2yj—k
ox dy

Nadimo:
a-ity = 20° 242022 — 2 = 2ot 2yt +day? —a? —y? = 2(2* +y?)? — 2 —yP

Sada zbog aditivnosti krivuljnog integrala po podrucju integracije vri-

jedi:
//c?d§=//c‘i-ﬁldxdy+//c‘i-ﬁgdxdy
by D D

= // (=227 — 20 + V2?2 + y2 + 2(2% + ¢*)?) da dy
D

2m 1 2rt 3 290N\t
— [ dp [ (—2 24 r drr = 2 (—— " —)‘
/0 90/0( e 4 r4+2r)rdr =27 1 —|—3—|— i

1 1 1 1 =«
—ar( g tgrg) =g =g

b) Stozac i paraboloid zatvaraju tijelo 2 koje ¢emo opisati u cilindri¢nim
koordinatama. Prema teoremu o divergenciji vrijedi:

//Jd§=///(z+z+1)dxdydz
b Q
/ dgo/ dp/ 22+1pdz—/ dgo/ pz* +pz dp

6

PNIY T
— [ 4 — P — pM)dp =2 ———’:—.
/0 sO/O(pﬂ) p° = p°)dp ﬂ(?) 6.)0 3
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Stokesov teorem

Teorem. (Stokes) Neka je [ C R3 zatvorena krivulja koja omedugje plohu )
(0¥ = T') orijentirana pozitivno ako se gleda iz vrha normale na plohu % i
neka je @ dovoljno glatko vektorsko polje definirano na podrucju koje sadrzi

plohu Y. Tada vrijedi:
/mlF: // rot @ dS.
r >

Zadatak 6.23. Primjenom Stokesovog teorema izracunajte ff ry’dr +dy +
zdz ako je [ kruznica 22 + y?> =11z = 1. Skicirajte krivulju i plohu.

Rjesenje: Odredimo rotaciju vektorskog polja a:

-1 -

Slika 6.38: Ploha %

ik
>_ |98 o8 a|_ L
rotad = |5 3 7 = —2xyk.
T
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Budu¢i da jednadzba plohe 3 ima oblik » = f(z,y) = 1, normala na plohu
je 1 =k, tako da vrijedi rot @ - 1 = —2xy. Sada prema Stokesovom teoremu
4

‘vrijedi
/adF-//rotadS // —2zy)dx dy
r

—2/ dgp/ r cosgpsmcprdr——Z/ cos @ sin p — 7l
0
1 2

1 sin?y 27
_ 2 o do — — = - —0.
2/0 sin p cos pdy 5 5 o

1
dy

Integral takoder mozemo izracunati direktn_)o pomocu formule za krivuljni
integral 2. vrste. Parametriziramo krivulju I':
z(t) = cost = 2'(t) = —sint
y(t) = sint = y/'(t) = cost
2(t)=1=2'(t)=0
t €[0,2x].

Sada racunamo integral:
2w ‘
/6(1F: / (costsin®t - (—sint) + cost + 1-0)dt

sin?t 2m

= 0.

+ sin t)
0

2m
—/ (—sin®tcost + cost)dt = (—
0
O

Zadatak 6.24. Primjenom Stokesovog teorema izra¢unajte (/Fadr ako je
d= 2wz — a:j—k 2k, al krivulja nastala presjekom ravnine x +y + 2z =2's

koordinatnim ravninama. Skicirajte krivulju i plohu

Rjesenje: Jednadzba plohe > (dio ravnine u 1. oktantu) ima oblik

of af 1

X

_ 1T _ Yy _ 9 _ —
e=flwy) =1 2 2 oxr Oy 2’

pa je normala na plohu koja zatvara siljsti kut s vektorom k jednaka n =
i+ % J + k. Odredimo rotaciju vektorskog polja a:

k.

I8

ik .
2 2 D =0.7—(0—22)j+ (-1 —0)k =2zj —

rotd =
Yy
20z —x  z
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Slika 6.39: Ploha %

Sada je rota -l = x — 1, pa prema Stokesovom teoremu vrijedi (prijekcija D
plohe na xy-ravninu je pravokutan trokut s katetama na koordinatnim osima
i hipotenuzom na pravcu y = 2 — x):

[&dfz/[rot&dgz// (z — 1)dz dy
I b D

_ Ozdx/:_x(m—1)dy:/02(:5—1)(x—2)dx

3 32 2

:/0 (2m—2—x2+x)dx:(—%+%—2m> .
8 2
— Si6_4=-_1=
3+ 3
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