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Dio I

Funkcije kompleksne varijable






Poglavlje 1
Kompleksni brojevi

Neki inZenjerski problemi koji uklju¢uju harmonijske funkcije u(x, y) mogu
se rijeSiti koriStenjem alata kompleksne analize.

1.1 Kompleksni brojevi

Prisjetimo se skupova brojeva: skup prirodnih brojeva IN, skup cijelih
brojeva Z, skup racionalnih brojeva Q, skup iracionalnih I, skup realnih
brojeva IR; i relacija medu njima

NcCZcCQCR

Realan broj koji nije racionalan zove se iracionalan broj. Do pojma
iracionalnog broja prvi su dosli Pitagorejci pokazujuéi da iznos duljine
dijagonale kvadrata nije racionalan broj. Neka je n prirodan broj koji nije
kvadrat nekog cijelog broja. Ne postoji racionalan broj x koji zadovoljava
jednadzbu n—x* = 0. RjeSenja su iracionalani brojevix = vn, x = —yn € L.

Skup realnih brojeva R = QU IL.

Sustavnu teoriju kompleksnih brojeva z € C prvi put je izlozio 1572.
g. talijanski matematicar R. Bombellia. Povod je bio prikaz tri realna
rjeSenja kubne jednadzbe x* + px + g =0, p,q € Q (kad je D = é + ’”3—3 <0.)
Bombelli je dobio tri realna rjesenja jednadzbe x* — 15x — 4 = 0 koja su dana
Cardanovom formulom

x = i/z + V=121 + i/z — V-121.
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1.1. Kompleksni brojevi

Pretpostavio je postojanje broja oblika a + b V-1, pokazao da vrijedi

2+ V=121 =2+ V=1

J2- V121 =2- V-1

i dobio realno rjeSenje x = 4.
Ostala dva realna rje$nenja su2 — V3i2 — V3.

Definicija 1.1 imaginarna jedinica
Imaginarna jedinica je broj i koji ima svojstvo da je i* = —1. Imaginarna
jedinica nije realan broj.

i= V-1,

Definicija 1.2 kompleksni broj

Kompleksni broj z definira se kao uredeni par realnih brojeva (a, b) algebarskim
zapisom

z=a+1b,

gdje je i imaginarna jedinica, a = Rez realni dio kompleksnog broja, b = Imz
imaginarni dio kompleksnog broja. Dva kompleksna broja z; = a1 +iby, zp =
ay + i by su jednaka ako je ay = a i by = by.

Skup kompleksnih brojeva oznacavamos C = {a+ib:a,b € R}.

Realne brojeve a € R moZemo prikazati kao kompleksne brojevea = a+i0
pajeRcC.

1.1.1 Operacije na skupu C

Na skupu kompleksnih brojeva C definirane su operacije:
Zaz1 =y +ib1, Zn :a2+ib2 :

(i) zbrajanje:
Z1+ 2y = (al +a2)+i-(b1 +b2),

(i) mnoZenje:
z1+2p=(ay-ay — by -by) +i-(ay- by +ay-by).

Radni materijal 8



1. Kompleksni brojevi

Kompleksni broj z = a — ib zovemo KONJUGIRANO KOMPLEKSNI

BROJ brojuz =a +1ib.
Uoc¢imo da veza konjugiranog paraz =a+ibiz = a—ib daje izraze za

realni i imaginarni dio kompleksnog broja
R —1( +z), 1 —l( —-z)
ez=_(z+2), Imz=_-(z-2).
MODUL KOMPLEKSNOG BROJA z = a + i b je pozitivan realan broj
2l = Vz-Z= Va2 + b2,

Za kompleksan broj z = a +ib, z # 0 njegov INVERZ je broj 1 = %
Operacija dijeljenja se definira kao mnoZenje s inverzom:
Zazy =a; + ibl, Zy =y + ibz,
(iii) dijeljenje:
Z1 1_6!1'[12+b1'b2 .ﬂz'bl—al'bz

_:Zl._
Z z a3 + b3 a; + b3

ZADACA 1.1 Za konjugiranje i operacije sa kompleksnim brojevima vrijede

sljedeéa pravila:

Z1+2p =21 + 2,

21 —Zp =21 — 2y,

212y =121 2y,

z Z1
(—1) = :1, Zy # 0.
Ve Zn

ZADACA 1.2 PokaZite da za modul kompleksnih brojeva vrijede sljedeéa svo-

jstoa:

|z1 + 22| < |z1| + |z2],
|z1 — 22| > |z1]| = |z2l,
|z1 - z2| = |z1] - |z2l,
21 _ |z1]

=—, Zh ¥ 0.
z| |zl
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1.1. Kompleksni brojevi

NAPOMENA 1.1 Neka su z; = x1 + iy 1 2o = X, + iy, dva kompleksna broja
(koje smatramo "vektorima’). Neka je a € [0, 1] kut izmedu "vektora” z; i z,.
Skalarni produkt kompleksnih brojeva definira se formulom:

21 0 2y = |z1]|z2| cos
— 1, —
21022 = x1X2 + Y12 = Refz1 - 2] = 52z + 2122).
Vektorski produkt kompleksnih brojeva definira se formulom:

Z1 X Zp = |z1]|z2] sin

_ 1 _ _
th=mm—mn=hMA%ﬂ=z%@—mh)

1.1.2 Prikaz kompleksnih brojeva

Kompleksne brojeve prikazujemo kao tocke u GAUSSOVO] RAVNINI
(kompleksna ravnina ili Argandova ravnina) sa Kartezijevim koordinat-
nim sustavom tako da je x—os realna os, a y—o0s imaginarna os.

Kompleksnom broju z = a +ib pridruzujemo to¢ku T s koordinatama (a, ).

1Y

Slikall:z=a+1ib

Kompleksne brojeve prikazujemo kao tocke u Gaussovoj ravnini s
polarnim koordinatama tako da kompleksnom broju z = a +ib,z # 0
pridruzujemo toc¢ku T s koordinatama (r, ). Koordinata r je udaljenost
tocke T od ishodista

r= Va2 +b?=|z]

Radni materijal 10



1. Kompleksni brojevi

Za kompleksan broj z # 0 kut ¢ je kut koji OT zatvara s pozitivnim krakom
realne osi. Kut nije jednoza¢no odreden jer tocki odgovaraju i kutovi
@ + 2km, za k € Z. Iskoristimo vezu izmedu polarnih i Kartezijevih ko-
ordinata x = rcos ¢, y = rsin¢@ da dobijemo zapis kompleksnog broja u
TRIGONOMETRIJSKOM OBLIKU

z=r-(cos@ +ising).

1Y

Slika 1.2: z =7+ (cos ¢ + isin @)

U tom zapisu r je modul kompleksnog broja a kut ¢ zovemo argument
kompleksnog broja koji ra¢unamo u ovisnosti o predznakuaib:
arctgs, a>0
arctg§+n, a<0,b>0
arctg%—n, 1<0,b<0
% a=0,b>0
-2, a=0,b<0
neodredeno, a=0,b=0
T, 1<0,b=0
0, a>0,b=0
ARGUMENT KOMPLEKSNOG BROJA z = a +ib je mjera kuta ¢ i
oznacava se sa arg z. Glavna vrijednost argumenta je vrijednost argumenta

koja je unutar (-7, ] i oznacavamo je sa Argz i ¢esto se zapisuje ¢ = Argz.
argz = {Argz + 2km, k € Z}.

11 Radni materijal



1.1. Kompleksni brojevi

Nekada se za glavnu vrijednost argumenta uzima vrijednost argumenta
koja je u intervalu [0, 271).

PRIMJER 1.1 Odredite trigonometrijski zapis kompleksnog brojaz =1 — i.

RjeSenje:
Modul kompleksnog broja je r = Va2 + b2 = V2. Ako glavnu vrijednost
argumenta definiramo unutar intervala (-, 7] onda je

¢ = arctg? = arctg(-1) = —Z jerjea > 0, b < 0.

Glavna vrijednost argumenta je Argz = —7.

Trigonometrijski zapis kompleksnog broja je

zZ= \/E(COS(—%) +1 sin(—7).

Ako glavnu vrijednost argumenta definiramo unutar intervala [0, 27)
onda je

p=-I+2n="18

Trigonometrijski zapis kompleksnog broja je

z = V2(cos(Z) + i sin(ZE).

Prikaz kompleksnih brojeva u trigonometrijskom obliku pomaZe nam
da bolje razumijemo operacije mnoZenja i dijeljenja kompleksnih brojeva.
Operacije na skupu kompleksnih brojeva C zadanih u trigonometrijskom
obliku:
za z1 = |z1|(cos @1 + 1 singq), zz = |z2|(cos @2 + 1 sin @),

(i) zbrajanje: z; + zp = (|z1] cos @1 + |z2] cOs @2) + i (|z1]| sin @1 + |22 sin @2);
(ii) mnoZenje: z1 - zp = |z1] - |z2l[cos(@1 + @2) + i (sin(@1 + @2)];
Z1 @

(i) dijeljenje: + = ZL[cos(¢r — @2) + i sin(g1 — @o)].

ZADACA 1.3 Izvedite formulu za produkt dva kompleksna broja z, - z, = |z1| -
|zo|[cos(@1 + @2) + 1 (sin(@1 + @2)]. Koristite adicijske teoreme za sinus i kosinus.

PRIMJER 1.2 Koriste¢i aksiom matematicke indukcije izvedite De Moivreovu
formulu

z" = |z"(cos ng + isinng), n € N.

Radni materijal 12



1. Kompleksni brojevi

Rjesenje: Baza indukcijen =1: z! = |z|(cos ¢ + isin ¢);
Pretpostavka indukcije n = k : zF = |z[*(cos kg + i sin k¢);
Korak indukcije n = k+1: trebamo pokazati da je

2% = |z (cos(k + 1) + isin(k + 1)¢).

Ra¢unamo z1 = z* . z = (PI)

= |z|*(cos ke + isinkg) - |z|(cos ¢ + i sin @)

= |z} (cos kg + cos ¢ — sin k¢ sin @) + i(cos kg sin ¢ + sin kg cos @)

= |z (cos(k + 1)¢ + isin(k + 1)p).

Prema aksiomu matematicke indukcije pokazali smo da formula vrijedi za
sven € IN.

PRIMJER 1.3 PokaZite da dijeljenje kompleksnog broja z s imaginarnom jedini-
com i geometrijski predstavlja rotaciju za kut 7t/2 u smjeru kazaljke na satu.

RjeSenje:

Neka je z = |z|(cos ¢ + i sin@) a trigonometrijski oblik imaginarne je-
dinice je i = cos 5 +1 sin 7.

% = lzl[cos(p — 7) +isin(p — F].

Od tocke T u Gaussovoj ravnini koja odgovara broju z, rotacijom oko
ishodista, u smjeru kazaljke na satu za kut 7, dobili smo tocku T’ koja

2
odgovara broju 2.

ZADACA 1.4 PokaZite da mnoZenje kompleksnog broja z s imaginarnom jedini-
com i geometrijski predstavlja rotaciju za kut /2 suprotno smjeru kazaljke na
satu.

PRIMJER 1.4 Skicirajte u Gaussovoj ravnini kompleksne brojeve
(a) z=|z|(cosp +ising), |zl € R, ¢ =1%;
(b) |z—zol < p, Iz =20l = p;
(c) p1 <1z —=20| < po2.

13 Radni materijal



1.1. Kompleksni brojevi

60°

Slika 1.3: (a)

Slika 1.4: (b)

Slika 1.5: (c)

Rjesenje: (a) Kompleksni brojevi leZe na zraci ¢ = 3.

(b) Kompleksni brojevi |z — zo| < p, leZe u krugu K(zo, p);
Kompleksni brojevi |z — zy| = p, leZe na kruZznici k(z, p);

(c) Kompleksni brojevi p; < |z — zo| < p, leZe u kruZznom prstenu.

PRIMJER 1.5 Skicirajte u Gaussovoj ravnini sve kompleksne brojeve koji zado-
voljavaju

(a) z-3+i] <4
(b) |Argz| < %

(c) |z—-3+1 <4, |Argz|< %
RjeSenje:

Radni materijal 14



1. Kompleksni brojevi

Slika 1.6: (c)

(a) Prema prethodnom primjeru kompleksni brojevi koji zadovoljavaju
|z — (3 = 1)| <4 leZe u u Gaussovoj ravnini u krugu E(zo, p) = E(3 —1,4) sa
srediStem u zp = 3 — i i s polumjerom 4.

(b) Komleksni brojevi z = r(cos ¢ + isin @) gdje je ¢ = Argz trebaju zado-
voljiti uvjet [Argz| < 7 tj. -7 < Argz < 7.

U Gaussovoj ravnini to su tocke koje leZe izmedu zraka ¢ = —7i¢@ = 7.
(c) U Gaussovoj ravnini to su tocke koje leze i u krugu KB -i4)iu
kruznom isjecku s vchom u ishodi$tu s kracima ¢ = -7 i¢ = 7.
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1.1. Kompleksni brojevi

Definicija 1.3 konjugirane koordinate
Kompleksnom broju z = x + iy u kompleksnoj ravnini odgovara tocka T
s Kartezijevim koordinatama (x,y). Tocki T mogu se pridruZiti i konjugirane
koordinate (z,z) :
z=x+1Yy, z=x—1Y

ZADACA 1.5 (a) Pokazite da jednadzba pravca u konjugiranim koordinatama
ima zapis
Bz+pz+y=0,7€R,peC.

(koristite jednadzbu pravca u Kartezijevim koordinatama ax+by+c =0, a,b,c €
R.
(b) PokaZite da jednadzba kruznice u konjugiranim koordinatama ima zapis

(sz+,Bz+BE+)/:O, a,y€ER,peC, a+0.

(koristite jednadzbu kruznice u Kartezijevim koordinatama
a(x*+y*)+bx+cy+d=0, a,b,c,deR.)

PRIMJER 1.6 Opisite Sto geometrijski predstavljaju sljedece jednadzbe dane u
konjugiranim koordinatama:

(a) zz = 64
(b) z+z=2.
Napisite sljedece jednadzbe u konjugiranim koordinatama :
() (x=52+y*=16
(d) 2x — 3y = 10.
RjeSenje:
(@) x* + y? = 64 centralna kruznica polumjera §;
(b) x =1 pravagc;
(c) (z—=5)(z—=5) = 16 kruZnica sa sredistem u (5,0) polumjera 4;

Radni materijal 16



1. Kompleksni brojevi

(d) (2+3i)z+ (2 - 3i)z = 10 pravac

NAPOMENA 1.2 tko Zeli znati vise

W.R. Hamilton, irski matematicar dao je definiciju kompleksnog broja z kao
uredenog para realnih brojeva (a,b), gdje se a zove realni dio kompleksnog broja,
a b imaginarni dio kompleksnog broja: a = Rez, b = Im z. Dva kompleksna broja
z1 = (a1, b1) i 2o = (aa, by) su jednaka ako je a; = a, i by = b,.

Na skupu kompleksnih brojeva C definirane su operacije zbrajanja i mnoZenja:
za zy = (a1,b1) i zp = (az, b2)
(i) zbrajanje: z1 + zp = (a1 + az, by + bo);
(ii) mnoienje: Z1°2p = (ﬂl sy — bl . bz, aj - bz +a, - bl)

Operacije zbrajanja i mnoZenja imaju svojstva komutationosti, asocijativnosti
i distributivnosti mnoZenja prema zbrajanju.

Realni brojevi a € R se predstavljaju uredenim parovima (a,0), pa je R € C.
Prema pravilu mnoZenja za kompleksne brojeve (0, 1) vrijedi

(0/ 1) ’ (0/ 1) = (_1/ 0)/
pa moZemo zapisati kompleksan broj
z=(a,b) = (a,0) + (0, 1)(b,0).

Ako se kompleksan broj (0,1) definira kao imaginarna jedinica i = (0,1) onda
kompleksan broj moZemo zapisati u algebarskom obliku

z =a+1ib.

Skup C s operacijama zbrajanja i mnoZenja je polje.

Neutralni element za zbrajanje je kompleksna nula (0, 0).

Za element z = (a, b) suprotni element je —z = (—a, =b). Jedinicni element za
mnoZenje je 1 = (1,0).

_ . . . S B a b
Zaelementz # 0, z = (a, b) inverzni element za mnoZenje je s = (m, —m).

17 Radni materijal



1.1. Kompleksni brojevi
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Poglavlje 2
Funkcije kompleksne varijable

U ovom poglavlju definiramo funkciju kompleksne varijable analogno
definiciji funkcije realne varijable. Plan proucavanja funkcija realne (ele-
mentarne funkcije, neprekinutst, limes, derivacija) preslikat ée se u ovom
poglavlju na funkcije kompleksne varijable.

Definicija 2.1 funkcija kompleksne varijable
Neka je D podskup Gaussove ravnine C. Funkcija kompleksne varijable f :
D — Cargqumentu z € C, z = x + 1y pridruzuje vrijednost w = f(z) € Ciima
prikaz
f(z) = Re f(z) + i Im f(2).
Zadati funkciju kompleksne varijable znaci zadati dvije realne funkcije od dvije
realne varijable na realnom podrucju D € R? koje skupovno odgovara D € C

u:D->R, v:D—->R

tako da vrijedi
f2) =ulx,y) +ivlx, y),
gdje je
Re f(z) = u(x,y), Im f(z) = v(x, y).

Prema nazivu realna funkcija i u slu¢aju funkcije kompleksne varijable
naziv se obi¢no skrac¢uje u kompleksna funkcija.
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Graf kompleksne funkcije f(z) je uredena ¢etvorka (x, y, u(x, y), v(x, y))
koju prikazujemo pomoc¢u dvije Gaussove ravnine: z—ravninaili (x, y)—ravnina

domene i w—ravnina ili (4, v)—ravnina slike funkcije.

i A By

W =fE,)

Slika 2.1: graf funkcije f(z)

Definicija 2.2 preslikavanje

Skup jednadzbi
u=ux,vy)
v =0(x,V)

zovu se transformacijske jednadZbe i definiraju preslikavanje koje tocke iz (x, y)—ravnine
preslikava u tocke iz (u, v)—ravnine.
Ako svakoj tocki iz (x, y)—ravnine odgovara jedinstvena tocka iz (u, v)—ravnine i
obrnuto preslikavanje je bijektivno.

Neka se tim preslikavanjem podrucje D preslika u podrucje D" i neka su AA,,
i AA,, povrd'2ine tih podrucja. Ako su funkcije u i v neprekinuto diferencijabilne
onda se definira Jakobijan preslikavanja

_du,v) Jdudv Judv

I= 36y " axay " ayox

i vrijedi

. AAMU _

lim Exy =],
kad AA,, — 0.

Ako rijesimo sistem transformacijskih jednadZbi po x i y transformacijske

jednadZbe
x = x(u,v)
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2. Funkcije kompleksne varijable

y=y(u,v)
predstavljaju inverzno preslikavanje.
Ako su x(u, v) i y(u, v) jednoznacne funkcije i neprekinuo diferencijabilne onda
I(y)

je je Jakobijan tog preslikavanja o)

Dovoljan uvjet da postoji inverzno preslikavanje je da je | # 0 na podrucju D.

Nekaje D c C podskup Gaussove z-ravnine a D’ C C poskup Gaussove
w-ravnine. Kompleksnu funkciju f : D — D’,
f(z) = (x, y)+iv(x, y) geometrijski interpretiramo kao preslikavanje w = f(z)
koje je zadano transformacijskim jednadZbama u = u(x, y), v = v(x, y) ikoje
skup D preslika u f(D) c D'.

NAPOMENA 2.1 Za zadana podrucja D i D’ Zelimo odrediti preslikavanje f :
D — D', tako da je f(D) = D’.
To preslikavanje ¢e biti opisano u poglavlju 5. konformno preslikavanje.

PRIMJER 2.1 Zadana je kompleksna funkcija f(z) = (14i)z+(=2+3i). Odredite
sliku

(a) toCakazy =3 +1, zp=2—1, z3=5

(b) pravaca x = ¢

RjeSenje: (a) Ra¢unamo po definiciji
flz))=Q+1)- @+ +(-2+31)=2+4i—-2+3i=7i
flz)=1+1)- 2=+ (-2+3))=3+i—-2+3i=1+4i
flz3) =1 +1i)-5+(-2+3i))=3+8i

(b) Tocke pravca x = ¢ su kompleksni brojevi z = ¢ + iy, y € R.

f(z) 1+0)z+(-2+3i) =1 +10)-(c+1iy)+ (-2 + 3i)

= c—y+ic+tiy—-2+3i=(c-2-y)+(c+3+y)i

u v

RjeSavanjem sustavay = c—2-u, v=c+y+3 =c+c—-2-u+3=2c+1-u
dobijemo jednadZbu pravca u w—ravnini v = 2c + 1 — u.
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iy IAY

1) - fE)
. z, 1o
. Ex J&)
u
Slika 2.2: (a)
y v
c X
u
z=c+iy

Slika 2.3: (b)

NAPOMENA 2.2 Neka je S podskup od C.

Skup B(zo, €) =1z € C : 0 < |z — 2| < &} zovemo e— okolina oko tocke z.

Za tocku zy kaZemo da je unutarnja tocka skupa S ako postoji okolina B(zy, €) koja
potpuno leZi u S.

Za tocku zo kazemo da je vanjska tocka skupa S ako postoji okolina B(zo, €) koja
potpuno leZi izvan S.

Ako tocka zy nije ni unutarnja ni vanjska tocka skupa S kaZemo da je rubna tocka
skupa S.

Sve rubne tocke skupa S zovemo rub skupa S i oznacavamo 9S.

Skup S je otvoren ako ne sadrZi niti jednu svoju rubnu tocku.

Skup je zatvoren ako sadrZi sve svoje rubne tocke.

Skup S je povezan ako se svake dvije tocke iz S mogu spojiti izlomljenom linijom
koja lezi u S.

Skup S je podrucje ako je otvoren i povezan.

Jednostruko povezano podrucje ima rub koji je jednostavna zatvorena po dijelovima
glatka krivulja.

Definicija 2.3 viSeznacne funkcije
Funkcija f(z) koja poprima vise vrijednosti w za argument z nije prava funkcija
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2. Funkcije kompleksne varijable

i zovemo je viSeznacna funkcija. Za viseznacne funkcije kaZemo da su predstavljene
skupom pravih funkcija (jednoznacnih funkcija) koje se zovu grane funkcije (za
svaki pojedini slucaj vrijednosti). Posebno istaknuta grana funkcije zove se glavna
grana funkcije ili glavna vrijednost funkcije.

Definicija 2.4 tocka grananja i krivulja grananja ili razrez

Neka je f viSeznacna funkcija. Tocka z, se zove tocka grananja funkcije f ako
obilaskom oko z po bilo kojoj jednostavnoj zatvorenoj krivulji koja obuhvaca z i
koja lezi u okolini B(zy, €), prelazimo iz jedne grane funkcije u drugu. Krivulja
koja spaja tocke grananja zove se krivulja grananja ili razrez.
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2.1. Elementarne funkcije

2.1 Elementarne funkcije

2.1.1 Prisjetimo se

Prisjetimo se osnovnih elementarnih funukcija realne varijable:

- konstantna funkcija

- potencija

- eksponencijalna funkcija

- logaritamska funkcija

- trigonometrijske funkcije (sinus, kosinus, tangens, kotangens)

- ciklometrijske ili arkus funkcije (arkus sinus, arkus kosinus, arkus tan-
gens, arkus kotangens)

- hiperbolicke i area funkcije:

f(x) = ¢, ceR, f:R—->R,
fo) = 2, ceR\{0),

e : R - (0,0),
Inx : (0,00) >R,

a = &M a>0a#1
sinx : R—-[-1,1], cosx: R — [-1,1].
sinh x = i —ze‘x’ sinh x: R - R,
cosh x = ¢ —;e_x, cosh x : R — [1, 00).
arshx = ln(x+ x2+1),arshx:]R—>]R,
archx = In (x + Va2 — 1), archx : [1,00) — [0, 00).

ZADACA 2.1 Nacrtajte grafove navedenih osnovnih elementarnih funkcija ko-
risteCi programski paket Mathematica.

2.1.2 Eksponencijalna funkcija

Definicija 2.5 eksponencijalna funkcija
Eksponencijalna funkcija kompleksne varijable f(z) = e* definira se formulom

f(z) = e = e*(cos y + isin y)
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2. Funkcije kompleksne varijable

U prikazu f(z) = u(x, y) + iv(x, y) realne funkcije su
u(x,y) =e‘cosy, v(x,y) =e'siny
Za z = iy vrijednost ¢ = cos y + i sin y daje EULEROVU FORMULU:
eV =cosy+isiny, ye€R

koja povezujeimaginarnujedinicu i, bazu prirodnoglogaritma ei trigonometri-
jske funkcije sin i cos.

Iz trigonometrijskog oblika z = |z| - (cos ¢ + isin ¢) dobijemo pomocu
Eulerove formule POLARNI OBLIK kompleksnog broja

z =|z] - €.

Za z € C ozna¢imo vrijednost funkcije w = f(z). Primijenimo algebarski
oblik varijable z = x + iy, x,y € Ri polarni oblik kompleksne slike
w = [w]e™8%, |w| > 0, gdje je Argw € [0,2n) ili Argw € (-7, 7]

Iz relacija

e =w = Y = |w|e'A8Y = ¥ - oY = |w| - e28Y jzvodimo vezu

lw| =e*, Argw =y.

T: Eksponencijalna funkcija kompleksne varijable ima svojstvo aditivnosti
(kao i realne eksponencijalne funkcije):

eZ]+Zz — ezl . eZz 621—22 — é

7 o2

D: Tvrdnje slijede iz definicije €%, svojstva eksponencijalne funkcije realne
varijable i adicijskih teorema za funkcije sin i cos.
T: Eksponencijalna funkcija kompleksne varijable je periodicka s periodom
2.

ez+12n — ez

D: Ra¢unamo po definiciji €™ = cos 27t + isin 2m = 1. Slijedi
& = ¢% - ei2n — ez+i2n.

T: Eksponencijalna funkcija nikad ne poprima vrijednost nula
e #0.
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2.1. Elementarne funkcije

D: Za eksponencijalnu funkciju realne varijable vrijedi e* # 0, x € R. Pret-
postavimo suprotno, da postoji z takav da je & = 0. Modul od

e*(cos y + isin y) mora biti jednak 0,

le*(cos y +isiny)| = 0.

Kako je |e*] > 0, a [(cosy + isiny)| = 1 zakljuCujemo da je pretpostavka
kriva. Ne postoji z € C takav daje ¢* = 0.

PRIMJER 2.2 Skicirajte djelovanje funkcije f(z) = e* na
(a) x—os,
(b) y-os,
(c) pravacy =c

(d) pravac x = c

RjeSenje:
Trebamo odrediti skup {w € C} za koje [w| = e¢* >0, Argw =y.
(a) Jednadzba x-osije y = 0. Iz relacija [w| = ¢* > 0, Argw = 0 dobijemo

z=x+iy:xeR, y=0} - {w: Argw = 0}.

Eksponencijalna funkcija kompleksne varijable preslika pravac y = 0 u
pozitivni polupravac u—osi.
(b) Jednadzba y-osije x = 0. Iz relacija |[w| =e* =’ =1, Argw=y € R
dobijemo
z=x+iy: x=0,yeR} = {w: [w|=1}.

Eksponencijalna funkcija kompleksne varijable preslika y-os u k(0, 1) kruznicu
jedini¢nog polumjera.

(c) Pravcu y = ¢ pripadaju kompleksni brojevi z = x + ic, x € R. Racu-
namo |[w| =¢* >0, Argw =y =c.

Eksponencijalna funkcija kompleksne varijable preslika pravac y = cu
polupravac koji s u—osi zatvara kut Argw = c.

z=x+iy:xeR, y=c} = {w: Argw =c}.
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2. Funkcije kompleksne varijable

iy v

y=c \Nq\

an
Y

X u

Slika 2.4: (c) €

(d) Pravcu x = ¢ pripadaju kompleksni brojevi z = ¢ + iy, y € R. Racu-
namo |w| = e* = ¢, Argw =y.

Eksponencijalna funkcija kompleksne varijable preslika pravac x = cu
k(0, &) kruznicu polumjera e°.

z=x+iy:x=cyeR} - {w: |w =€l

.4
Ly

Sy

Slika 2.5: (d) ¢

PRIMJER 2.3 Odredite sliku podrucja D za eksponencijalnu funkciju e* :

(1) D={zeC,z=x+iy:x€R, 0<y<2m}
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2.1. Elementarne funkcije

(b) D={zeCz=x+iy:xeR,-n<y<mnj
(c) Sw={zeCz=x+iy:x€eR,a<y<b}
(d) Sw={z€eCz=x+iy:yeR, a<x<b}

(e) R={zeCz=x+iy:a<x<b —-n<y<mn
RjeSenje:
1Y 1V

2m

Slika2.6: (@) {z:0<y<2n} - C\{w:0=0, u>0}.
Koristimo formule
lw| =e*, Argw =y.

(a) Ako odaberemo za glavnu vrijednost argumenta Argw € [0,2m)
onda eksponencijalna funkcija preslika prugu {0 < y < 2n} iz z-ravnine u
cijelu w-ravninu bez pozitivnog dijela realne osi:

z=x+1y:xeR0<y<2n}->C\{w=u+iv:v=0,u >0}

To preslikavanje je jednozna¢no. Zraka {v = 0, u > 0} je razrez.

(b) Ako odaberemo Argw € (-7, mJonda eksponencijalna funkcija pres-
lika prugu {—m < y < m} iz z-ravnine u cijelu w-ravninu bez negativnog
dijela realne osi:

z=x+iy:xeR,-n<y<n}—->C\{w=u+iv:v=0,u <0}
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2. Funkcije kompleksne varijable

To preslikavanje je jednoznacno. Zraka {v = 0, u < 0} je razrez.
(c) Eksponencijalna funkcija prugu
Sw={z€Cz=x+iy:x €R, a <y <b}preslikau
isjecak {w € C : a < Argw < b}.
Preslikavanje je jednoznac¢no ako je |b — a| < 2.
Specijalno eksponencijalna funkcija preslika

{—g <Imz< g} — {Rew > 0}.
(d) Eksponencijalna funkcija prugu

Saw={z€eCz=x+iy:yeR, a<x<b}

preslika u kruzni vijenac {w € C : ¢" < |w| < ¢*}.
(e) Eksponencijalna funkcija pravokutnik

Rpy=1{zeCz=x+iy:a<x<b -n<y<mn}

preslika u kruZni vijenac {w € C : ¢ < |w| < ¢’} koji ima razrez duz
negativnog dijela realne osi.

A iy

Slika 2.7: (e) Ry — {w : e* < |w| < €'}
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2.1. Elementarne funkcije

NAPOMENA 2.3 Prisjetimo se homogene obicne diferencijalne jednadzZe drugog
reda s konstantnim koeficijentima

v +py +y=0.

Rjesenja karakteristicne jednadzbe A* + pA + 1 = 0 su konjugirano kompleksni
brojevi Ay = a +ib, A, = a — ib, a linearno nezavisna rjesenja diferencijalne
jednadZe su:

]/1 — e/\lx, yz — e/\zx.

Primjenom Eulerove formule ¢ = cos ¢ + isin @ rjesenja su:
Yy = e = ¢ . (cos bx + isin bx),

Yy = e = ¢™ . (cos bx — isin bx),

a opce rjesenje je linearna kombinacija v, i y, :

y(x) = Ciyi(x) + Coya(x), C, G €R;

y(X) = e“x[Dl cos bx + D, sin bX], D, = (C1 + Cz), D, = Z(C1 — Cz) e G

ZADACA 2.2 Rijesite diferencijalnu jednadzbu y"(t) + 3y'(t) + 2y(t) = 0, uz
pocetne uvjete y(0) = 0, y’(0) = 0.

NAPOMENA 2.4 tko Zeli znati vise
Eksponencijalna funkcija na R moZe se prikazati redom e* = ¥, Lx".

Analogno se definira eksponencijalna funkcija kompleksne varijable redom
e =Ygz

Eksponencijalna funkcija f(z) = e* je analiticka funkcija na C koja zadovoljava
uvjete:
i) £ = ()
(ii) f(z1 + 22) = f(z1) - f(22)
(iii) za 6 € R vrijedi f(i6) = €' = cos 6 + isin 6.
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2. Funkcije kompleksne varijable

Eksponencijalna funkcija je rjesenje diferencijalne jednadzbe f'(z) = f(z) uz
pocetni uvjet f(0) = 1.
Za z = x + iy pomocu tvrdnji (i) i (ii) vrijedi

e =t =¢"-e¥ =¢" - (cos y+isin y)

2.1.3 Logaritamska funkcija

Definicija 2.6 logaritamska funkcija
Logaritamska funkcija kompleksne varijable f(z) = In z je viseznacna funkcija
koja definira se za z # 0 formulom

In z =1In|z| + i(Argz + 2kn), k € Z.
Glavna vrijednost (glavna grana) logaritamske funkcije je
Lnz =In|z| + iArgz.

U prikazu f(z) = u(x, y) + iv(x, y) glavne grane realne funkcije su

ulx,y) =In (2 + %, ov(x,y) = arctg%.

Eksponencijalan funkcija je periodi¢ka s osnovnim periodom 2mi pa
njena ‘inverzna funkcija’ ne moZe biti jednoznac¢na funkcija. Logaritam-
ska funkcija ¢e varijabli z pridruZiti bekonac¢no vrijednosti In z koje ¢e se
razlikovati za 2km i, k € Z.

T: Za fiksni k, funkcija k-ta grana logaritamske funkcije In; z je inverzna
funkcija eksponencijalne funkcije ¢* definirane na {z : 2km < y < 2(k + 1)mt}.
D: Za fiksni k eksponencijalna funkcija je bijekcija

z:2kn<y<2(k+1)n}->C\{lw=u+iv:v=0,u>0}

pa moZemo odrediti inverznu funkciju. Trebamo rijesiti jednadZbu ¢ = z
tji. odrediti w = u + iv. ZapiSimo argument z u polarnom obliku z =
|Z| ei( Arg z+2km)

Slijedi

V=7 = pitiv = |Z|ez‘(Argz+2kn)
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2.1. Elementarne funkcije

el = |z|eABZHAT) = ol = |z| v = Argz + 2kT,

= u=Inlz|, v=Argz+ 2km.

Inverzna funkcija w = In|z| + i(Argz + 2kmt) = Iny z, je k-ta grana logarita-
mske funkcije kompleksne varijable.

Za k = 0 preslikavanje Lnz = In|[z| + iArg z koje predstavlja glavnu vri-
jednost logaritamske funkcije preslika kompleksnu ravninu bez pozitivne
realne osi (razrez) na prugu {w : 0 < Imw < 2m}.

Za izbor Argz € (—m,n] glavna vrijednost logaritamske funkcije je
bijektivno preslikavanje koje preslika kompleksnu ravninu bez negativne
realne osi (razrez) na prugu {w : - < Imw < 7t}.

Veza izmedu logaritamske funkcije In z i glavne vrijednosti Lnz je

Lnz=Inz+2kni, ke Z.

PRIMJER 2.4 Izracunajte
(a) In(1 —1i),
(b) glavnu vrijednost Ln(1 —i).

RjeSenje:
Ako za glavnu vrijednost argumenta uzmemo Argz € [0,2m) onda broj
z =1 —1iima polarni zapis z = V2ei .

@) In(1-1i) =In V2 +i(Z + 2kn), k € Z;

(b) Ln (1 —i) = In V2 +iZ.

ZADACA 2.3 Skicirajte djelovanje funkcije f(z) = In z na
(a) x—os
(b) y—os

PRIMJER 2.5 Provjerite da je za
(1) z=x €R, x > 0 funkcijaLnz = In x;

(b) z=x € R, x <0 funkcijaLnz = In |x| + im.
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2. Funkcije kompleksne varijable

RjeSenje:

(@) Zaz=x € R, x > 0, odredimo modul i argument: |z| = x, Argz = 0.
Po definiciji Lnz = In|z| + iArgz = Inx +i0 = In x;

(b)Zaz = x € R, x < 0,odredimo moduliargument: |z| = |x|, Argz = 7.
Po definiciji Lnz = In [z| + iArgz = In x| + iTt.

ZADACA 2.4 Izratunajte
(a) Ln3,
(b) Ln(-3).

ZADACA 2.5 Rijesite jednadZbe:
(@) Inz=3-1i

(b) €= = 3.

2.1.4 Opca potencija

Definicija 2.7 opca potencija
Funkcija opéa potencija kompleksne varijable f(z) = z° za z,c € C,z # 0, je
viseznacna funkcija koja se definira formulom

c clnz

z =€

Glavna vrijednost od opée potencije je funkcija

c cLnz

z =€

Specijalni slucajevi opce potencije ¢e se razmatrati u nastavku poglavlje
2.1.10:

c =n € N funkcija z° = z" ima jedinstvenu vrijednost i zove se je n-ta potencija;
¢c=1,neNN funkcijaz® = {z = enn= nije jednoznacna i zove se n-ti korijen.
PRIMJER 2.6 Izracunajte (3i)'*.
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2.1. Elementarne funkcije

RjeSenje:
Za z = 3i = 3|2, ra¢unamo po definiciji

2 = ¢f In z
(3i)1+2i — e(1+2i) In (31)

— e(1+2i)-[ln 3+i(1t/2+2km)]

— eln 3+i(1t/2+2km)+2i(In 3+i(7t/2+2km))
— eln 3+i(mt/242km)+2iIn 3-2(1t/2+42km)
— eln 3-2(nt/2+2km)+i(1t/2+2km+2 In 3)
— eln 3-2(n/2+2km) ei(rc/2+2kn+2 In 3)
— 36(—7'(—4kn) . ei(n/2+2k7'(+ln 9)

= 3e ™+ . (cos(rt/2 +1In 9) + isin(rt/2 +1In 9), k € Z.

ZADACA 2.6 Odredite glavnu vrijednost od
(a) 7,

(b) (_3)2—41"

2.1.5 Opcéa eksponencijalna funkcija

Definicija 2.8 opca eksponencijalna funkcija

Funkcija opéa eksponencijalna funkcija kompleksne varijable f(z) = a* za
a € R,a > 0, definira se formulom
@ = ¢ In a
Funkcija opéa eksponencijalna funkcija kompleksne varijable f(z) = a* za

a € C,a # 0, definira se formulom

Glavna vrijednost od opce potencije je funkcija

az — eana.

Radni materijal 34



2. Funkcije kompleksne varijable

2.1.6 Trigonometrijske funkcije

Trigonometrijske funkcije se definiraju pomocu eksponencijalne funkcije.
Prema Eulerovoj formuli
e = cosx+isinx

e = cosx—isinx

eX+e ™ =2cosx, e¥—e ™ =2isinx

eix + e—ix ) eix _ e—ix
sInx = ;
2 7 2i

Ovi zapisi sugeriraju sljede¢u definiciju funkcija sinus i kosinus za kom-

COSX =

pleksne varijable.

Definicija 2.9 trigonometrijske funkcije kompleksne varijable
Trigonometrijske funkcije kompleksne varijable definiraju se formulama:

) eiz _ e—iz eiz + e—iz
sin z = T CcoS z = >
¢ sin z ; CcOS z

z= ctgz = — .
& cos z’ & sin z

U prikazu sin z = u(x, y) + iv(x, y) realne funkcije su:

u(x,y) = sinxcoshy, v(x,y) = cosxsinhy.

U prikazu cos z = u(x, y) + iv(x, y) realne funkcije su:

u(x,y) = cosxcoshy, v(x,y) =—sinxsinhy.

Iz definicije slijedi da Eulerova formula vrijedi i za kompleksne brojeve
zeC

¢” = cos z +isin z.
PRIMJER 2.7 PokaZite da su u prikazu sin z = u(x, y) + iv(x, y) realne funkcije
u(x,y) = sinxcoshy, o(x,y) = cosxsinhy.
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2.1. Elementarne funkcije

RjeSenje:
eiz _ e—iz ei(x+iy) _ e—i(x+iy)
sinz = — = -
2i 2i
eixe—y _ e—ixey
B 2i
i ZX _y —ZX y i _y . . . .
= —E(e eV —e V) = _5(6 (cosx + isinx) — e’(cos x — isin x))

1 1
= sin xz(ey +eY)+icos xE(ey —eY)

= sinxcoshy +icosxsinhy

u(x,y) =sinxcoshy, v(x,y) =cosxsinhy.

PRIMJER 2.8 Odredite sliku pravca x = c pri preslikavanju f(z) = sin z.
Rjesenje:
U prikazu sin z = u(x, y) + iv(x, y) realne funkcije za x = ¢ poprimaju
oblik u(x, y) = sinccoshy, v(x,y) = coscsinhy.
—  u? =sin’ccosh’y, ©? = cos’csinh’y
> +v* = sin’ccosh’y + cos? csinh® i = (1 — cos® ¢) cosh” i + cos?® c sinh” y
= cosh® y — cos? c cosh® y + cos? csinh® y

= cosh’ y + cos’ c(sinh? Y- cosh? )

2 2 2 . 12
‘o~ =cosh’y, % =sinh"y

sin® ¢ cos2c
w2

cosh’y—sinh’y=1 = £ - 2 =1,

sinc  cos’c
U kompleksnoj w—ravnini preslikavanjew = sin z pravac x = c preslika

u hiperbolu s poluosima a? = sin®c, b? = cos?c.

ZADACA 2.7 Skicirajte u kompleksnim ravninama z i w djelovanje preslika-
vanja w = sin z na pravac y = c.

2.1.7 Hiperbolicke funkcije

Prisjetimo se definicije hiperbolickih funkcija realne varijable:
sinhx = %(e" —e™), coshx= %(e" +e™)
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2. Funkcije kompleksne varijable

Ovi zapisi sugeriraju sljedec¢u definiciju funkcija sinus hiperbolicki i
kosinus hiperboli¢ki za kompleksne varijable.

Definicija 2.10 hiperbolicke funkcije kompleksne varijable
Hiperbolicke funkcije kompleksne varijable definiraju se formulama:

) ef—e’* e“+e®
sinh z = , cosh z= ,
2
sinh z cosh z
tanh z = , coth z = — .
cosh z sinh z

U prikazu sinh z = u(x, y) + iv(x, y) realne funkcije su:

u(x,y) = sinhxcosy, v(x,y)=coshxsiny.
U prikazu cosh z = u(x, y) + iv(x, y) realne funkcije su:
u(x,y) = coshxcosy, v(x,y)=sinhxsiny.

PRIMJER 2.9 PokaZite da su u prikazu sinh z = u(x, y)+iv(x, y) realne funkcije
u(x,y) = sinhxcosy, v(x,y) = coshxsiny.

RjeSenje:
- ex+iy _ e—x—iy exeiy _ e—xe—iy
smnz = =
2 2
e*(cosy +isiny) — e *(cosy —isiny)
- 2

= %[(e" cosy —e “cosy) +i(e'siny +e " siny)]

= %[cos y(e* —e™*) +isiny(e’ +e™)]

= cosysinhx +isinycoshx

u(x,y) = sinhxcosy, v(x,y) =coshxsiny

PRIMJER 2.10 Neka je zadano preslikavanjew = sinh z. Odredite slike pravaca:

(a) x =c,
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2.1. Elementarne funkcije

(b) y=c.
RjeSenje:

a) x=c
u(x,y) = sinhccosy
v(x,y) = coshcsiny
Sife = o5’

02 : 2

cosh? ¢ = sy
e e B

i L
sinh? ¢ cosh? ¢
2

. . . . _ . 2 2
Preslikavanjew = sinh z preslika pravacx = cuelipsu ——+—-- =1

u kompleksnoj w—ravnini.

b) y=c
u(x,y) = sinhxcosc
u(x,y) = coshxsinc
2 .
o7 = sinh? x
2
s; ~ = cosh? x
N TR 1
sinc  cos?c =
. . . . 2 2
Preslikavanje w = sinhz preslika pravac y = cu =% - %5 =1u
sin“ ¢ cos~ ¢

kompleksnoj w—ravnini.

1 1
sinhz = —(e* —¢e™®), coshz=—(ef+¢e7%)
2 2
PRIMJER 2.11 PokaZite da je sin iz = isinh z.

RjeSenje: Po definiciji funkcije sinus racunamo:
siniz = (e — e7™%)

= e -e)

= —L(e - )

= —1sinh z

= isinh z.

Radni materijal 38



2. Funkcije kompleksne varijable

TRIGONOMETRIJSKE I HIPERBOLICKE FUNKCIJE KOMPLEKSNE

VARIJABLE
sinz = et —e” cosz = et +e”
2 2
e —e? e +e*
inhz = , hz =
sinh z > coshz >

sin(iz) = isinh(z),  cos(iz) = cosh(z)

sinh(iz) = isin(z),  cosh(iz) = cos(z)

|sinz| = \/sin2 x + sinh® y

sin(x £ i1y) = sinxcosh y £ icosxsinh y,

cos(x £iy) = cosxcoshy Fisinxsinhy, |cosz|= \/c052 x + sinh® i

sinh(x +iy) = sinhxcosy +icoshxsiny, |[sinhz|= \/sinh2 x +sin’y

cosh(x £iy) = coshxcosy isinhxsiny, |coshz| = \/ sinh® x + cos? i

arcsin(z) = —iln(iz+ V1 —z2) +2kn,  arsinh(z) = In(z + Vz2 + 1) + 2kmi
arccos(z) = —iln(iz + Vz2—1) + 2knt,  arcosh(z) = In(z + Vz2 — 1) + 2kmi

PRIMJER 2.12 Funkcija arcsin z je viseznacna funkcija koja je inverzna funkcija

od sin z. PokaZite da je
arcsin z = —ilIn(zi + V1 — z2) + 2kmt, k € Z.

RjeSenje: Trebamo rijesiti jednadZbu sin w = z tj. odrediti w.

. iw __ ,—iw .
z=sinw=“5— /-2i

271 = eiw _ e—iw / . eiw
2ezi = ¥V — 1
2w —2zjev — 1 =0, V=t
2 —2zit—1=0
2zi + \/(2zi)2 —4-1- (-1
= V@) ( ):zii -z2+1

ti2
7 2 .
Ne moramo pisati + jer se radi o kompleksnom korijenu. e = zi+ V1 — z2

Kakoje ¢” periodi¢na s periodom 2k7i mora vrijediti e = zi+ V1 - 22, k €

Z
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2.1. Elementarne funkcije

iw + 2kmi = In(zi + V1 — z2)
w = —iln(zi + V1 - z?) — 2kn
w = arcsinz = —iIn(zi + V1 — z2) + 2kmt, k € Z.

ZADACA 2.8 Izvedite formulu za area sinus hiperbolicki, viseznacnu funkciju
Arshz kao inverznu funkciju od sinh z.
Arshz = In(z + Vz2 + 1) + 2kmti, k € Z.

2.1.8 Linearna funkcija

Definicija 2.11 linearna funkcija
Neka su a # 0,b € C. Linearna funkcija kompleksne varijable definira se
formulom

fz)y=a-z+b.

T: (1) Zaa € R,a > 0 preslikavanje w = f(z) = a - z je KONTRAKCIJA ili
DILATACIJA.

(2) Zaa € C,a = &% preslikavanje w = f(z) = a - z je ROTACIJA za kut 0.
(3) Zaa € C,a = |ale"® preslikavanje w = f(z) = a-z je kompozicija kontrak-
cije ili dilatacije i rotacija za kut 0.

(4) Za b # 0 preslikavanje w = f(z) = z + b je TRANSLACIJA.

(5) Zaa # 0,b € C,a = |ale’® preslikavanje w = f(z) = a - z + b je kompozi-
cija kontrakcije ili dilatacije w; = |a|z za koeficijent |a|, rotacije za kut 0,
wy = e%z i translacije w; = z + B

w = (w3 ° wy 0 Wy )(2).

D: (1) Zaa € R,a > 0 zadano je preslikavanje w = f(z) =a-z = a(x + iy) =
ax + iay. Odredimo zapis w u polarnom obliku w = |w|e*™&¥.

lw| = |az| = |al|z|, Argw = arc’cgfl—Z = Argz. Preslikavanje f(z) = az tocku z u
Gaussovoj z— ravnini preslika u to¢ku w ¢iji modul se produljio ili skratio
a puta u Gaussovoj w— ravnini.

Radni materijal 40



2. Funkcije kompleksne varijable

"y fomes
Z . - Wy
> 4
3 N
D=¢
X u

Slika 2.8: (1) kontrakcija ili dilatacija f(z) =c-z

(2) Zaa € C,a = ¢ zadano je preslikavanje f(z) = ¢'% - z = ¢/%|z|e!Ar8* =
|z|e’A82+00) _ Odredimo zapis w u polarnom obliku w = [w|e”®®.
lw| = |z|, Argw = Argz + 0. Preslikavanje f(z) = €%z totku z preslika u w
¢iji modul jednak modulu od z a argument se povecao za 0.

iy v

Slika 2.9: (2)rotacija f(z) = ¢'% - z

(3) slijedi iz (1) i (2). Preslikavanje w = f(z) = |ale’®z to¢ku z preslika u
w ¢iji modul jednak |a]|z| a argument se povecao za 0.

iy v

=

Sa)

»
0,

X u

&

Slika 2.10: (3)f(z) = cle®°z

(4) Za b # 0 preslikavanje f(z) = z + b tocku z preslika u to¢ku w koja je
odgovara translaciji od z za b u smislu zbrajanja kompleksnih brojeva.
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2.1. Elementarne funkcije

Zy v
w
. z+b ol
4
b
b
x u
Slika 2.11: (4)translacija f(z) =z +b
(5) slijedi iz (3) i (4).

ZADACA 2.9 PokaZite:

(1) Kontrakcija ili dilatacija f(z) = a -z, a > 0 preslika kruzZnicu |z| = ¢, ¢ >0 u
kruznicu |w| = ac.

(2) Rotacija f(z) = ' - z preslika kruznicu |z| = ¢, ¢ > 0 u kruZnicu |w| = c.

(3) Preslikavanje f(z) = |ale’° - z preslika kruznicu |z| = ¢, ¢ > 0 u kruZnicu
|w| = |alc.

(4) Translacija f(z) = z+b kruzZnicu |z| = ¢, ¢ > 0 preslika u kruznicu |w—b| = c.
(5) Linearno preslikavanje f(z) = |ale'?* - z + b kruZnicu |z| = ¢, ¢ > 0 preslika u
kruznicu |w — b| = |alc.

PRIMJER 2.13 Neka je podrucje D u z— ravnini pravokutnik omeden pravcima
x=0,y=0,x =2y = 1. Odredite podrucje D’ u w— u koje se preslikavanjem
w = f(z) = V2e%z + (1 - 2i) preslika D.

RjeSenje: Ako je w = V2e¥z + (1 - 2i) onda je w kompozicija rotacije
w; = e%z (rotacije za kut 6y = 7/4 u smjeru suprotnom kretanju kazaljke
na satu dilatacije w, = V2z, za koeficijent a = V2 i translacije ws; = z + f za

B =01 -2i).
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2. Funkcije kompleksne varijable

Trebamo odrediti funkcije u i v u prikazu f(z) = u(x, y) + iv(x, y) :
Iz zapisa u + iv = (1 +i)(x + iy) + (1 — 2i), odredujemo:

ulx,y)=x-y+1, o(x,y) =x+y-2.

Pravac x = 0 preslika se u pravacu +v = -1,
pravacy = Qupravacu —v =3

pravacx =2upravacu +v =3

ipravacy = lupravacu —ov = 1.

2.1.9 Kbvadratna funkcija

Definicija 2.12 kvadratna funkcija
Kvadratna funkcija kompleksne varijable definira se formulom

f(z) = 2%
U prikazu f(z) = u(x, y) + iv(x, y) realne funkcije su
u(x,y) = x> — y%, o(x,y) = 2xy.
U polarnim koordinatama kvadratna funkcija se definira formulom
f(z) = r’e®*, z = re,
a realne funkcije su
u(r, o) = r* cos(2p), ov(r, ) = r* sin(2Q).

PRIMJER 2.14 Skicirajte djelovanje funkcije f(z) = z*> na

(a) pravac x =c,

(b) pravacy =,

(c) pravacx+y =1,

(d) gornju poluravninu y > 0,

(e) prvi kvadrant x >0, y > 0.
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2.1. Elementarne funkcije

RjeSenje:

(@) x=c

u=cc-y, v=2«y - y=%
2
4c2

x=0—->u<0,v=0

u=c*- — (parabola).

(b) y=c
u=x*—c*, v=2x = x=2

u=%5-c — (parabola).

y=0—->u>0,0=0

(€ x+y=1,
v = 1(1 — u)? (parabola).

(d) y>0
Za z = |z|e4®%, 0 < Argz < 7 raéunamo f(z) = |z[>¢?A18%. Prema po-
larnom zapisu w = |w|eA"® ¥ moZzemo odrediti da je |w| = |zI* Argw =
2Argz. Slika je cijela ravnina bez pozitivne u-osi {v = 0,u > 0}
(razrez).

(e) x>0,y>0
Zaz = |z]e"A8%, 0 < Argz < /2 raunamo f(z) = |z|*¢*A™8%, Prema po-
larnom zapisu w = [w]e*"® ¥ mozemo odrediti da je |w| = |zI*> Argw =
2Argz. Slika je gornja poluravnina bez pozitivne u-osi {v = 0,u > 0}
(razrez).

ZADACA 2.10 Neka je trokut D u z— ravnini zadan s pravcima x = 1, y =
1, x+y = 1. Odreditei skicirajte podrucje D’ u w—ravnini u koje se preslikavanjem
f(z) = 2 preslika trokut D.

2.1.10 n-ta potencija i n-ti korijen

Definicija 2.13 n-ta potencija
Funkcija n-ta potencija kompleksne varijable je definirana sa

f@)=z-z-...-.z=27"
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2. Funkcije kompleksne varijable

zan € IN. Neka je z = |z|(cos @ +i sin @) prikaz kompleksnog broja u trigonometri-
jskom obliku onda vrijedi

f(z) = |z|"(cos np + isinne).

U polarnom sustavu funkcija je zadanas f(z) = |z|"e"* f(z) = u(r, p)+iv(r, )
gdje su realne funkcije

u(r, ) =r"cosnp, v(r,p) =r"sinng, r=|z|.

Poznata De Moivre-ova formula dobije se za kompleksan broj z modula
|zl=1ineN

(cos @ + ising)" = cosng + isinng.

ZADACA 2.11 PokaZite da De Moivre-ova formula vrijedi i za n € Z_ i za
n e Q.

NAPOMENA 2.5 Za z = |z|e'A'8?, 27"71 < Argz < @n racunamo f(z) =

|z|"e™A™8%. Prema polarnom zapisu w = |wle’A8% moZemo odrediti da je |w| =
|zI" Argw = nArgz. Slika isjecka {z : 2k/nm < Argz < 2(k + 1)/nmt} je cijela
ravnina C bez pozitivne u-osi {v = 0,u > 0} (razrez).

Definicija 2.14 Neka je kompleksna ravnina prosirena s dodanom tockom oo.
Preslikavanje definirano formulom

1
flz) = Z
zovemo inverzija. Realne funkcije u prikazu f(z) = u(x, y) + iv(x, y) su
U Y) = g, oY) =~y
’ 2+ 12 ’ X2+ 12
U polarnom sustavu funkcija je zadana s
f(2) = u(r, ) + iv(r, @) gdje su realne funkcije
1 1 .
u(r, @) = P cosng, v(r, Q) = - sinng, r =|z|.
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2.1. Elementarne funkcije

1Y 1V

R
. \ 2

Slika 2.12: (6)inverzija f(z) =

T: (6) Preslikavanje inverzija f(z) = 1 je kompozicija osne simetrije u odnosu
na x os i kontrakcije ili dilatacije.

PRIMJER 2.15 Inverzija f(z) = 1 preslika kruznicu zZ = p? u kruznicu ww =
1

P>’

Inverzija preslika tocke unutar kruga zz < p* u podrucje izvan ww > %.
RjeSenje:

U jednadzbi kruZnice zz = p? djelujemo preslikavanjem w = 1 : 1.1 =

pF = w-@zé.

1 2 —
=Spt = ww 2

Sve tocke kruga zz < p? preslikavanje w = 1 preslikau <

1

o
podrugje izvan kruga wiw = .

PRIMJER 2.16 Pokazite da preslikavanje w = 1 preslikava podrucje D : {z :
Rez> Bukrug K:{w: |w—1] <1}.

RjeSenje:
Za preslikavanje w = f(z) gledamo inverzno preslikavanje z = 1. Tada

1
u+iv

vrijedi x + iy =
X+ Zy = uzzl—vz - iuz-zej—vz'

Uvjet Rez > 1 implicira %= > 1 §to je ekvivalentno (u — 1)* + v* < 1.
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2. Funkcije kompleksne varijable

\

Slika 2.13: f(z) =1/z

Definicija 2.15 n-ti korijen

Neka je z = |z|(cos @ + i sin @) prikaz kompleksnog broja u trigonometrijskom
obliku. Funkcija n-ti korijen iz kompleksnog broja f(z) = A/z je viSeznacna
funkcija koja definira se formulom

+ 2kmt + 2kt
{‘/_:{/E(cos@ . +isin§0 - ), k=0,1,...,n—1

Za svaki k = 0,1, ...n — 1 definirana je jedna grana funkcije.
U polarnom sustavu funkcija je zadana s f(z) = |z|7es2/

f(z) = u(r, @) + iv(r, p) gdje je

+ 2kmt . Q+2km

, =z

u(r, ) = rcos L

A= 2n

s
NP

Slika 2.14: f(z) = Yzl

NAPOMENA 2.6 Svaka grana preslika cijelu ravninu bez pozitivne u-osi
{z:y=0,x >0} (razrez) na isjecak s centrom u ishodistu

{w: Argw, Er < Argw < X x),
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2.2. Neprekidnost, limes i derivacija

2.2 Neprekidnost, limes i derivacija

2.2.1 Prisjetimo se

Prisjetimo se definicije neprekinutosti, limesa i derivacije realnih funkcija:

Definicija 2.16 neprekinuta realne funkcije u tocki
Kazemo da je funkcija f : I C R — R neprekinuta u tocki ¢ € I ako za svaki
¢ > 0 postoji 6 > 0 tako da za |x — c| < 6 vrijedi |f(x) — f(c)| < €.

Za funkciju f : R — R kaZemo da je neprekinuta na skupu D ako je
neprekinuta u svakoj tocki ¢ € D. T: Neprekinuta funkcija na segmentu je
ogranicena i dostiZe svoj minimum i maksimum.

y
Jle)+e 1
f(c) X7
fioey /!
) .
c-0C¢ct+s X

Slika 2.15: neprekinutost u c € R

Definicija 2.17 limes realne funkcije

Neka je funkcija f definirana na I C R osim moZda u tocki c. KaZemo da
funkcija f : I C R — R ima limes L u tocki ¢ € I ako za svaki € > 0 postoji 6 > 0
tako da za 0 < |x — c| < O vrijedi |f(x) — L)| < &.

Limes oznac¢avamo L = lim,_, f(x).

T: Ako je funkcija f neprekinuta u tocki c onda ima limes u tocki c i vrijedi
L =lim,_, f(x) = f(c).

T: Ako funkcija f definirana u tocki cima limes u tockiciakojelim,_,. f(x) =
f(c) onda je funkcija f neprekinuta u tocki c.

Definicija 2.18 derivacija realne funkcije u tocki
KaZemo da je funkcija f : I C R — R derivabilna u tocki c € I ako postoji
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2. Funkcije kompleksne varijable

ik 0]

x—c X

Ako postoji limes oznacavamo ga f’(c) i zovemo derivacija funkcije f u tocki c.

Ako je funkcija derivabilna u svakoj tocki intervala I onda funkciju f” koja
broju x pridruzuje f’(x) zovemo derivacijom funkcije f.

ZADACA 2.12 Izvedite formulu za derivaciju kompozicije funkcija:

(g0 f)(x) =[g(fN] = g'(f(x) - f'(x).
Odredite derivaciju funkcije f(x) = In(sin x?).

2.2.2 Neprekinutost, limes i derivacija funkcije komplek-
sne varijable

Definicija neprekinutosti, limesa i derivacije funkcije kompleksne varijable
su analogne.

Definicija 2.19 neprekinutost kompleksne funkcije
Neka je D C C podrucje u C. Kazemo da je funkcija f : D — C neprekinuta
u tocki ¢ € D ako za svaki ¢ > 0 postoji 6 > 0 tako da za |z — c| < 0 vrijedi

If(z) - flo)l <e.

iy f v

x u
Slika 2.16: neprekinutost uc € C

T: Ako je funkcija f(z) = u(x, y) + iv(x, y) je neprekinuta u tocki ¢ = a + ib,
onda su funkcije u(x, v) i v(x, y) neprekinute u tocki (a, b).
D: Neka je f neprekinuta uc =a+1ib tj.

Ve>0) (F6>0), |z=c|l<d = |f(z)-flol<e
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2.2. Neprekidnost, limes i derivacija

Zalz—cl <6 = (x—aP+{y-b2<,

uz prikaz f(z) = u(x,y) + iv(x,y) i f(c) = u(a, b) + iv(a, b) vrijedi
lu(x, y) + iv(x, y) — u(a, b) —iv(a, b)| < ¢

lu(x, y) —u(a,b) +i(v(x, y) — v(a, b)) < €

V(u(x, y) — ua, b)) + (v(x, y) — v, b)) < &

\/lu(x, y) —u(a,b)?> + [v(x, y) —v(a, b)|* < e.

Zatoje |u(x,y) —u(a,b)| < ¢

lo(x, y) —v(a,b)| < ¢,
pa zaklju¢ujemo da su i u(x, y) i v(x, y) je neprekinute u tocki (a, b).
Vrijedi i obrat:
T: Ako su u(x, y) i v(x, y) je neprekinute u tocki (g, b) onda je f neprekinuta
uc.
D: Neka su su u(x, y) i v(x, y) neprekinute u tocki (a, b). Tada

(Ve >0) (36 >0), \/(x—a)2+(y—b)2<6

= |u(x,y) —u(a,b)l < e/2, [v(x,y) —v(a,b)| < e/2.

Ocjenjujemo |f(z) — f(c)l :

f@) = fO)l = V(u(x, y) — ula, b)) + (v(x, y) — v(a, b)) < lu(x,y) - u(a,b)l +
lo(x, y) — v(a, b)| < e.

Definicija 2.20 limes kompleksne funkcije

Neka je funkcija f definirana na podrucju D C C osim moZda u tocki c € D.
KaZemo da funkcija f : D — C ima limes L u tocki ¢ € D ako za svaki ¢ > 0
postoji & > 0 tako da

O<|z—cl<d=|f(x)-L) <e.
Limes oznacavamo L = lim f(z).
z—C

T: Funkcija f(z) = u(x,y) + iv(x, y) ima limes L = A+ iButo¢kic =a+ib

akoisamoako A= Ilim u(x,y)iB= Ilm o(x,y).
(x,y)—>(a,b) (xy)—(ab)

T: Ako je funkcija f neprekinuta u tocki ¢ onda ima limes u tocki c i
vrijedi L = lim f(z) = f(c). T: Ako funkcija f ima limes u tocki c i ako je
lim f(z) = f(c) onda je funkcija f neprekinuta u tocki c.
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2. Funkcije kompleksne varijable

NAPOMENA 2.7 Skup C moZemo prosiriti sa co. Sto znaci oo u kompleksnoj
ravnini? Ako zamislimo jedinicnu sferu i kompleksnu ravninu koja prolazi ek-
vatorom sfere onda se svaka tocka kompleksne ravnine moZe se spojiti spojnicom
s polom sfere. Svakoj tocki z iz kompleksne ravnine odgovara presjecna tocka
spojnice i sfere. Beskonacno dalekoj tocki co u proSirenoj kompleksnoj ravnini
odgovara pol.

Definicija 2.21 derivacija kompleksne funkcije
Kazemo da je funkcija f : D ¢ C — C derivabilna u togki c € D ako postoji

L f@ - @
zZ—C z—C
Ako postoji limes oznacavamo ga f'(c) i zovemo derivacija funkcije f u toci c.

Ako je funkcija derivabilna u svakoj to¢ki podrudja D onda funkciju f
koja broju z pridruzuje f’(z) zovemo derivacijom funkcije f na D.

£(2) = lim fz+Az) - f(z)

Az—0 Az

zasvakiz € D.
Za derivacije kompleksnih funkcija vrijede sva pravila deriviranja re-
alnih funkcija.

PRIMJER 2.17 Izracunajte derivaciju funkcije f(z) = z u tocki c = 0.

RjeSenje:
f'0)=limy =i ot ampi=t

Funkcija je derivabilna u z = 0 i njezina derivacija je 1.

fe)-f0) .. z-0
z—0

ZADACA 2.13 Provjerite je li funkcija f(z) = z derivabilna na C tj. u svakoj
tocki c € C.

PRIMJER 2.18 Provjerite je li funkcija f(z) = z = x — iy derivabilna u tocki
c=0.
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2.2. Neprekidnost, limes i derivacija

RjeSenje: Po definiciji derivacije funkcije f u tocki c ra¢unamo
z) - f(0 z=x+1-0 lim, =0 =1

f’(O) — llm f( ) f( ) — llmz — ' . Z O_xi-iy-z.O
z=0 z-—0 20 Z z=0+1i-y hmz_,ovz—l

Limes ako postoji je jedinstven pa zaklju¢ujemo da funkcija f(z) = z nije
derivabilna u nuli.

iy

z=0+iy -

0] z=x+i-0 x

Slika2.17:z— 0

ZADACA 2.14 Provjerite da je funkcija f(z) = z? derivabilna na C. Odredite
derivaciju funkcije f.

NAPOMENA 2.8 Neka su zg i zg + Az pridruZene tocke A i B u z—ravnini, a
slikama f(zo) i f(zo + Az) pridruZene tocke A" i B’ u w—ravnini.

Geometrijska interpretacija derivacije funkcije kompleksne varijable f u tocki z je
limes kvocijenta duljina B'A’ i BA kad se tocka A pribliZzava tocki B.

B'A’

BA "~

f'(z0) = Ai_lg
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Poglavlje 3
Analiticke funkcije

Definicija 3.1 analiticka funkcija
Funkcija kompleksne varijable f : D € C — C je analiticka na podrucju D
ako funkcija ima derivaciju f’ na D iako je ta derivacija neprekinuta funkcija na D.

Definicija 3.2 analiticka funkcija u tocki
Funkcija kompleksne varijable f : D € C — C je analiticka u tocki ¢ € D ako
postoji okolina D = {z : |z — c| < 6} oko c tako da je f analiticka na D.

NAPOMENA 3.1 Za analiticku funkciju koriste se i nazivi holomorfna i regu-
larna funkcija.

PRIMJER 3.1 Odredite podrucje na kojem je funkcija f(z) = == analiticka.

22+1

RjeSenje:

Rac¢unamo derivaciju po pravilima deriviranja koja vrijede i za realnu
funkciju: f'(z) = 245 = ~ 7y +1)2 2z = #Zl)z
Funkcija f’ je dobro definirana ako je Z24+1+#0,
(z+1)-(z—1) #0,
zZ#1, Z+ —I.
Funkcija f je analitickana C \ {i, —i}.

Definicija 3.3 singularne tocke
Tocke u kojima kompleksna funkcija nije analiticka zovu se singularne tocke.
Tipovi singularnih tocaka:
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(1) zy je izolirani singularitet ako nema okoline oko zy u kojoj postoje drugi
singulariteti;

(2) zy je pol reda n ako postoji lim,_,, (z — zo)" f(z) # O;
(3) zg je uklonjiv singularitet ako postoji lim,_,,, f(z) # 0;

(4) zy je tocka grananja.

PRIMJER 3.2 (1) zy =1, zp = —i su izolirani singulariteti za funkciju f(z) =
1 1

Z - e’

1
z2+1

jer postoji lim,,i(z — 1) f(z) = 5 # 0; i postoji lim,—,_j(z +1)f(z) = —5- #0;

(2) zp =i, zo = —i su polovi prvog reda za funkciju f(z) =

Sll’l zZ

(3) zo = 0 je uklonjiv singularitet za funkciju f(z) =
jer postoji lim,_ f(z) = S22 =1 # 0;

(4) zp = 3 je tocka grananja za viseznacnu funkciju f(z) = Vz — 3.
zo = —2 je tocka grananja za viseznacnu funkciju

zo = 3 je tocka grananja za viseznacnu funkciju f(z) = In(z — 3).

PRIMJER 3.3 Polinomi f(z) = ag + a1z + apz* + - - - + a,2" su analiticke funkcije
na cijelom C.

Racionalne funkcije f(z) = ig) su analztzcke na C\ {z: h(z) = 0}.

Racionalne funkcije oblika f(z) = (Z o S analiticke na C \ {zo}.
Funkcija f(z) = Lnz je analitickana D : C\ {z: y = 0,x < 0}.

TEOREM 3.1 Ako je f : C — C analiticka na podrucju D onda postoje sve
derivacije viSeg reda i one su analiticke funkcije.
Dokaz: Tvrdnja je posljedica Cauchyjeve formule (u poglavlju 4.4).

TEOREM 3.2 Funkcija kompleksne varijable f : D C C — C u prikazu f(z) =
u(x, y) + iv(x, y) je analiticka na podrucju D ako i samo aku su funkcije . u i v
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3. Analiticke funkcije

klase C' na D i za svaki (x,y) € D vrijede Cauchy-Riemannovi uvjeti (C — R)
uvjeti

du(x,y) do(x,y)  dulx,y)  dou(x,y)
ox  ady dy — ox
Funkcije u i v zovu se konjugirane funkcije.

Dokaz:

=)
Pretpostavimo da je f(z) analiticka, tj. Af"(z) i f’(z) je neprekinuta funkcija
na D dlim flerl )

Az—0 Az

+ Az) —

lim L&+ A2~ f(2)
Az—0 Az
Racunat ¢emo limes Az = Ax + iAy — 0 u dva smjera

IAx =0, IIAy = 0.
u(x + Ax, y + Ay) + iv(x + Ax, y + Ay) — u(x, y) — io(x, )

lim f(z+Az) - f(2) _

lim -
Az—0 Az Ax — 0 Ax +iAy
Ay —0
li u(x/y"‘Ay)+iU(x/y+Ay)—”(x,y)—iv(x/y)
A;I—I}o iAy
Y + A - s ] ’ + A - ’
[ Are0 = lim Y0y *Ay —uly) iy +Ay) - o y)
Ay—0 iAy Ay—0 iAy
ou(x,y)  du(x,y)
_ =—i +
- Iy dy
y u(x + Ax, y) +io(x + Ax, y) — u(x, y) — iv(x, y)
im
Ax—0 iAx
II Ay=0
T oty | oot y)
- ox ox
Bududi je limes jedinstven mora vrijediti —i aug;,y) + avg;,y ) = aug(,y ) 4 i avg;y ) a

to su C-R uvjeti.

(=)

Pretpostavimo da su funkcije # i v klase C! na D i za svaki (x, y) € D vrijede
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Cauchy-Riemannovi uvjeti (C-R uvijeti).
Trebamo odrediti dali postojijedinstven limes f'(z) = lima,— f(z%;_ﬂz), Az =
Ax +iAy Ra¢unamo

f(z+A2)—f(z) = u(x+Ax, y+Ay)—u(x, y)+i (v(x + Ax, y + Ay) — v(x, y)) = Au+i Av.

Prema svojstvima funkcija u i v vrijedi

du(x, y) du(x, y)
Ee Ax + 2y

Au=u(x+Ax,y+ Ay) —u(x,y) = Ay,

du(x, y) du(x, y)
Ee Ax + 2y

Av=0v(x+Ax,y + Ay) —v(x, y) = Ay.

Zato je prirast funkcije f

du(x, y) du(x, y) . (dv(x, y) du(x, y)
flz+Az) - f(z) = P Ax + 3y Ay +i P Ax + 3y Ayl,
du(x, y) du(x, ) .du(x, y) Jdo(x, y)
flz+Az) - f(z) = o Ax +i o Ay +i e Ax — P Ay
_ du(x,y) . . du(x, ) .
= (Ax+iAy)+i p (Ax +iAy).

Odredimo limes

. flz+Az) - f(z) dulx,y) .du(x,y)
gr_{}) Az Yo o

Funkcija f ima derivaciju

oy oulx,y) . du(x,y)
f@) = ox T ox

na D paje f analiticka na D.
Zapisi za derivaciju f’ funkcije f(z) = u(x, y) + iv(x, y) su:

o _u_ou_do o
f “dx odx dy dy Ix Ix dy ox
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3. Analiticke funkcije

ZADACA 3.1 Neka je zadana funkcija f(z) = u(x,y) + iv(x, y) = x°> — 3xy> +
i(3x*y — y°)). PokaZite da je analiticka funkcija.

PokaZite da funkcija f1(z) = v(x, y) + iu(x, y) nije analiticka.

PokaZite da je funkcija fo(z) = v(x, y) — iu(x, y) analiticka.

ZADACA 3.2 Izvedite (C-R) jednadZbe u POLARNOM SUSTAVU
z=re", r=lz|, ¢ =argz

f(z) = u(r, ) + iv(r, @)

X=rcosp, y=rsing

(C-R) jednadzbe u polarnom sustavu su:

n_120
or  radp
w_ 1o
o radp

Koristite lanc¢ano pravilo u(r, o) = 8_u = 8_u8_x + 8_u@

P s or  dxdr  dyar
TEOREM 3.3 Preslikavanje definirano funkcijom kompleksne varijable f(z) =
u(x, y) + iv(x, y) zadano je jednadzbama u = u(x, y), v = v(x, y). Ako je funkcija
f analiticka na podrucju D onda je Jakobijan preslikavanja

d(w,v) .. »
Sy = @)

Dokaz: Ako je funkcija analiticka onda vrijede (C-R) jednadzbe na po-

drugju D pa racunamo Jakobijan:

o) _ Judv _ Judv
dx,y) — dxdy  Idyox

2 d
= (27 + (%)
= 2 +i(2)P

=f' )P

PRIMJER 3.4 Odredite Jakobijan i njegove geometrijsko znacenje za preslika-
vanje dano analitickom funkcijom f(z) = V2e%z + (1 — 2i).

RjeSenje:
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Prema definiciji ra¢unamo Jakobijan

_du,v)
S dxy)

Prema lokalnom svojstvu Jakobijana

] IF@PF = [V2etP =2,

A'AMU
AA,,

|JI = lim

geometrijska interpretacija Jakobijana nam kaZe da je AA,, povrsina slike
u w ravnini dva puta vec¢a od AA,, povrSine originala u z— ravnini, kad
AA,, — 0.
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3. Analiticke funkcije

3.1 Konjugirano-harmonijske funkcije

Definicija 3.4 harmonijska funkcija
Funkciju ¢ : R — R koja je klase C*(D) (ima druge parcijalne derivacije koje
su neprekinute funkcije) i koja zadovoljava Laplaceovu jednadZbu

’¢p 9
_¢ + _¢ — 0
ox?  Jdy?
zovemo harmonijska funkcija.
Uz oznaku Laplaceovog operatora
> I
Yo ap

Laplaceovu jednadzbu zapisujemo
Ad(x, ) = 0.

ZADACA 3.3 Provjerite je li funkcija ¢p(x, y) = /x2 + y? harmonijska.
Provjerite je Ii funkcija (x, y) = arctg() harmonijska.

TEOREM 3.4 Akoje f : D — C, f(z) = u(x,y) + iv(x, y) analiticka funkcija,
onda su funkcije u iv harmonijske funkcije i zovemo ih se KONJUGIRANO
HARMONIJSKE FUNKCIJE.

Dokaz:

Pretpostavimo da je f analiticka — 3df’(z) i f’(z) neprekidna. Slijedi
u,v € C}(D) i vrijede (C-R) jednadZbe. Da bi u(x, y) bila harmonijska treba
provjeriti je li Au(x,y) = 0.

Pu 9 (814) d (80) v

o = ox\ax) = 2 \ay) = 2xay
Pu_ 0 () _ 0 ( ) P
o2 dy\dy) ady\ x|  Ixdy
Pu  Ju
ﬁ-'_&_yz_o = Au(x,y)—O.
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3.1. Konjugirano-harmonijske funkcije

Provjeravamo zadovoljava li funkcija v LaplaceovujednadZzbu Av(x, y) =

Pv 9 (80)_ 8( au)_ *u

o7 = ax\ax) = 2x\"ay) = “anay
dv 9 (dv d (du\_ Fu
N 8y Ay 8y dx)  dyox
820 0*v

2 ayz =0 = Avlx,y)=

PRIMJER 3.5 Neka je zadana funkcije f(z) = u(x, y) +iv(x, y) = (x> = y*> —x) +
i(2xy — y). Provjerite jesu li funkcije u i v harmonijske.

RjeSenje:
2 2 2 2
Fu_, Fu_ , Fv_, Fv_,
9x? dy? ax? dy?
TEOREM 3.5 Neka je D jednostruko povezano podrucje, i u : D — R harmoni-
jska funkcija na D. Tada postoji jedinstvena do na konstantu funkcijav : D — R

harmonijska na D, takva da je f(z) = u(x, y) + iv(x, y) analiticka funkcija.

Dokaz:
Za funkcija u harmonijsku na D vrijedi
*u 82 0
ox? 8y '

Definiramo nove funkcije P(x, v) = 3" , Qx,y) = % koje é biti komponente
vektorskog polja @ = P(x, y)i + Q(x, y) i.

Prema pretpostavci u je harmonijska pa zaklju¢ujemo da za funkcije P
iQ Vrijedi
P& —
dy c?x Y

zove potencijal vektorskog polja takva da vrijedi

tj. vektorsko polje 'je potencijalno. Postoji funkcija ®(x, y) koja se

VO =4,
Dakle, za funkciju @ vrijede relacije - % — p ‘gc;’ Q.
Koriste¢i definicije funkcija PiQ pokazu]emo da za funkciju ® i u
vrijede (C-R) jednadzbe: 2 = —g—;, g‘;’ 2 Postoji konjugirana funkcija v
koja se definira kao v(x, y) = O(x, y).
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3. Analiticke funkcije

Ako pretpostavimo da su dvije funkcije v; i v, konjugirane funkciji u

onda vrijedi

Q1 _ _du du_ Ju
dx —  dy’ dy ~ ox’
2 _ _Ju v _ du
dx —  dy’ dy ~ ox’

1

v —v2) _ A(v1—v2) _
ox - O’ dy =0.

Slijedi da je v4 — v, = konst.
ZADACA 3.4 Ako je zadano vektorsko polje @ = P(x, y)?+ Qx,v) j_)potencijalno

pokaZite da je njegov potencijal funkcija ®@ dana formulom

(x.y)
CD(x,y):f ’ (Pdx+ Qdy).

(XO/}/O)

x Y
D(x,y) = f P(t,y)dt + Q(xo, t)dt.

X0 Yo

NAPOMENA 3.2 Milne-Thomson Method za oderedivanje konjugirano har-
monijskih funkcija
Konjugirano harmonijsku funkciju moZemo odrediti na sljedeci nacin:

(i) ako jepoznata funkcija u onda konjugirana funkcijav = Im{2u(z/2, —iz/2)};
(ii) ako je poznata funkcija v onda je konjugirana funkcijav = Re{2iv(z/2, —iz/2)}.

Funkciju f(z) = u(x, y) +iv(x, y) moZemo prikazati u varijabli z pomocu sljedecih

formula:

(a) f(z) =u(z,0) + iv(z, 0) ako su obe funkcije u i v poznate;

(b) f(z) = 2u(z/2,-iz/2) + c ako je poznata funkcija u, a ¢ = —u(0,0) je
konstanta;

(c) f(z) = 2iv(z/2,-iz/2) + c ako je poznata funkcija v, a ¢ = —iv(0,0) je
konstanta.

PRIMJER 3.6 Neka je u(x,y) = x*> — y* — x. Treba odrediti v(x,y) tako da
f(2) = u(x, y) + iv(x, y) bude analiticka).
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3.1. Konjugirano-harmonijske funkcije

Rjesenje: (prvinacin):
Nuzan uvjet da bi f bila analiticka su (C-R) uvijeti za funkcije uiv :
W=2x—1= g—; = o(x,y) = [@x—1)dy+C(x) = 2x — 1)y + C(x)
S=-f=-2y
S=2y
% =2y+C(x)=2y = C(x)=0 = Cx)=C
Odredili smo funkciju v(x, y) do na konstantu C :
o(x,y)=2xy—-y+C
i funkciju f = u + iv do na konstantu C :
f@) =@ -y -x)+ixy—y+C), z=x+1iy
Prikaz funkcije u varijabli z moZemo odrediti racunajudi f(z) = x> + i2xy +
iy — (x+iy)+iC = (x+ iy — (x +iy) + iC=2> —z +iC.

Prikaz funkcije u varijabli z moZemo odrediti lakSe prema prethodnoj
napomeni 3.2 (a):
f(z) = u(z,0) + iv(z,0) = 2> — z + iC.

(drugi nacin):

Funkciju v moZemo odrediti i kao potencijal vektorskog polja @ = P(x, y)?+
Q(x, y)]f gdje su funkcije P i Q zadane s P(x, y) = —‘3—; =2y, Qlx,y) = g—z =
2x - 1.

v(x, y) = f( ! (Pdx+Qdy) = f P(t,y)dt + fy Q(xo, t)dt =2xy —y + C.
(x0,%0) Xo Yo

(trec¢i nacin):
Akoje poznata funkcija # u prethodnojnapomeni 3.2(i) konjugirana funkcija
vje dana formulom v(x, y) = Im{2u(z/2, —iz/2)} + ¢ = 2xy — y, a koristedi (b)
odredimo f(z) = 2u(z/2, —iz/2) — u(0, 0)
f(z) =2u(z/2,-iz/2) = z* — z.

Veza harmonijskih i analitickih funkcija je vaZzna za rjeSavanje rubnih
problema. Sljede¢a napomena ¢e se u poglavlju Primjene harmonijskih
funkcija dokazati.

NAPOMENA 3.3 Neka je ¢*(u,v) harmonijska funkcija na D’. Tada postoji
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3. Analiticke funkcije

konjugirano harmonijska funkcija 1*(u, v) tako da je

F(w) = ¢"(u,v) + " (u,v)

analiticka funkcija.
Neka je F(z) je kompozicija F(z) = (F* o f)(z) = F'(f(2)). Tada je

F(z) = ¢"(u(x, y), v(x, ) +i P (u(x, y), v(x, y)) = ¢(x, y) + iP(x, y)

=p(x,y) =P(x,y)

analiticka a funkcije ¢, harmonijske na D.
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3.1. Konjugirano-harmonijske funkcije
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Poglavlje 4

Integral funkcije kompleksne
varijable

U ovom poglavlju pokazat éemo jedno svojstvo funkcija kompleksne var-
ijable koje nemaju realne funkcije: Ako je funkcija analiticka (ima prvu
derivaciju) na jednostruko povezanom podrudju (bez ‘rupa’) onda funkcija
ima derivacije svakog reda i one su analiticke funkcije.

4.1 Prisjetimo se

Definicija 4.1 parametrizacija krivulje

Neka su zadane funkcije x : I — Riy : I — R neprekinute nal = [a,b] C R
i vektorska funkcija #(t) = x(t)?+ y(t)j_,) t € 1. Skup tocaka u ravnini I =
{(x(t), y(t)), t € I} zovemo krivulja u ravnini s parametrizacijom (7, [a, b]).

~U

P(2)
Z0))

\'i

=7
=

Slika 4.1: krivulja u ravnini i krivulja u kompleksnoj ravnini
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4.1. Prisjetimo se

Ako funkcije x(t) i y(t) imaju neprekinute derivacije na I i ako su
derivacije razli¢ite od nule za sve t € [4,b] onda za krivulju I' kaZemo
da je glatka krivulja ili Jordanov luk.

Krivulje koje su sastavljene od viSe glatkih krivulja su po dijelovima
glatke krivulje ili konture.

Zatvorena krivulja ima svojstvo da je (x(a), y(a)) = (x(b), y(b)).

Jednostavna zatvorena krivulja ne sije¢e samu sebe.
|Z_8l zat € [a,b]. Za
glatku krivulju kaZemo da je orijentirana ako je izabran smjer jedini¢nog

Jedini¢ni vektor tangente na krivulju I' je T() =

vektora tangente f, smjer od A(x(a), y(a)) do B(x(b), y(b)) ili suprotno.

Ako je glatka krivulja zatvorena onda kaZemo da je pozitivno orijentirana
ako je smjer vektora () suprotan smjeru kretanja kazaljke na satu.

Za podrugje D kaZzemo da je unutarnje podrudje pozitivno orijentirane
zatvorene krivulje I' ako se ono nalazi lijevo pri obilasku po krivulji.

PRIMJER 4.1 (a) Napisite parametrizaciju pravca koji prolazi tockama A(1, 5)
iB(2,3);

(b) Napisite parametrizaciju kruZnice sa sredistem u So(2,3) i polumjerom 3.
RjeSenje:
(a) Parametrizacija pravca koji prolazi tockama A(x, x2) i B(y1, y2); je
IFix(t)=xi+(—x)t, yt) =1+ (2 —y1)t, teR;
Ako su tocke A(1,5) i B(2,3); parametrizacija pravca je
I:x(t)=1+t, y(t)=5-2t, tee R;
(b) Parametrizaciju kruZnice sa sredistem u So(xo, yo) i polumjerom R je
I':x(t) = x9+ Rcost, y(t) = yo + Rsint, t € [0,27];
a sa srediStem u Sy(2, 3) i polumjerom 5

I':x(t)=2+5cost, y(t) =3 +5sint, t € [0,2m].
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NAPOMENA 4.1 krivuljni integral 1. vrste

Neka je I = {(x(t), y(t)),t € I = [a, b]} krivulja u ravnini i neka je na krivulji
zadana funkcija f : T — R. Krivuljni integral funkcije f (krivuljni integral 1.
vrste) racuna se po formuli

b
fr f(x, y)ds = f FOx(), y()) \Jx (D2 + y' ()2 dt.

NAPOMENA 4.2 krivuljni integral 2. vrste

Neka je = {(x(t), y(t)),t € I = [a,b]} orijentirana krivulja u ravnini i neka
je na krivulji zadano vektorska funkcija @ : T — V2, d(x, y) = a.(x, y)?+ a,(x, y) f
Krivuljni integral vektorske funkcije @ (krivuljni integral 2. vrste) racuna se po

j::?- dr j:axdx +a,dy
f f

b
f a,(x(t), (D)X (8) b + a, (x(t), y(D)y' (8 dt

formuli

Definicija 4.2 jednostruko i viSestruko povezano podrucje

Za podrucje D € R® kaZemo da je jednostruko povezano podrucje ako se
svaka zatvorena krivulja u D moZe bez prekidanja stegnuti na tocku ne izlazeci iz
podrucija.
Za podrucje D kaZemo da je viSestruko povezano podrucje ako ima "rupe’ tako da
kad opiSemo zatvorenu krivulju u podrucju oko ‘rupe’, nije moguce stegnuti tu
krivulju na tocku a da ne izademo iz podrucja.

TEOREM 4.1 Greenov teorem
Neka je D € R? jednostruko povezano podrudje i neka je Gamma zatvorena poz-

itivno orijentirana jednostavna glatka krivulja koja je rub podrucja D. Neka kom-
ponente vektorske funkcije @ = M(x, y)?+ N(x,y) jﬁimaju neprekinute derivacije.

Tada
B ON(x,y) IM(x,y)
SéM(x, y)dx + N(x, y)dy = ffD ( T 2y )dx dy.

67 Radni materijal




4.2. Kompleksna integracija

4.2 Kompleksna integracija

Definicija 4.3 krivulja u kompleksnoj ravnini
Neka su zadane funkcijex : 1 — R iy : I — R neprekinute na I = [a,b] C R.
Krivulja Tu kompleksnoj ravnini zadana je parametrizacijom

z(t) = x(t) +iy(t), t € [a,b],

gdje je pocetna tocka krivulje z(a) = A = (x(a), y(a)) € C, a krajnja tocka krivulje
2(b) = B = (x(b), y(v)) € C. )

Krivulju koja ima suprotan smjer oznacit cemo —1.

Ako je z(a) = z(b) krivulja je zatvorena.

Glatka zatvorena krivulja je pozitivno orijentirana ako je smjer "vektora’ tangente
z'(t) suprotan smjeru kretanja kazaljke na satu.

k’(Z(],p) = {‘Z - Z()| = P}

Slika 4.2: K(z, p)

PRIMJER 4.2  (a) Odredite parametrizaciju pravca u kompleksnoj ravnini koji
prolazi tockama z; i z.

(b) Odredite parametrizaciju kruznice u kompleksnoj ravnini sa ishodistem u
2o i polumjera R.

RjeSenje:
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4. Integral funkcije kompleksne varijable

(a) "Vektor’” nosa¢ pravca je z; — z1, a tocka kroz koju prolazi je z.
Pravac u kompleksnoj ravnini koji prolazi tockama z; i z; je krivulja

s parametrizacijom:
F:zt) =z1+(z2—z1)t, te R

Zazy=x1+iy1120 = xp + 1l

F:z(t)=x1+ (2 —x))t +i(ys + (2 — y1)t), t€R.

(b) Prema parametrizaciji kruznice u ravnini, parametrizacija kruZnice
sa srediStem u zy = xo + iy i polumjerom R je

T :z(t) = zo + R(cost + isint) = zy + Re”, t € [0,27];
I':z(t) = (xo + Rcost) +i(yo + Rsint), t € [0,2m].

ZADACA 4.1 (a) Odredite parametrizaciju pravca u kompleksnoj ravnini koji
prolazi tockama zy = iizy = 3 — .

(b) Odredite parametrizaciju kruZnice u kompleksnoj ravnini sa sredistem u zg = 3
i polumjerom R = 7.

Definicija 4.4 integral kompleksne funkcije

Neka je krivulja Tu kompleksnoj ravnini zadana parametrizacijom z(t) = x(t)+
iy(t), t € [a,b]. Integral funkcije kompleksne varijable f(z) = u(x, y) +iv(x, y) po
glatkoj krivulji r definira se na sljede¢i nacin

b
dz = -Z'(Hdt = 0)(dx + idy) = dx —vd ' d dy).
jr:f(z) z ja‘f(z(t)) Z'(t)dt jr:(u+zv)(x+z ) jr:(u X—70 y)+zjr:(v x + udy)

I:f dz
rZ—20

po kruznici oko zg polumjera p pozitiono orijentiranoj (suprotno kretanju kazaljke

PRIMJER 4.3 IzraCunajte

na satu).
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RjeSenje:
{t) = (xo + pcost) +i(yo + psint), t€[0,27]
f2) =

z(t) = xz(t; ioiy(t) = (xo + pcost) +i(yp + psint)

z(t) = zo + p(cost +isint) = zp + peit, t € [0,2n]
Z(t) = pie"

271
I= f fzt) -2/ (t)dt = f(zo + pe")pie'dt
a nO

b
27T 1 ' 2
I= f — pie'dt = f idt = it
0o pe 0

ZADACA 4.2 PokaZite da je

1
f dz=0, n# -1
i (z = zo)"

gdje je T kruznica k(zo, p).

21 .
= 271
0

4.3 Cauchyjev teorem

TEOREM 4.2 Cauchyjev teorem

Neka je I’ zatvorena po dijelovima glatka krivulja u kompleksnoj ravnini koja
je pozitivno orijentirana i kojoj je unutarnje podrucje u D. Neka je f analiticka
funkcije na D. Tada je integral funkcije f(z) = u(x, y) + iv(x, y) po glatkoj krivulji

ﬁf(z)dz =0.
T
Dokaz:

Prema definiciji integrala kompleksne funkcije

dz = dx —vd 1 d dy).
ﬁf(z)z ff(ux vy)+sz(v x + udy)

Trebamo izracunati dva krivuljna integrala druge vrste. Ako je f(z) =

r jednak nuli.

u(x, y)+iv(x, y) analiticka onda funkcije 1 i v zadovoljavaju (C-R) jednadZbe.
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4. Integral funkcije kompleksne varijable

Primijenimo Geenov teorem ili ¢injenicu da je krivuljni integral 2. vrste
potencijalnog vektorskog polja po zatvorenoj krivulji jednak nuli.

Juludx —vdy) = [od@-d7=0

gdjeje @ = v(x, y)f+ u(x, y) ]ﬁpotencijalno vektorsko polje.
f (vdx + udy) = fa ar=0

gdjeje @ = u(x, y)z u(x,y)j potencijalno vektorsko polje.

PRIMJER 4.4 Neka je r po dijelovima glatka zatvorena krivulja i zo € C. Izracu-
najte integrale:

(@) §dz
(a) S@Zdz
(a) #(Z—Zo)dz

Rjesnenje: Funkcije f(z) = 1, f(z) = z1i f(z) = (z — 2z¢) su analiticke nana C
paiunutar krivulje I' pa moZemo primijeniti Cauchyjev teorem

(@) §dz=0
(@) #zdz:o
(@) §z—zo)dz=0.

TEOREM 4.3 Morerin teorem - obrat Cauchyjevog teorema
Neka je f neprekinuta funkcija na jednostruko povezanom podrucju D i neka

Séf(z)dz =0,

za svaku zatvorenu po dijelovima glatku krivulju Tu kompleksnoj ravnini koja je

vrijedi

pozitivno orijentirana i kojoj je unutarnje podrucje u D.
Tada je f analiticka na D.

Dokaz: Posljedica Cauchyjeve integralne formule koju ¢emo pokazati u
sljede¢em poglavlju.
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Definicija 4.5 primitivna funkcija-"neodredeni integral’
Neka su F i f analiticke funkcije na podrucju D takve da je F'(z) = f(z) tada
funkciju F zovemo primitivna funkcija funkcije f i oznacavamo

F(z) = ff(z)dz + C.
PRIMJER 4.5 Odredite primitivnu funkciju funkcije f(z) = cos z + 2°.

Rjesenje: Kako je 4(sin z + %) = cos z + 22 = f(z) zaklju¢ujemo da je
primitivna funkcije od f je funkcija F(z) = sin z + % + C i zapisujemo

4
f(cosz+z3)dz:sinz+ZZ+C.
Sljedeci teoremi su posljedica Cauchyjevog teorema.
TEOREM 4.4 Neka je f analiticka funkcija na jednostruko povezanom podrucju
D. Neka su z i z; dvije tocke iz D. Tada integral funkcije f ne ovisi o krivulji koja

spaja zoiziileZiu D.

Dokaz:

Slika 4.3: T = z9Az;Bzy = I} U -,

. 4 . ~ .o o . . . -
Pretpostavimo da tocke zj i z; poveZemo s dvije razli¢ite krivulje I'1 =
— v . .
20Az1 i1 = zpBz;. Oznacimo zatvorenu krivulju

f = Z()AZlBZ() = 1:; U —].:;
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Primijenimo Cauchyjev teorem za funkciju f i pozitivno orijentiranu krivulju
S
I

Zatoje

ﬁ f@dz="| f(z)dz
r I

fo&MZ=vEf@MZ=ljf@mz

TEOREM 4.5 Neka je f analiticka funkcija na jednostruko povezanom podrucju
D. Neka su zj i z dvije tocka iz D i neka je definirana funkcija

qa:jﬂﬂmn

Tada je G analiticka na D i vrijedi G'(z) = f(2), tj. G je primitivna funkcija od f.

Dokaz:

F'(z) 11m [F(z +h)—F(2)] = 11m [f f(s)ds —f f(s)dsl

z+h
= 1111(}}11[ f(s)ds+£ f(s)dsl

(= prema teoremu srednje vrijednosti za integrale)
.1
= 1im 3 (@) - = f(2)

TEOREM 4.6 ‘odredeni integral’
Neka su f i F njena primitivna funkcija analiticke funkcije na C (cijele funkcije).
Tada za sve krivulje u D koje povezuju dvije tocke z1 i z; iz D vrijedi

j‘ﬂz F(b) - F(a), a,b € D.
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4.3. Cauchyijev teorem

PRIMJER 4.6 Izracunajte integral

2
f 2z +¢€%)dz
2i

Rjesenje: Primitivna funkcija je F(z) = z° + ¢ + C.

2—1
(2z+6)dz=FQ2—-1i)—FQi)=7-2i+e" +¢*.
2i

NAPOMENA 4.3 Uintegralu fr %dzgdjeje krivuljaT = A(0,-1)B(1,-1)C(1,1)D(0, 1)
mozZemo krivulju zamijeniti s desnom polukruznicom Ti:{z(t) = e, t e =%, 31
koja leZi u jednostruko povezanom podrucju koje ne sadrZi ishodiste i na kojem je
funkcija 1 analiticka.

Moramo paziti u primjeni da i zadana krivulja i zamjenska krivulja po kojoj se
integrira (koja spaja tocke a = —iib = i) i tocke leZe u podrucju koje je jednostruko
povezano i na kojem je funkcija f analiticka.

fldz
2z

Il Il
-~
:| h
A AN =
IS ISR~
QL N
—~

= TUi.

Ne bismo smjeli zadanu krioulju I zamijeniti s lijevom polukruznicom T, :
{z(t) = €', t € [3&, 2]} jer ona ne leZi u istom jednostruko povezanom podrudju.

272
1 ) 7'[/2

f -dz = zf dt
I, Z 37/2

= Tl

TEOREM 4.7 Cauchyjev teorem za ‘rupu’

Neka je D visestruko povezano podrucje (s rupom). Neka je I pozitivno
orijentirana, zatvorena, po dijelovima glatka krivulja kojoj je unutarnje podrucje
u D. Neka je I, pozitivno orijentirana, zatvorena, po dijelovima glatka krivulja
koja se nalazi u unutrasnjem podrucju od I} tako da obuhvaca rupu. Neka je AB
spojnica krivuljal'y iT',. Neka je f analiticka funkcijana D. Tada je integral funkcije
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Slika 4.4: podrugje s ‘rupom’

f po dijelovima glatkoj krivulji pozitivno orijentiranoj =TI UAB —-T,UBA

ﬁf(z)dz =0
S@lf(z)dz:g%f(z)dz.

Dokaz: Funkcija f je analiticka na unutarnjem podrucju krivulje F=TU

jednak nuli:

i vrijedi

AB —-T,UBA pa moZemo primijeniti Cauchyjev teorem za jednostruko
povezano podrudje.

b red

T

‘ﬁ i f(z)dz

I}UABU-T5UBA

Séjf(Z)dZ+ Ef(Z)dZ—i_ éfzf(z)dz+ fB_Af(z)dz

5§z f2)dz - 5§ f)dz

Iz gornje jednakosti slijedi

Sélf(Z) dz = Sé f(z)dz.

NAPOMENA 4.4 Neka je funkcija f analiticka na podrucju D osim u tocki zp.
Tada u pretpostavkama Cauchyjevog teorema za visestruko povezano podrucje s

0
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"rupom’ mozemo za krivulju T, izabrati kruznicu k(zo, p) koja obuhvaca ‘rupu’
oko tocke zy. Tada vrijedi

) f(2)dz = f(z)dz, zap > 0.
I

k(zo,p)

1296‘ dz
rZ—20

PRIMJER 4.7 Izracunajte

za:

(a) T = k(zo, p) kruznici oko zy polumjera p pozitivno orijentiranoj (suprotno
kretanju kazaljke na satu)

(b) T bilo koja po dijelovima glatka zatvorena pozitivno orijentirana krivulja
koja obuhvaca z

(c) T bilo koja po dijelovima glatka zatvorena pozitivno orijentirana krivulja
koja ne obuhvaca z

RjeSenje:
_ dz _ i
(@) I= ﬁ(ZO,p) o =2m (zadatak 4.3;
(b) I= i—zo = (Cauchyjev teorem za 'rupu’)= ﬁ(ZO,p) i—zo =27

(c) Funkcija g(z) = ﬁ je analiticka na unutarnjem podru¢ju od I' jer I' ne
obuhvaca z) pa mozemo primijeniti Cauchyjev teorem I = ff Q(z)ydz =
0.

Sljededi teorem je posljedica Cauchyjevog teorema za viSestruko povezano
podrugje (viSe rupa’)

TEOREM 4.8 Neka je funkcija f analiticka na podrucju D osim u tockama z; i

2y. Tada vrijedi
(’) dz = (‘) dz + (’) dz
ff(Z) ) f(z)dz ) f(@
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4. Integral funkcije kompleksne varijable

Slika 4.5: f nije analiticka u z; iz,

4.4 Cauchyjeva integralna formula

U nastavku ¢emo pretpostaviti da je I' po dijelovima jednostavna glatka
zatvorena krivulja koja je pozitivno orijentirana i njeno unutarnje podrugje
je unutar D (ostaje s lijeve strane pri obilasku).

TEOREM 4.9 Cauchyjeva integralna formula

Neka je I' zatvorena po dijelovima glatka krivulja u kompleksnoj ravnini koja
je pozitivno orijentirana i kojoj je unutarnje podrucje u D. Neka je f analiticka
funkcije na D. Tada za z, iz unutarnjeg podrucja od I vrijedi

1 f(@

— . dz
2 Jrz— 2o

f(zo0) =

Rezultat vrijedi i u slucaju visestruko povezanog podrucja.

Dokaz:
Definiramo novu funkciju g(z) = w

. Funkcija g nije definirana
i nije analiti¢ka u zp. MoZemo dodefinirati funkciju g u tocki zy na sljedeéi
nacin lim,_,,, g(z) = f'(zo).

g(z) je analiticka na D osim u zp, pa moZemo primijeniti Cauchyjev teorem

s (‘rupom’) i napomenu 4.4:

56 g(z)dz = 56 ¢(2)dz, zap > 0.
T K(zo,p)
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4.4. Cauchyjeva integralna formula

Slika 4.6: f analiticka u z

Apsolutnu vrijednost integrala na desnoj strani moZemo ograniciti, za bilo

koji p > 0, pa ulimesu kad p — 0 vrijedi 5@_ g(z)dz = ﬁ((ZO ) g(z)dz = 0.

ng(m fe) g

Z—2Zp
f(Z) f(20) dz
Z—ZO rZ—20
f(@
b = S
@
rZ— 20

= f(ZO) - 2711,

TEOREM 4.10 Neka je f analticka funkcija na D. Tada funkcija f ima derivacije
svakog reda na D i derivacije su analiticke funkcije.

Neka T bilo koja zatvorena po dijelovima glatka krivulja u kompleksnoj ravnini

koja je pozitivno orijentirana i kojoj je unutarnje podrucja u D. Tada se n—ta

derivacija funkcije f u bilo kojoj tocki zo iz unutarnjeg podrucja od I' racuna na
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4. Integral funkcije kompleksne varijable

sljedeci nacin
e = o p Lo
= 2mi (z- zo)”+l

PRIMJER 4.8 Izracunajte integral

sinz
> dz
rzc+1

gdje je I je zatvorena glatka krivulja u ¢ijem se unutarnjem podrucju nalazi tocka

z = ia ne nalazi tocka z = —i.

Rjesenje: Neka je D podrucdje koje obuhvaéa unutarnje podrucje krivuljeI'.

iy

i

-1

X

Za primjenu Cauchyjevog teorema provjeravamo je li podintegralna funkcija

sinz __ sinz

analiticka na D. Oznacimo ¢(z) = 555 = T

—  g(2) je analiti¢ka osim
uzy= i.
= 56 (z)dz # 0 (prema Cauchyjevom teoremu).

Neka je f(z) = 222, To je analiticka funkcija na D.
Prema Cauchy]evo] formuli za tocku zy = i vrijedi

f@@)

rZ—2o

dz = 2 - f(zo).

f()

Bududi je g(z) = == moZemo izracunati vrijednost integrala

L f=)
9§ g(z)dz ) po— z

1 ——
i+1
= misinhl

o
N N
3 4
| o
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4.4. Cauchyjeva integralna formula

sinz
> dz
rz¢+1

gdje je I je kruznica polumjera R > 1.

PRIMJER 4.9 Izracunajte

sinz

RjeSenje: Oznacimo funkciju ¢(z) = 53.

n=iizmp=—i = [ gz)dz#0.
Oznacimo krivulje I'y : [z — 1| = p; i [ : |z + 1| = p,. Primijenimo posljedicu

Funkcija g je analiticka osim u

1y
; I |z-i|=
(D
-1 2{9 1 /Rx

K:|z|=R>1

Cauchyjev teorem za viSestruko povezano podrucje

9§ g(z)dz fn g(z)dz + j; 2 g(z)dz

f sinz P sinz 5
r, (z—=1i)(z +1) r, (z=1)(z +1)

sinz sinz
fl(Z) = Jy fz(Z) = -
= i l(Z)t:lz + f2(z)dz
rl Z_Z rz Z+Z

= Cauchyjevaint.formula

= 2mifi(i) + 2mifo(~i)

sini .sin(—i
= 2mi—— + 271 ( )
i+1

—1—1
= msini— ntsin(—i) = 2wt sini
= 2misinh1

PRIMJER 4.10 Izracunajte integral

z+3
e
ng z-Dz-2)""
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iy
r
r L
k/‘\/‘\ ,

z+3
(z=1)(z-2)

Rjesenje: Oznacimo funkciju g(z) =
n=1lin=1 = [ g(E)dz#0.
Oznacimo krivulje I'; : [z—1] = p1iI : |z = 2| = p,. Primijenimo posljedicu

i ona je analiticka osim u

Cauchyjev teorem za viSestruko povezano podrudje - teorem4.8:

ﬁ g(z)dz fr‘ 1 g(z)dz + fr‘ 2 g(z)dz

z+3 dz 4 z+3
n(z-DE-2) r, 2-1Ez-2)
= 2mi-(—4)+2mi-5=2mi

dz

ZADACA 4.3 Izratunajte integrale

eZ

(a) dz

:jzl=2 z2 -1

1

(b) ——z

11 (1 +2)(z—1)3

COSz

(c) o P dz

PRIMJER 4.11 Izracunajte integral funkcije f(z) = Rez po krivulji I ako je
(a) T pravac m, Py —2z1=0, P1(0,0), P, >z, =1+1, Py(1,1)
() T: P\P,UPP;, Py >21=0, P, >2=1, Ps > z3=1+]i

RjeSenje:

(@) f(z) =Re(z) =x=t, At)=t+it, t€[0,1], dz =2/ ()dt = (X'(F) +
iy (D)dt = (1 + i)dt
i f@dz = fab FE®) -2 (Odt = [ 11+ idt = L
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4.4. Cauchyjeva integralna formula

iy P
P
| X
Slika 4.7: (a)
{?
P X

Slika 4.8: (b)

(b) F:F1UF2
'y(t)—O x(t)=t, A{t)=t, t€[0,1]
y(t) =t x(t) =1, r(t)—1+zt te[Ol

ff(z)dz+ffz)dz_ftdt+fldt 1+2i

Funkcija f(z) = Rez nije analiticka - integrali ne ovise samo o pocetnoj i

krajnjoj tocki krivulja.
ZADACA 4.4 Izratunajte integrale

sin(7z?) + cos(mz?)

(a) dz = 2mi
Tz-1=4 (z-1)(z-2)
iy
oY
N N
_/ /
1 2

Slika 4.9: (a)
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4. Integral funkcije kompleksne varijable

sin(tz?) + cos(mz?)
b (z—D(z-2)

PRIMJER 4.12 Izrac¢unajte integral

é eZz
—dz
Top=s (2 + 1)

iy

AR
N

(b) dz = 4mi

RjeSenje:

/ X

Slika4.10: T :|z| =3 zo = -1

Primijenimo Cauchyjevu integralnu formulu za n—tu defivaciju:

0,y = f(@)
f*(z0) = 2mi f(z —z0)n + 1)

f - 1O i = 2

Z())(T’l-i-l)
n=3, zo=-1, f(z) =e*

Sg & =8
=3 (2 + 1) 3e2°

Posljedice Cauchyjeve integralne formule su sljede¢a dva vaZna svo-
jstva analiticke funkcije:

TEOREM 4.11 maksimum modula
Ako je f analiticka na zatvorenoj krivulji T i ako f nije konstantna = |f(z)|
ima maksimum na I.

TEOREM 4.12 minimum modula
Ako je f analiticka na zatvorenoj krivulji I i ako f(z) # 0na T = |f(z)| ima
minimum na I'.
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4.4. Cauchyjeva integralna formula
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Poglavlje 5
Konformno preslikavanje

Definicija 5.1 Konformno preslikavanje

Neka je zadano preslikavanje u = u(x,y), v = v(x,y) koje tocku iz (xo, Yo)
iz (x, y)—ravnine preslikava u (ug,vo) u (u,v)—ravnini, a krivulje C; i Cy koje
se sijeku 1 (xo, Yo) preslika u C, i C, koje se sijeku u (i, vo). Ako je kut izmedu
krivulja Cy i Cy jednak kutu izmedu krivulja C;, C, po iznosu i smjeru onda je
preslikavanje konformno u tocki (xo, Yo)-

ly ) W:ﬂZ) v \\\ a’ /// cl;
/I a /\ —,
e L
7 2 Wo
. 0 g
s t X l; u
13 : l
AR A

Slika 5.1: konformno preslikavanje

Preslikavanje definirano kompleksnom funkcijom w = f(z) = u(x, y) +
iv(x, y) zadano je jednadZbama u = u(x, y), v = v(x, y).

TEOREM 5.1 Ako je funkcija f analiticka u zoiako je f'(zo) # 0onda se tangenta
na krivulju C u tocki zo preslika u tangentu na krivulju C" u tocki wy = f(zo) koja
je zarotirana za kut a = Argf’(zp).
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Dokaz: Neka krivulja C koja prolazi kroz to¢ku z; ima parametrizaciju
z = z(t) = x(t) +iy(t), t € [a,b]l, zo = z(ty),to € [a,b], a njena slika C’
parametrizaciju w = w(t) = u(x(t), y(t)) + v(x(t), y(t)).

Vektor tangente na krivulju C u tocki zj je dan s z'(tp) (kad gledamo na
kompleksni broj kao vektor). Pomocu lanc¢anog pravila racunamo w’(f)
(predstavlja vektor tangente na C’):

w'(t) = f'(z(5)Z'(8).

U toc¢kama zy = z(tp) i wy = w(ty) uz pretpostavku da je f analiticka i
f(z0) # Ovrijediw’(ty) = f'(z0)Z'(to). U polarnom zapisu imamo Argw’(ty) =
Argf'(zo) + Argz’(t). Zato je efekt transformacije w = f(z) rotacija tangente
za kut Argf’(zo).

TEOREM 5.2 Ako je funkcija f analiticka u zo i ako je f'(zo) # O onda je
preslikavanje w = f(z) konformno u tocki z.

Dokaz:

Trebamo pokazati da je kut izmedu krivuja C; i C, koje se sijeku u
tocki zp sacuvan pri preslikavanju w = f(z). Prema prethodnom teoremu
tangente se rotiraju za isti kut a« = Argf’(zp) # 0 u istom smjeru pa je
preslikavanje konformno u tocki z.

PRIMJER 5.1 (a) PokaZite da je preslikavanje w = cos z konformno u tockama
z=1,1, m+1i.
(b) Odredite kut rotacije u tim tockama.

RjeSenje:

(a) Derivacija funkcije f(z) = cos zje f'(z) = —sin z. Preslikavanje dano
analitickom funkcijom je konformno u tockama u kojima je defivacija ra-
zli¢ita od nule. Preslikavanje je konformno osim u tockama z = knt k € Z.
Preslikavanje je konformno u zadanim to¢kama i, 1, 7 +i.

(b) Kut rotacije u tocki zy je jednak Argf’(zo) :

Zaz = ipomocu f’'(i) = —sin(i) = —isinh 1 odredimo da je Argf’(i) = 31/2;
za z = 1 pomoc¢u f’(1) = —sin(1) odredimo da je Argf’'(1) = 7;

Zaz = m+ipomocu f'(m + i) = sinh(1) odredimo da je Argf’'(mt + i) = 1/2.
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5. Konformno preslikavanje

TEOREM 5.3 Ako je funkcija f analiticka na podrucju D i ako je f'(z) # 0 na
podrucju D onda je preslikavanje w = f(z) konformno u svim tockama podrucja
D.

PRIMJER 5.2 (a) Odredite u kojem podrucju je preslikavanje w = Lnz (glavna
vrijednost logaritma) konformno preslikavanje.

(b) PokaZite da to preslikavanje pravce Cy : {x > 0,y = 0} i C; : {x = 1} preslika
u ortogonalne krivulje.

RjeSenje:

(a) Derivacija f'(z) = % # 0 za z # 0. Preslikavanje je konformno na
C\{0}.
(b) Neka su krivulje C; : {x > 0,y = 0} i G, : {x = 1} pravci koji su
ortogonalni i sijeku se u tocki zy = 1. Preslikavanje je konformno u zy = 1
i slijedi da ce se slike krivulja C; i C; sije¢i pod pravim kutom u tocki
wo = f(1)=Lnl =In1+i0=0.

PRIMJER 5.3 (a) PokaZite da je preslikavanje w = z", n = 2,3, ... konformno
na C osim u tocki zg = 0.

(b) PokaZite da je preslikavanje w = e* konformno na C.

(c) PokaZite da je preslikavanje w = sin z konformno na C\{r/2 + kn}, k € Z.
(d) Pokazite da je preslikavanje w = 25 konformno na C\{1}.

RjeSenje:

Preslikavanje je konformno u onim to¢kama u kojima je f'(z) # 0.
(a) Derivacija f'(z) = nz"' # 0zaz # 0.
(b) Derivacija f'(z) = e* # 0 zasve z € C.
(c) Derivacija f'(z) = cos z # 0 za sve z € C\{n/2 + kn}, k € Z.
(d) Derivacija f'(z) = —ﬁ nije definirana za z = 1 pa je preslikavanje
w = f(z) konformno za sve z € C\({1}.
NAPOMENA 5.1 Neka je f analiticka funkcija na podrucju D i neka je f'(zo) #
0, zo € D. Analiticka funkcija u tocki zy male udaljenosti oko z preslika u male
udaljenosti oko wy a faktor uvecanja (rastezanja ili stezanja) A je jednak |f’(zo)|
jer vrijedi

|w —wol = |f(2) — f(z0)| = |f(z0)llz — zol-

(Prisjetimo se Napomene 2.8 i geometrijske interpretacije derivacije f'(z).)
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PRIMJER 5.4 (a) Provjerite da je preslikavanje w = z* konformmno u tocki zg =
1+

(b) Koliki je faktor uveéanja u okolini tocke zy?

(c) Koliki je kut rotacije preslikavanja u zy?

RjeSenje:
(a) Derivacija f'(z) = 2zutockiz = i+1ima vrijednost f’(i+1) = 242i # 0

paje u zp preslikavanje konformno.

(b) Faktor uvecanja u okolini tocke zy = i + 1je A = |f'(zo)] = 2 V2 4.

element luka krivulje se rastegne za faktor A > 1. (c) Kut rotacije je a

Argf'(z9) = /4, tj. element luka krivulje se zarotira za kut a.

NAPOMENA 5.2 tko Zeli znati vise

Neka je f : D — C analiticka funkcija u tocki zo. Ako je f'(zo) =0, f"(z0)
0,-, f"D(zg) = 0, f"(z0) # 0, onda preslikavanje w = f(z) uveéava n puta kut
izmedu krivulja koje se sijeku u u tocki z.

PRIMJER 5.5 Pokazite da preslikavanje w = z* nije konformno u zy = 0. Kako
se ponasa preslikavanje u z = 0 s obzirom na kut izmedu krivulja koje se sijeku u
Z0.

Derivacija f'(z) = 2z, pa u nuli preslikavnje nije konformno (ne ¢uva
kuteve). Prema prethodnom teoremu f”(0) = 2 # 0, pa se kuteviuz, = 0
povecavaju dva puta.

TEOREM 5.4 Riemannovo preslikavanje

Neka je C jednostavna zatvorena krivulja u z—ravnini koja je granica podrucja
D. Neka je C' centralna kruznica polumjera 1, a D’ jedinicni centralni krug u
w—ravnini. Tada postoji analiticka funkcija f na podrucju D koja preslikava C u
C’, D u D’ i preslikavanje je bijektivno.
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5. Konformno preslikavanje

5.1 Bilinearno preslikavanje

Definicija 5.2 bilinearno preslikavanje

Neka su zadane konstante a,b,c,d € C takvi da ad — bc # 0. Bilinearno
preslikavanje ili razlomljeno linearno preslikavanje ili Mébiusovo preslikavanije je
racionalna funkcija kompleksne varijable f : C\{—2} — C definirana formulom

_az+b
T cz+d

f@=w

Funkeijaje analiticka f'(2) = & +(2 ; g;f - (ij ; Z;Z

f'(z) # 0 ako je ad — bc # 0.

Bilinearno preslikavanje predstavlja za

c=0
w="2 +2— +b
—dZ d—alz 1

linearno preslikavanje;

c#0
bc —ad 1 L
w = . -
c? d c
~—— Z+ - S~

keC ¢ leC

translacija

———

inverzija

kompoziciju:

z > z1, z1 =z + ¢ translacija
1
21
Zp = z3, z3 = kzp + I linearno preslikavanje

Z1 — 2y, Zp = < inverzija

PRIMJER 5.6 Ako pretpostavimo da je pravac specijalna kruznica polumjera oo,
onda bilinearno preslikavanje kruzZnice preslikava u kruZnice.
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5.1. Bilinearno preslikavanje

RjeSenje:
Opéa jednadZba kruZnice u konjugiranim varijablama je (z,z je

azz+pz+pz+y =0,

gdje su realne konstante konstante a iy, dok je p kompleksna. Akojea =0
kruZnica se reducira na pravac. Pretpostavimodasua >0iy > 0.

Za preslikavanje:

(a) inverzija w = 1, jednadZba kruZnice iz z-ravnine postaje yww + Bw +
pw + a = 0, a to je opet jednadzba kruznice u w— ravnini;

(b) rotacijaikontrakcijaili dilatacijaw = az,jednadzba kruZnice iz z-ravnine
postaje aww + faw + paw + yaa = 0, a to je opet jednadzba kruZnice u w—
ravnini;

(c) translacija kruznice preslikava u kruznice.

Bilinearno preslikavanje je kompozicija translacije, inverzije, rotacije i kon-
trakcije ili dilatacije. Tako smo pokazali da se kombinacijom ovih preslika-
vanja koje odgovaraju bilinearnom preslikavanju kruZnice preslikavaju u
kruZnice u smislu da je pravac kruZnica polumjera co.

Definicija 5.3 inverzno bilinearno preslikavanje

az t+ b tako da je ad —bc #
cz+d

0. Tada je za w # 2 definirano inverzno bilinearno vreslikavanje
C

Neka je zadano bilinearno preslikavanje f(z) = w =

—dw+b
cw —a

2= (W) =

Ako prosirimo kompleksnu ravninu s to¢kom co onda definiramo:
£(00) = lim s f(2) = &
iinverzje f7'(2) = co. Analogno definiramo:
fH(0) = limyoes f7 () = =5
iinverzje f(—%) = oo.
PRIMJER 5.7 (a) Neka je zadano bilinearno preslikavanje w = f(z) = ==
Odpredite inverzno bilinearno preslikavanje f~(w).
(b) PokaZite da preslikavanje w = f(z) prelikava kruznicu C : {|z| = 1} u pravac
C’ :{v =0}
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5. Konformno preslikavanje

RjeSenje:
(a) Prema definiciji inverznog bilinearnog preslikavanja
— £-1 _ —dw+b _ “dw+i _ —lw+i
z=f(W) = = ey = e

(b) Koristeéi inverzno bilinearno preslikavanje z = f~!(w) slike tocaka
kruznice C : {|z| = 1} zadovoljavaju jednadzbu I%I = 1. Prema zapisu
w = u + iv jednadZbu moZemo napisati u obliku

lu+iv+i=|-u—iv+i.

Kvadriranjem obe strane dobijemo

w4+ (1+0)?=(-u)l?+1-0)7>

(1+9)?=(1-0)?

v = 0. (pravac - #-0s U w— ravnini)

PRIMJER 5.8 (1) Neka je zadano bilinearno preslikavanje w = f(z) = 4.
Odpredite inverzno bilinearno preslikavanje f~(w).
(b) Odredite sliku prvog kvadranta x > 0, y > 0 pri preslikavanju w = f(z).

RjeSenje:
(a) Prema definiciji inverznog bilinearnog preslikavanja

— 1 — —dw+b _ —lw+(=1) _ —1w-1
Z_f (ZU)— cw—a ~ lw-1 = w-1 "

(b) Za inverzno bilinearno preslikavanje z = f~(w) imamo

. —l(u+iv)-1
X+ 1Y = o
) 2_ 2 . o .
x+iy = (3:1‘){ = +1(u_12;§ —;. Tako da za tocke iz prvog kvadranta: x > 0, y > 0
vrijedi
u? +v? < 1iv > 0. Preslikavanje w = f(z) = &3 prelika prvi kvadrant iz

z—ravnine D : {x > 0, y > 0} u podru¢je D’ : {lw| < 1,v > 0}, tj. jedini¢ni
polukrug u gornjoj w-ravnini.

TEOREM 5.5 Postoji jedinstveno bilinearno prslikavanje koje tri razlicite tocke

21, Za, , 23 preslika u tri razlicite tocke w1, w,, ws (respektivno) i dano je formulom

(w — wy)(wy — ws) _ (z — z1)(22 — 23)
(W —ws)(w, —wr) (2 —23)(22 — 21)

Ako je z3 = oo onda je preslikavanje dano formulom

(w—w))(w, —w3)  z—12z

(w — ws3)(wy — w) Czm—zp
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5.1. Bilinearno preslikavanje

Ako je ws = oo onda je preslikavanje dano formulom

w—wr _ (z = z1)(z2 — 23)
wy—wr (z-2z3)(z2—21)

Dokaz:
Ako je wy slika zx za k = 1,2, 3 vrijedi

_az+b az+b _ (ad — bo)(z — zx)
Ccz+d cze+d  (cz+d)(cz+d)

w — Wy

e e . . v (w—w1)(wr—w3)
Supstituirajuci zx i wx rac¢unamo T er— Uz pretostavku ad — bc # 0

dobijemo trazenu jednadZbu.

2123 _
z—z3

Ako je zz = oo onda je kvocijent lim,,_,« 1 i formula se pojednos-
tavljuje.

Analogno zaklju¢ujemo za w3 = oo.

PRIMJER 5.9 Odredite bilinearno preslikavanje f(z) = %, ako su zadani

cz+d’
sljede¢i parovi tocaka (z;, w;), w; = f(z;),i=1,2,3:

Rjesenje: (1. nacin)

fz)=w = ¥b=i

(=i)+b
f(ZZ) =Wy = i-z—gﬂi =1

f(z3) =w; = ZE:})):Z =0

i= % - 1)b=di

2 —ci+d=—-ai+b

—a+b=0->0B)a=b=(01)=di

Uvrstimom relacije (1)i (3) u (2) (2)—ci+d = —ai+b=—-di(i))+di — —ci =
di—>c=-d

Zatoje
diz+di —iz—i
f@=—rFra =71
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5. Konformno preslikavanje

(2. nac¢in) Prema jednadzbi

(w — w;)(ws — ws3) _ (z — z1)(z2 — 23)
(W —ws3)(wy —w1)  (z—2z3)(22 — 21)

dobijemo

(@-H(1-0) _ E-0)(=i~(-1))

(@=-0)(1~) — (=(-1)(=i=0)"

RjeSenje jednadZbe po wije w =

—iz—i
z—-1°

PRIMJER 5.10 Odredite bilinearno preslikavanje f(z) = 2%, ako su zadani

cz+d’
sljede¢i parovi tocaka (z;, w;), w; = f(z;),i=1,2,3:

Rjesenje: (1. nacin) f(z;) =w; = a(=D+h _ 4

) Cird
fm)=w, = &= =0

flza)=ws = ZPo=1
(VDci—-d=—-ai+b
(2Qa=-b

3)ci+d=ai+Db

Zbrajanjem relacija (1)i (3) = 4)ci="b

Iz (2)i(4) = (5)a = —ci.

Primijenimo (4) i (5) u (3) = d = c. TraZeno preslikavanje je

—Cciz+ci —iz+1i
cz+c  z+1°

f@) =

(2. nacin)
(w — wy)(wy — ws) _ (z — z1)(22 — 23)
(w—w3)(wy —w1) (2 —2z3)(z2 —21)
(w+1)O0-1) (z+i)(1-1i)
(w-10+1) (z—i)(1+1)

RaspiSemo i grupiramo ¢lanove s w i zw na lijevoj strani zw + w = —iz + i

—iz+i

TraZeno preslikavanje je f(z) = 2.
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5.1. Bilinearno preslikavanje

PRIMJER 5.11 Odredite bilinearno preslikavanje f(z) = 2%, ako su zadani

cz+d’

sljedeci parovi tocaka (z;, w;), w; = f(z;),i=1,2,3:
zZ|w
01
1|1
il0

RjeSenje:
f@) =

PRIMJER 5.12 Odredite bilinearno preslikavanje f(z) = 2%, ako su zadani

cz+d’

sljedeci parovi tocaka (z;, w;), w; = f(z;),i=1,2,3:
zZ | w

0
1
00

N — O

RjeSenje: Ako je w3 = co onda je preslikavanje dano formulom

w—wr _ (z — z1)(22 — 23)
wy —wy  (2—23)(22 — 21)

w-0_ (z-0)(1-2)
1-0 (z-2)(1-0)

NAPOMENA 5.3 Neka je D podrucje u z—ravnini ¢iji je rub krivulja C kruZnica
ili pravac. Neka su zadane tri razlicite tocke na krivulji C tako da kretanjem po
C od zy preko z; do z3 podrucje D je s lijeve strane. (Ako je C kruznica onda
je ona pozitivno orijentirana- suprotno kretanju kazaljke na satu.) Bilinearnim
preslikavanjem slike tocaka z1,z»,z3 leZe na slici krivulje C" koja je ili kruzZnica
ili pravac. Slika podrucja D je podrucje D’ Ciji je rub krivulja C’' (s lijeve strane
obilaska po C’ od w, preko w, do ws.)

PRIMJER 5.13 Neka je zadano bilinearno preslikavanjew = f(z) = =2, Odred-

z+1
ite sliku desne poluravnine Rez > 0.
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5. Konformno preslikavanje

RjeSenje:

Koristit ¢emo prethodnu Napomenu 5.3. Rub podrucja D : {x > 0} je
krivulja C : {x = 0}. Izaberemo tri tocke na C : z; =i, z, = 0, z3 = —i. Slike
tih tocaka su wy = f(z1) = 1, wy = f(z2) =i, w3 = f(z3) = —i. Te tocke leze

na kruZnici C" : {lw| = 1} koja je pozitivno orijentirana (suprotno kazaljci
na satu), pa je rub podrudja D’; {|w| < 1}.

PRIMJER 5.14 Neka je zadano bilinearno preslikavanje w = f(z) = 8:;2:;
Odpredite sliku kruga D : {|z + 1| < 1}.

RjeSenje:

Koristit éemo gornju napomenu 5.3. Rub podrudja D : {|z + 1] < 1} je
krivulja C : {|z+1] = 1}. Izaberemo tritockena C : z; = =2, z, = =1—1, z3 = 0.
Slike tih to¢aka su wy = f(z1) = =1, wp, = f(z2) = 0, w3 = f(z3) = 1. Te
tocke leze na u—osi C’' : {v = 0}. To je rub podru¢ja D" : {v > 0} (prema
gornjoj napomeni 5.3.) Ako Zelimo provjeriti koje je podru¢je mozemo
provijeriti sliku jos jedne unutarnje toc¢ke z € D. U ovom primjeru moZemo
izabrati tocku iz z;, = =1 € D. Njena slika je w, = i, pa je zaista D’ gornja
poluravnina.

ZADACA 5.1 Pokazite da bilinearno preslikavanje w = f(z) = =L preslikava

—z+i
jedinicni krug D : {|z| < 1} u desnu poluravninu D" : {u > 0}.
5.1.1 Primjeri kompozicija s bilinearnim preslikavanjem

TEOREM 5.6 Neka je zadana tocka P u gornjoj poluravnini u z—Gaussovoj
ravnini kojoj odgovara kompleksan broj zy. Tada bilinearno preslikavanje

w = i 220
zZ-7Z

preslikava x-os (C : {y = 0}) u kruZnicu C’ : {|w| = 1}, a gornju poluravninu u

jedinicni krug D’ : {lw| < 1}.
Konstanta 0, se moZe odrediti ako se zada jedan par (z1, wy).

Dokaz:
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5.1. Bilinearno preslikavanje

Ako je zg u gornjoj poluravnini onda je zy u donjoj poluravnini. Ako
uzmemo neku drugu tocku z iz gornje poluravnine onda vrijedi |z — zp| <
|z = Zo|.

Za tocke na x-osi (C : {y = 0}) vrijedi |z — zo| = |z — Zo|.

zZ—Z)
z-Zo

Modul prelslikavanjaw = ¢'% ( )je lw| = Ieieol‘%‘. Tocke na x-osi preslika

u krivulju C’ : {lw| = 1}, a gornju poluravninu u podrucje D" : {|w| < 1}.

PRIMJER 5.15 Odredite bilinearno preslikavanje koje preslika gornju poluravn-

inu u jedinicni krug ako su zadani sljedeci parovi tocaka (z;, w;), w; = f(z;),1 =
1,2:

Rjesenje: Prema prethodnom teoremu znamo da bilinearno preslikavanje
koje preslikava gornju poluravninu u jedini¢ni krug ima oblik

w = % (%) . Trebamo odrediti z; i 6.

Za par (i,0) vrijedi

0 = ¢ (%) , pa slijedi da je zp = i. Preslikavanje ima oblik

w = % (%) . Uvrstavanjem drugog para (oo, —1) vrijedi

z—i
z—20

-1 = ¢t limz_m( ) = ¢%_ QOdredili smo konstantu 6, = 7. Trazeno

preslikavanje je w = —1 (%) = =,

ZADACA 5.2 Neka je zadan zy € C. Tada bilinearno preslikavanje

w = ¢t | 220
zoz — 1

preslikava kruznicu (C : {|z| = 1}) u kruZnicu C" : {lw| = 1}, a jedinicni krug

D : {|z| < 1} u jedini¢ni krug D’ : {lw| < 1} ako je |zo| < 1, odnosno u podrucje
D’ : {lw| > 1} ako je |zo| > 1.
Konstanta 0 se moZe odrediti ako se zada jedan par (zq,wy).

PRIMJER 5.16 Neka je zadano preslikavanje w = f(z) = &=. Odredite sliku

eZ+i”

prugeD : {z:0 <y < m}.
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5. Konformno preslikavanje

RjeSenje:

Zadano preslikavanje je kompozicija dva preslikavanja w = f(z) =
f(fiz) gdjeje Z = fi(z) = &, w = f,(Z) = £ Preslikavanje Z = fi(z) = ¢
preslika D u D’ : {Z : ImZ > 0}, bilinearno preslikavanje w = f,(Z) = £

preslika D’ u D" : {w : [w| < 1}.

ZADACA 5.3 Neka je zadano preslikavanje w = f(z) = Ln (%:1) . PokaZite da
je slika kruga D : {z : |z| < 1} horizontalna pruga D" : {w : o] < T}.
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5.1. Bilinearno preslikavanje
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Poglavlje 6
Primjene harmonijskih funkcija

Harmonijske funkcije koje su realni i imaginarni dijelovi analiticke funkcije
uklju¢ene su u mnoge inZenjerske probleme. Primjenjuju se u npr. prob-
lemu dvodimenzionalnog provodenja topline, dvodimenzionalnog toka
tekucine, strujanja tekucine i sloZenih potencijala. Teoriju analiti¢ckih funkcija,
konformnog preslikavanja i kompleksnog integriranja koristitimo za iz-
gradnju harmonijska funkcija s propisanim grani¢nim vrijednostima. Posebno
su korisne Poissonove integralne formule i Schwarz-Christoffel transfor-
macije (seminar). Moderni ra¢unalni softver implementira te sloZene

metoda analize.

6.1 Dirichletov rubni problem

Dirichletov (i Neumannov) rubni problem za jednostruko povezano po-
druéje D moZemo rijesiti pomocu analiticke funkcije koja ée konformno
preslikati D u krug ili gornju poluravninu. RjeSenje Dirichletovog rubnog
problema na krugu ili gornjoj poluravnini dano je Poissonovim formu-
lama. Primijenimo inverzno konformno preslikavanje kako bi rjeSenje
na krugu ili gornjoj poluravnini iskoristili za prikaz rjeSenja originalnog
rubnog problema na D.

Definicija 6.1 Dirichletov rubni problem
Neka je T po dijelovima glatka zatvorena krivulja koja je rub jednostruko
povezanog podrucja D. Dirichletov rubni problem je naéi harmonijsku funkciju

99



6.1. Dirichletov rubni problem

¢(x, y) tj. koja zadovoljava Laplaceovu jednazbu A¢(x,y) = 0 na podrucju D i
na rubu I' ima zadanu vrijednost.

PRIMJER 6.1 Rijesite rubni problem
Ap(x,y) =0na D : {1 <y <2}
P(x,1) =5, P(x,2) =-2, xR

RjeSenje:

Razumno je traZiti rjeSenje koje ima konstantne vrijednosti na pravcu
y = ¢ pa pretpostavljamo da je funkcija ¢ funkcija samo od y, ¢(x, y) = h(y).
Buducdi funkcija mora zadovoljavati Laplaceovu jednadzbu A¢(x, y) = 0 za
pretpostavljenu funkciju h vrijedi h"’(y) = 0. RjeSenje ove obi¢ne difer-
encijalne jednadZzbe je h(y) = a + by, a,b € R. Funkcija ¢(x,y) = a + by
je harmonijska na D. Konstante ¢éemo odrediti iz Dirichletovih uvjeta na
rubu: ¢(1,y) =a+b=5¢(2,y) =a+2b=-2.
RjeSavanjem sustava dobijemo a = 12, b = -7, pa je rjeSenje Dirichletovog
rubnog problema funkcija ¢(x, y) = 12 - 7y.

PRIMJER 6.2 Rijesite rubni problem

Ap(x,y) =0mnaD:{z:0 < Argz < m/3}
¢(x,0)=1, x>0
¢(x,y) =5, Argz = 1/3.

Rjesenje:
Razumno je traZiti rjeSenje koje ima konstantne vrijednosti na pravcima
Argz = ¢ pa pretpostavljamo rjeSenje
¢(x,y) =a+bArgz.
Bududi je funkcija
f(z) = Argz = arctg(¥)
harmonijska na D : {Rez > 0}, onda je i funkcija
P(x,y) = a + barctg(?)
harmonijsaka na D : {x > 0}, zadovoljava Laplaceovu jednadzbu.
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6. Primjene harmonijskih funkcija

Konstante ¢emo odrediti iz Dirichletovih rubnih uvjeta:
na zraci Argz = arctg(%) = n1/3 izaberemo kompleksni broj z = 1 + V3, a
na zraci Arg z = 0 izaberemo kompleksni broj z = 1.
Iz uvjeta
$(1,0) =1 ¢(1, V3) =5
imamo
a + barctg(2) = 1, a + barctg(2) = 5.
RjeSavanjem sustava dobijemo a = 1, b = 12/m, pa je rjeSenje Dirichle-
tovog rubnog problema funkcija
P(x,y) = 1+ Zarctg(¥).

TEOREM 6.1 Nekaje ¢*(u, v) harmonijska funkcijana D’ uw—ravnini. Funkcija
¢*(u, v) zadovoljava Laplaceovu jednadZbu

Ap*(u,v) =0, w=u+iveD.
Akojew = f(z) = u(x, y)+iv(x, y) konformno preslikavanje koje preslika podrucje
D iz z—ravnine u podrucje D" u w—ravnini onda je funkcija
blx,y) = ¢'(f(2)) = " (ulx, y), v(x, )

harmonijska na D u z— ravnini i zadovoljava Laplaceovu jednadZbu

Ap(x,y) =0, z=x+iy € D.

Dokaz:
Koristit éemo teorem o konformnom preslikavanju i analitickim funkci-

jama.
Neka je ¢*(u, v) harmonijska funkcija na D’ u w-ravnini. Tada postoji kon-
jugirano harmonijska funkcija ¢*(u, v) tako da je

F(w) = ¢"(u,v) +ip*(u,v)
analiticka funkcija u nekoj okolini to¢ke wy = f(zo)
Neka je F(z) je kompozicija F(z) = (F* o f)(z) = F'(f(z)). Tada je F analiticka
u okolini zj i vrijedi

F(z) = ¢=(u(x, y), vx, y) +i P (u(x, y), v(x, y) = ¢(x, y) + P (x, y)

=p(xy) =P(xy)
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6.1. Dirichletov rubni problem

gdje su funkcije ¢, 1 harmonijske na D.

PRIMJER 6.3 PokaZite da je funkcija ¢(x,y) = arctg (xz v
jedinicnom centralnom krugu, zadovoljava Lapaceovu ]ednadzbu.
Ap(x,y) =0naD:{z:|z|] <1}

) harmonijska na

Rjesenje:
(prvi nacin):
Zadatak mozemo rijesiti direktnim deriviranjem i provjerom.
(drugi nacin):
Koristit ¢emo prethodno navedeni Teorem 6.1.

U Zadaci 3.3 pokazali ste da je funkcija ¢*(u, v) = arctg(:) harmonijska
na D’ : {Rew > 0} (deriviranjem i provjerom).

Trebamo se prisjetiti koje bilinearno preslikavanje w = f(z) preslikava
D :{lzl <1} uD’ :{Rew > 0}..
U Zadaci 5.1 pokazali ste da bilinearno preslikavanje w = f(z) = ££ pres-
likaD:{|zl <1}uD :{Rew > 0}.
Iz prikaza tog preslikavanja f(z) = u(x, y) + iv(x, y) imamo funkcije

u(x,y) = ﬁ io(x,y) = ﬁ Prema Teoremu 6.1 zaklju¢ujemo da je

tunkcija ¢(x, y) = ¢*(u(x, v), v(x, y)) harmonijskana D : {|z| < 1}.

Dakle, pokazali smo da je funkcija ¢p = arctg( ) harmonijska na je-

2x
x2+y2-1
dini¢cnom centralnom krugu.

PRIMJER 6.4 Neka je w = f(z) konformno preslikavanje tj. f(z) = u(x,y) +
iv(x, y) analiticka i f'(z) # 0 na podrucu D. Neka je zadana funkcija F(x,y) u
z—ravnini i njena slika F*(u(x, v), v(x, y)) u w—ravnini. PokaZite da vrijedi:

o’F(x,y) = I°F(x,y)
o+ 32 =1f' )P

82F*(u ) N 0F*(u,0)
dv?

AF(x,y) = |f'(2)PAF (1, v)

Ako je funkcija F(x, y) harmonijska na D onda je i funkcija F*(u,v) harmonijska
na slici D’.

Radni materijal 102



6. Primjene harmonijskih funkcija

RjeSenje:

Po pretpostavci funkcija f(z) = u(x, y) + iv(x, y) je analiticka pa su funkcije
u i v harmonijske, zadovoljavaju Laplaceovu jednadzbu Au(x,y) = 0 i
Av(x,y) = 0. Osim toga vrijede i (C-R) jednadzbe

o _ v
Jox dy
u_ o
dy  ox’

Koristit éemo i formulu za derivaciju
f'(z) =% l&ylf(z) ‘Ha Tako je

, ou\’ (du\
e - 22

(5)-(5)

Funkcija F(x, y) se transformira u funkciju F(x(u, v), y(u, v)). Koristimo

lan¢ano pravilo za deriviranje funkcije F(x(u, v), y(u, v)) :

oF(x,y) _ oF(u(x, y),v(x, y) du N oF (u(x, y), v(x, y)) do
ax u ox Jv ox

JF(x, y) B IF (u(x, y), v(x,v)) du N IF (u(x, y), v(x, y)) 8_7;

dy du dy dv dy
PFx,y) _ IF du N oF &v
x>  Juodx2 Juox?
ou 0’°Fou  9°F* dv
+ - — + —]

ox Ju? dx Jdudvodx
N @[821-"*8_0 N 0*F* 8_u]
ox Jdv? dx  Jdudvdx

2
Analogno odredimo 2 g(yﬁ’y ),

Primijenjujudi sve izraze dobivene iz pretpostavke analiti¢nosti, ra¢cunamo

lijevu stranu tvrdnje
QZF(x,y) 22 F(x y) _ |f ( )|2 ((9 F*(u,0) 821-"*(11,0))

ox? ou? 002
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6.1. Dirichletov rubni problem

Ako je F harmonijska, ona zadovoljava Laplaceovu jednadZbu AF(x, y) = 0
na D. Uz pretpostavku da je w = f(z) konformno preslikavanje f’(z) # 0
zaklju¢ujemo da je AF*(u,v) = 0, tj. F* je harmonijska na slici D’.

U iduéem primjeru koristit ¢emo teorem o vezi analiticke funkcije i
harmonijskih funkcija kako bismo rijesili Dirichletov rubni problem.

PRIMJER 6.5 PokaZite da je funkcija {(x,y) = %arctg(io) harmonijska na

X=X

gornjoj poluravnini i rjeSenje Dirichletovog rubnog problema:

AY(x,y) O0naD:{y>0}
P(x,0) = 0, x> x,
Y(x,0) = 1, x<x.

RjeSenje:

Funkciju ¢(x, y) = Larctg (x_—ny) gledamo kao funkciju definiranu u kom-

pleksnoj z— ravnini:

Za z = x + iy funkcija se moZe napisati u obliku

P(x,y) = Larctg (x_ny) =1 Arg(z — xo).

Funkcija f(z) = Ln(z — xo) je analiticka na gornjoj poluravnini D : {Imz >

0}. Po definiciji f(z) = fLn(z — xo) = L1Inlz — zo| + i1 Arg(z — z0). Uo&imo
da je zadana funkcija 1(x, y) imaginarni dio analiticke funkcije, pa prema
Teoremu 3.4 funkcija je harmonijska.

NAPOMENA 6.1 tko Zeli znati vise-seminar

Neka su x1 < X < ... < xn-1 realne konstante. RjeSenje Dirichletovog rubnog
problema

Ap(x,y) = 0naD:{y> 0}
¢(x,0) = ay, x <x,
O(x,0) = ar, xx<x<x41,k=1,2,..,N=-2
P(x,0) = an-q, xn-1 <X
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6. Primjene harmonijskih funkcija

je funkcija

N-1
1
o(x,y) =an-1 + - ;(Qk—l — ax)Arg (z — xx)

= y
O(x,y) = an-1 + - ;(ak_l — ar)arctg (x — Xk) .

ZADACA 6.1 Rijesi Dirichletov rubni problem na gornjoj poluravnini:

A(x,y) = O0naD:{y> 0}
¢(x,0) = 4, x<-1,

P(x,0) = 1, -1<x<0
¢(x,0) = 3, 0<x<1,
¢(x,0) = 2, 1<x.

ZADACA 6.2 Rijesi Dirichletov rubni problem na gornjoj poluravnini:

Ap(x,y) = O0naD:{y> 0}

P(x,0)
P(x,00 = 0, Ix]>1.

1, x| <1,

NAPOMENA 6.2 tko zZeli znati vise-seminar

Neka je D podrucje u z-ravnini Ciji je rub pozitivno orijentirana krivulja I'. Neka
su z; < zp < ... < zy tocke na krivulji tako da dijele krivulju I na krivulje
I't, k=1,...,N. Rjeenje Dirichletovog rubnog problema

Ap(x,y) = O0naD:{Imz> 0}
¢(x,0) = a; naCy,
¢(x,0) = arnaCy, k=1,2,..,N
¢(x,0) = aynaCy
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6.1. Dirichletov rubni problem

je funkcija

N-1
0w = e+ 2 Y o ~ ) Are((0) - (20)

) 1 N-1 u(x, ]/)
PO, y) = an- + — ;(ak_l — ag)arctg (m)

gdje je w = f(z) = u(x,y) + iv(x, y) konformno preslikavanje koje podrucje D
iz z—ravnine preslika u gornju poluravninu D’ : {Imw > O} pri cemu tocke z
preslika u f(zx) zak =1,...,N —1a tocku zj u oo.

6.1.1 Poissonove formule

TEOREM 6.2 Poissonova formula za krug
Rjesenje Dirichletovog rubnog problema za krug:

Ap(r,0) = 0naD:{(r,0):r <R}

PR, 0) = G(9), 6 €0,2n]
je funkcija
o= [,
(1, 6) = 2 J, R*—2Rrcos(@—t)+7r2
Dokaz:

Skica dokaza Poissonove formule za krug;:

Akoje ¢ harmonijska funkcija onda postoji konjugirano harmonijska funkcija
Y i analiticka funkcija f tako da je

£(2) = (1, 6) + igp(r, 0).

Promatrat ¢emo analiticku funkciju f na krugu D : {|z| < R} i na kruZnici
C : {lzl = R} u kompleksnoj ravnini.

Neka je zy proizvoljna tocka unutar kruga D : {|z| < R} a to¢ka z* to¢ka na
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6. Primjene harmonijskih funkcija

iy

N
NP

1y

)
B,

kruznici C : {|z| = R}: zp = 1pe'?®, z* = Re", ry <R, t €]0,2m].

Toc¢ku a izvan kruga moZemo zadati na sljede¢i nac¢ina = g—j jerje lal = % >
R.

Za funkciju f(z) analiticku unutar kruga omedenog pozitivno orijentira-
nom kruZnicom C prema Cauchyjevoj integralnoj formuli vrijedi:

za a izvan kruga D

1 f@)
f(a)—ﬁfc iz =0

z'—a
a za zp iz unutarnjeg podrucja kruznice C

_ 1 f@) .
f(Zo)—ﬁﬁde~
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6.1. Dirichletov rubni problem

f(z0)

e = £ = 5 [ (25 - ) Fe e

2711 zt—2zy zZ'—a

1 Zo—4a o g
- ) e

1 Z()E() — R2
= ~N_ - — * d "
27 C (Z* — ZO)(Z*ZO _ RZ)f(Z ) Z
1 3 1% B R2 it it
= — - - . : ReMiRe™ dt
an 0 (Relt — roeleo)(Reltroe—zeo _ Rz)f( e )l e
1 27T R2 _ r2 |
) 0 f(Re")dt

21 Jo  Rrgei@=00) — 12 = R? + Rrei®D
( Rro[cos(t — Op) + isin(t — Og)] + Rrg[cos(6y — t) + isin(6Oy — t)]
= 2Rry cos(t — 6y))

1 [ 12— R? .
- F(Re™ydt
2 Jy  2Rrycos(t — 6p) —r; — R?
1 [ R2_ 2 ‘
= — . f(Re")dt
2n Jy 15+ R* —2Rrycos(t — 6p)

Nadalje odredujemo konjugirano harmonijsku funkciju kao realni i imag-
inarni dio od f :

1 om R? -2
- ‘Yt
f) 27 j(: R? + 15 — 2Ry cos(6 — t)f(Z )

f(z0) = P(ro, B0) + iY(ro, 60), f(2) = PR, 1) + (R, 1), z* = Re"

2 R*-72
o L R, 1) dt
¢(ro, 6o) o fo R? + 15 — 2Rry cos(6 — t)cp( :
1 270 Rz — 7’%
L 00) = — - R, Hdt.
Y(ro, o) o f(; R2 + 1% — 2Rrg cos(6y — t)l’b( :

TEOREM 6.3 Poissonova formula za poluravninu
Neka je funkcija G : R — R po dijelovima neprekinuta i ogranicena funkcija.
Rjesenje Dirichletovog rubnog problema za gornju poluravninu:

Ap(x, y)
P(x,0)

0na D :{y> 0}

G(x) za — o0 <x < o0
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6. Primjene harmonijskih funkcija

je funkcija
1 yG()
P(x,y) = _f

TJow P @—12
Dokaz:

W

Slika 6.3: Imzy >0, Imz* =0

Ako je ¢ harmonijska funkcija onda postoji konjugirano harmonijska
funkcija 1P i analiticka funkcija f tako da je

f(@) = ¢x, y) +ih(x, y).

Promatrat ¢emo analiti¢ku funkciju f na jedini¢énom polukrugu u gornjoj
poluravnini D : {|z| < R,Imz > 0} koji je omeden pozitivno orijentiranom
krivuljom krivuljom r koja je unija polukruZznice C; i segmenta [-R, R].

U grani¢nom slucaju kad R — oo podrugje D je gornja poluravnina.

Neka je zq bilo koja tocka unutar D, odgovarajuca tocka izvan D je a = z.
Tocke na na krivulji I’ oznatit éemo sa z".

Primijenimo Cauchyijevu integralnu formulu za tocke zpia = zj :

1 f@)
f(a)—ﬁfr iz =0

zZt—a

fe = o [ 1)

21 Jeo 28 = Zo

dz".

Ako oduzmemo te vrijednosti imamo

1 N
Flan) = flao) ~ @) = 5 fr (Z{ @ ] (il)dz*.
_1 Yo wge L [F Yo
e =1 ) e 1 i G
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6.1. Dirichletov rubni problem

U grani¢nom slucaju kad R — oo moZe se pokazati da prvi integral tezi

L
flao) = — f Ry xi/)oz o f(yt.

Odredimo konjugirano harmonijske komponente analiticke funkcije f :

(T
$(xo0, Yo) = - f (t—x0)2+yg¢(t’0)dt’

X0, yO) f (t _ )2 4 yzlp( O)

PRIMJER 6.6 Rijesite Dirichletov problem ravnoteZe kruzne membrane

nuli. Zato je

Au(r,0 )= 0mna K(,1)

1, O0<t<
ur6)| = ab)= "
K 0, m<t<2n

RjeSenje:
Prema Poissonovoj formuli za krug:

L 271 Rz _ 1"2
2 J, R?—1?>—2Rrcos(6 —t)

1 ([ 12— 2
= — £)dt
27 fo‘ 12 — 2 — 21r cos(0 — t)a( )

1 " 1-7r2
= = ! 1 dt
2n Jo 1—1?>—=2rcos(0 —t)

1 [tan(@ - t)] n

= .--= —arct
et I

u(r, 0) u(R, t)dt

PRIMJER 6.7 Rijesite Dirichletov rubni problem na gornjoj poluravnini

Au(x,y) = 0 naD:{y>0}
1 t>0
ulx,yly=0 = a(t)={0 ‘<0
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6. Primjene harmonijskih funkcija

RjeSenje:
1 (o]

wwy) =+ [ G0
A
Rk
I N k4 T
= nL (t—x)2+y2dt 7zarc’cg( )‘o
= —|=+ r’cE ——+—r’cE
= —|3 acgy =5 arctg

Primjenom Poissonove formule za poluravninu rijesit éemo zadatak iz

zadacde 6.2.

PRIMJER 6.8 Rijesite Dirichletov rubni problem na gornjoj poluravnini:

Ap(x,y) = 0naD:{y>0}
P(x,0 = 1, W <1,
¢(x,0) = 0, x| >1.
RjeSenje:
N B
Qb(x/y) - an (t—x)2+y2¢(t,0)dt
1 y
=2/ —(t_x)2+y2¢)(t,0)dt
_ 1y _1 vl
T on), -2+ dt_Earctg(x_t)L
- L)L)
T R o1) T R v

PRIMJER 6.9 Rijesite Dirichletov rubni problem na gornjoj poluravnini:

Ap(x, y)
¢(x,0)
$(x,0)
P(x,0)

0naD:{y>0}
x, 0<x<1,
0, x>1

0, x<O.
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6.1. Dirichletov rubni problem

RjeSenje:
Koristimo Poissonovu integralnu formulu za gornju poluravninu:

N
ox,y) = ”IOO (t_x)2+y2qf)(t,0)dt
_ 1y
B Efo‘ (x—t)2+y2tdt
_x (M
= —‘f(; x—t)2+y tdt
b —8(=1)
+ x—t)2+y tdt

e 2]

+ %[ln ((x — 1)+ yz)]‘;
1))
+ % In (—(x ;213_2]; yz)

Funkcija ¢ je neprekinuta na gornjoj poluravnini i ograni¢ena osim u

X
= —arctg (

Tt

tockama prekidanaosix: x =0ix =1.

ZADACA 6.3 Rijesite Dirichletov rubni problem na gornjoj poluravnini:

Ap(x,y) = 0 naD:{y>0}
o(x,00 = 0, x<0
¢(x,0) = x, 0<x<1,
o(x,0 = 1, x>1

ZADACA 6.4 Odredite harmonijsku funkciju ®(x, y) u proom kvadrantu D =
{x >0, y > 0} koja poprima vrijednosti na rubovima ®(x,0) = -1, ®0,y) =

Uputa:
Dirichletov rubni problem u z— ravnini za podrucje D = {x > 0, y > 0} prebacite
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u rubni problem u w—ravnini za podrucje D’ = {v > 0} tj. gornju poluravninu.
Koristite Poissonovu formulu za gornju poluravninu.

1. korak: Odredite konformno preslikavanje w = f(z) koje prvi kvadrant preslika
u gornju poluravninu;

2. korak: Za to preslikavanje w = f(z) odredite sliku polupravca x =0, y > 0, i
sliku polupravea y = 0, x > 0.

3. korak: Pomocu Poissonove formule rijesite rubni problem za gornju polurav-
ninu tj. odredite harmonijsku funkciju ®*(u,v) uz rubni uvjet

Q' (u,0) =2 zau<0

O (u,0) = -1 zau > 0.

4.korak Pomoc¢u rjesenja iz 3. koraka iskaZite rjesenje rubnog problema u z—
zavnini na podrucju D.

RjeSenje:
AD(x,y) = OnaD={x>0,y>0}
O(x,00 = -1, x>0
®0,y) = 2, y>0.
1. korak

f(z) = 2% = x* — y* + i2xy preslika D u gornju poluravninu D’
u(x, y) =x* = y?, o(x, y) = 2xy

2. korak

Odredimo sliku pravca x = ¢
u=c>—y* v=2x
x=0,y>0,=20v=0,u<0.
Odredimo sliku pravca y = ¢
u=x*>-c*v=2cy
y=0,x>0,0=0,u>0

3. korak

Rjesavamo rubni problem za @" :
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A (u,v) = 0na D' ={v>0}
O'(u,0) = 2, u<0,
@' (u,0) = -1, u>0.

. 1 v .
(D(M,U) = ;IMWQ(t,O)dt

1 (° v
= — — O™t 0)dt
71‘[00(15—u)2+v2 (£0)
1 v
— — O®(t,0)dt
* n‘[o (t—u)? + 02 (t,0)
= lfo 24t
o (t—u)?+ 02

1 v
¥ ;fo G—upree DA
- Tt g 0 —00

-1 F—u\|®
+ —arctg( )‘

Tt 0 0

= —arctg (3) +1
4. korak
-3 utx,y)y 1 =3 x> —y*\ 1
D(u,y) = ?arctg(v(x i)) t5= ?arctg( - 74 5

o(x, y) )

3 2xy )
+1 = —arct +1
u(x, y) g(

3
D(u,y) = Earctg( - R

6.2 Kompleksni diferencijalni operatori
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Definicija 6.2 kompleksni nabla operator
Nabla operator V i konjugirani nabla operator V definiraju se formulama u
Kartezijevim koordinatama:

Jd .d
V. aﬂ‘la—y
v _i_ii
‘T ox Ty

Definicija 6.3 kompleksni gradijent
Neka je f : C — C kompleksna funkcija zadana zapisom f(z) = u(x,y) +
iv(x, v). Kompleksni gradijent funkcije f u oznaci gradf = V. f definira se formu-

lom

gradf =V f = (% +i(%)-(u+iv).

PRIMJER 6.10 Neka je f : C — C analiticka funkcija. PokaZite da je

gradf =V.f =0.
RjeSenje:
Neka je f(z) = u(x,y) + iv(x, y) analiticka funkcija. Tada vrijede (C-R)
jednadzbe: 2 = 3—;, %o = —g—;.
Kompleksni gradijent

gradf(z)

V. f(z) = (% + z%) (u(x, v) + iv(x, y))

= a_u — @ +1 % + &_M
~ \ox 9y ox  dy
=0

Definicija 6.4 divergenicja kompleksne funkcije

Divergenicja kompleksne funkcije definira se kao skalarni produkt V. i funcije
f formulom

div f = V. o f = Re(V, f}.
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PRIMJER 6.11 Ako je funkcija zadana zapisom f(z) = u(x, y) + iv(x, y) onda je

divergenicja
. d
div f(z) = Re{Vcf(z)] =Re {(% — l&_) (u+ zv)}
— R a_u @ + @ - 07_u
B ox dy dx dy
o
T ox dy

Definicija 6.5 rotor kompleksne funkcije

Rotor kompleksne funkcije definira se kao vektorski produkt V. i funkcije f
formulom

rot f = V. x f = Im{V, f}.

PRIMJER 6.12 Ako je funkcija zadana zapisom f(z) = u(x, y) + iv(x, y) onda je

rotor
1%
rot f(z) = Im{Vcf(z)} =Im {(% — za—y) (u + w)}
= I (9_1/[ @ +1 @ — 8_14
B ox " ay) T N\ox T 9y
_Jdv Jdu
= 5 - 8_y

Definicija 6.6 kompleksni Laplaceov operator

Kompleksni Laplaceov operator definira se kao skalarni produkt V. i V.

A=V, oV, = Re{€cvc}

PRIMJER 6.13 PokaZite da je
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RjeSenje:

A, = div(grad) = div(V,) = Re{VcV,)
_ redl2 2\ (2,9
= g—a—y Z'i‘la—y

0? 0% | 9* 0?
- R{(a— * &—yz) * Z(axay - axay)}

2P
T ooy
= A

PRIMJER 6.14 Ako je f(z) = u(x, y) + iv(x, y) analiticka onda je

Acf(z) = Au(x, y) + iAv(x, y) =
jer su funkcije u i v harmonijske.

PRIMJER 6.15 Neka je zadana funkcija f(z) = 2xy — ix*y>. Odredite gradf,
div fi A, f.

Rjesenje: Zadana je funkcija f(z) = u(x, y) +iv(x, y), gdje su realne funkcije
u(x, y) = 2xy, v(x,y) = -y
Ju Jdv\ .[dv du)\ 2 o\ 3
(a) grad f(z) = ( e 8y)+l(8x + 8y) = 2y + 3x7y°) +i(2x — 2xy°)

(b) div f(z) = a—u+g—;—2y 3x%y?

(©) Af(z) = (8_2 + ;—;2) u(x, y) + z(;—z2 + 8—2) o(x, y) = i(=2y° — 6x7y).

PRIMJER 6.16 PokaZite da u konjugiranim koordinatama vrijedi:

d
Vc = 2—_
0z
d
V, = 2$
82
Ac = 8 Jz

grad f(x +iy) = V. f(x + iy) = af((;z'z).
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RjeSenje:

z:x+w N

z=x—1y

x—z+E = x—lz+12
) 272

z—-Z R x—lz 1_
Y EETRTS

) 9z Iz I 9 9 9

R nntEa 2 tE TR E
0 ddz dodz o . 0 ~ .[d 0

oy~ dzay Tdmay oz T E'H):l(—‘—)

V:i+ii:i+ii+'z(a 8): 0
‘T ox dy 9Jz oz dz 0z

= _d .9 o9 .0 2(8 a) d
+i— = +i—=—1 =

Ve= ox  dy dz oz

Jdz Jz)
A—&_2+&_2—ii+ii
T oxr 9y ax\ox] dy\dy

A2 2) 22 2
“ox\dz 9z) Iyl\dz oz
[(d d\[Id O 20 d\[Id O P

=z 23 2 (R A2

d =V _28f
grad f(2) = V.f(@) = 2=,

PRIMJER 6.17
Rijesite Poissonovu jednadzbu Au(x,y) = h(x, y)

Au(x,y) = ¥ — y2

RjeSenje:
Koristimo konjugirane koordinate (z, z):
u(x,y) = i(z,z)
hey) =2 - P = he2) = (Me+2) - (4e-2) =12+ 1z
Acl(z,Z) = hi(z,Z)
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o _ 1 12°

—il(z3) = ZE + g% +Fi(2)

128_ 12

ﬁ(Z,E) = ggz + g;Z + Fl(Z)Z + Fz(E)

i(z,%) = %ZE(ZZ —P) +Gi(2) + K@)
15, y) = 502 + Y — y) + Gala + i) + o = iy

Rjesenje Poissonove jednadZbeje u(x, y) = %(x2 + %) (x* — ). (samo realni
dio)

ZADACA 6.5 Rijesite Poissonovu jednadZbu Au(x, x) = x> + 2.

6.2.1 Kompleksni potencijal
-Ravninski tok tekuéine

Za rjeSavanje problema u teoriji dinamike tekucina ¢esto se koriste metode
kompleksne analize. Neka u nekom podrucju postoji tok tekuéine koji je
odreden vektorskim poljem brzina ¢ = o(x, y, t).

Prisjetimo se osnovne jednadZbe u mehanici- teku¢ina - jednadzbe konti-
nuiteta za nestacionarni tok tekucine gustoée mase p

I .
5 T div (p7) = 0.

Zbog slozenosti problema postavljaju se neke pretpostavke kako bi se
razmatrao matematicki model:
1. tok je dvodimenzionalan (promatra se samo jedna z—ravnina),
2. tok je stacionaran (brzina tekuéine ¢ = ¥(x, y) ne ovisi o vremenu, ovisi
samo o poloZaju tocke (x, v),
3. brzina tekucine je potencijalno vektorsko polje (postoji potencijal ¢ tako
da je ® = gradd, i rotd = 0
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4. tok je konzervativan (nema izvora ni ponora),
5. tekuéina je nestlaciv (gusto¢a mase je konstantna p = konst pa je jed-
nadZba kontinuiteta ima oblik

divd = 0.
6. promatramo idealna tekudine (nema viskoznosti).

Definicija 6.7 kompleksna brzina tekucine
Promatrat éemo tok tekucine preko kompleksne ravnine s vektorskim poljem
brzina V u tocki z = x + iy zadanim zapisom

V(@) = plx, y) +iq(x, y)
gdje komponentne funkcije p i q imaju neprekinute parcijalne derivacije.
Prema pretpostavci jednadzba kontinuiteta glasi

I Y) , M0Y)

divV(z) = P 7y 0.
Prema pretpostavci tok je bezvrtloZan pa je
q(x, ap(x,
rotV(z) = 90sy) _ e, y) =0.

ox Ay
Iz tih jednaZzbi zaklju¢ujemo da funkcije pi —q zadovoljavaju (C-R)jednadZbe
pa postoji analiticka funkcija g(z) = p(x, y) — iq(x, y).

Definicija 6.8 kompleksni potencijal tekucine
Neka je V(z) = p(x, y) +iq(x, y) kompleksna brzina idealne tekucine. Funkciju

Qz) = QZ)(X, y)+ iw(x/ Y)

koja ima svojstvo da je
Q@ =VE
zovemo KOMPLEKSNI POTENCIJAL.
IZNOS BRZINE je V = [V(z)| = [Q (2)!.
Funkciju ¢ zovemo funkcija POTENCIJALA BRZINE, a funkciju ¢ funkcija
TOKA.
Krivulje zadane jednadZbom ¢(x, y) = c zovemo EKVIPOTENCIJALNE kRIVULJE.
Krivulje zadane jednadZbom (x, y) = c zovemo STRUJNICE.
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Teoretski, svaki kompleksni potencijal ()(z) moZe se promatrati kao
zadani ravninski tok tekuéine.
NAPOMENA 6.3 Neka je ()(Z) = ¢(x, y) + iY(x, y) antiderivacija od g(z) tj.
Q'(z) = g(z) = p(x, y) — iq(x, y).
Prema definiciji je (Y (z) = w - i&#y), pa vrijedi

IP,y) _

e p(x, y)
IP(x,
ﬂgy)=ﬁ%w.

Owe relacije impliciraju da je

grad ¢(x, y) = p(x, y) +iq(x, y) = V(2)
pa je opravdan naziv za funkciju ¢ - funkcija POTENCIJALA BRZINE.
Za funkciju ¢ vrijedi

P P(x, y) s Po(x,y)  Ipx,y) L 91 y)
Ix? dy? - ox dy
= 0

Funkcija ¢ potencijala brzine je harmonijska funkcija, pa postoji konjugirano
harmonijska funkcija ¢ i analiticka funkcija Q takve da vrijedi (X(z) = P(x, y) +
iY(x, y). Na taj nacin smo opravdali definiciju kompleksnog potencijala.

Krivulju Y(x, y) = c zovemo strujnica jer one opisuju trag tekucine. Ako im-
plicitno deriviramo Y(x, y) = c dobit cemo koeficijent smjera tangente na krivulju

IP(xy)
’ _ __Ox
Y®) = ~Zeg

dy

Vektor tangente T na strujnicu P(x, y) = c je

H(y)
. ox
1+i(-Z6g)
dy
(xy) M(x,y)
Iy Ix
= Zew P he)
ady dy

T
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Mozemo gledati samo vektor u smjeru

T’ _ alwb(x/y)_lalnb(xry)
-y dy

Ako primijenimo (C-R) uvjete

Wy, y) _ 9P, y)
dy ox

My A,y)
ox dy

vektor tangente na strujnicu moZemo prikazati kao

T’ _ &(P(xly)_i_laqb(xry)

ox dy
= p(x,y) +iq(x, y)
= V(2).

NAPOMENA 6.4 Naglasimo da ako je tok tekucine zadan s kompleksnim poten-
cijalom (X(z) = P(x, y) + i(x, y) koji je analiticka funkcija onda familija krivulja
{U(x, y) = ¢, c € R} predstavljaju strujnice.

NAPOMENA 6.5 Prema pretpostavci kod ravninskog toka idealne tekuéine vek-
torsko polje brzina V (z) je paralelno sa rubnom krivuljom, pa za zadani kompleksni
potencijal rubna krivulja mora biti strujnica Y(x, y) = K.

TEOREM 6.4 Neka je zadan kompleksni potencijal (3*(w) = @*(u, v) +iW* (1, v)
za tok tekuéine u podrucju D’ u kompleksnoj w—ravnini gdje je kompleksna brzina
Vi (w) = ﬁl(w). Ako jew = f(z) bijektivno konformno preslikavanje koje podrucje
D iz kompleksne z—ravnine preslika u podrucje D’ u kompleksnoj w—ravnini onda
je funkcija

Qz) = Q'(f(2) = Dulx, y), v(x, y)) + P (ulx, y), o(x, )
kompleksni potencijal za tok tekuéine u podrucju D i kompleksna brzina je

V) = Q).
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Slika 6.4: Tok u z-ravnini u ravnini i tok u w-ravnini
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PRIMJER 6.18 Neka je zadan kompleksni potencijal ()(z) = (a + ib)z. Odredite
kompleksnu brzinu V(z), iznos brzine V = |V(2)|, funkciju potencijala brzine
¢(x, ), funkciju toka Y(x, y), strujnice.

RjeSenje:
Kompleksna brzina je V(z) = ﬁ/(z) =a+ib=a—ib.
Iznos brzine je V = |V (z)| = |QY' (z)| = Va? + b2
O(z) = (a+ib)z = (a +ib)(x + iy) = (ax — by) + i(bx + ay).
Iz zapisa kompleksnog potencijala Q(z) = ¢(x, y) + i(x, y)
odredujemo funkciju potencijala brzine ¢(x, y) = ax — by, i funkciju toka
Y(x,y) = bx +ay.
Ekvipotencijalne linije su zadane jednadZbom ¢(x, y) = ¢, a to su pravci
ax —by =c.
Strujnice su zadane jednadZbom ¢ (x, y) = ¢, a to su pravci bx +ay = ¢, pa
je kut koji strujnice zatvaraju s osi x jedak a = —arctg(2).

PRIMJER 6.19 Neka je zadan kompleksni potencijal (X(z) = 4z* (a realan).
Odredite kompleksnu brzinu V(z), iznos brzine V = |V(z)|, funkciju potencijala
brzine ¢(x, y), funkciju toka Y (x, y), strujnice.

RjeSenje:

Kompleksna brzina je V(z) = (¥'(z) = az = az.
Iznos brzine je V = |[V(z)| = |Q'(2)| = lal /2 + 2.
Q(z) = 522 = §[(¥* — y?) + i2xy] = §(x* — y*) + iaxy.
Iz zapisa kompleksnog potencijala €)(z) = ¢(x, y) + i)(x, y)
odredujemo funkciju potencijala brzine ¢(x, y) = §(x* — y), i funkciju toka
Y(x, y) = axy.
Ekvipotencijalne linije su zadane jednadzbom ¢(x, y) = ¢, a to su hiperbole
4 - ) =
Strujnice su zadane jednadZbom Y (x,y) = c,a to su hiperbole axy = c.
Asimptote strujnica su koordinatne osi. Kompleksna brzina je V(z) = az.
Za tocke iz gornje poluravnine Im z > 0 tekucina tece duZ strujnice uz x os

i uz imaginarnu y os kao uz zid.
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Slika 6.5: Tok oko kruZzne prepreke

PRIMJER 6.20 Neka je zadan kompleksni potencijal ((z) = V(z + é), Vo,a >
0. Odredite kompleksnu brzinu V(z), iznos brzine V = |V (z)|, funkciju potencijala
brzine ¢(x, y), funkciju toka \(x, y), strujnice i ekvipotencijalne linije.

PokaZite da je to tok idealne tekucine oko kruzZne obale polumjera a.

RjeSenje:
Za z = re'? prikazat ¢emo kompleksni potencijal u obliku
O@) = Vyre® + &
= Vo(re'" + o
Odredimo imaginarni i realni dio- to su funkcije potencijala brzine ¢ i
funkcije toka v
22
O(x, y) = Vo(r + 7) cos 6
22
Y(x,y) = Vo(r - 7) sin 0
Strujnice su krivulje ¢(r, 0) = c tj.
Vo(r — %)sin@ =c.
Akojer=ai0=0ili 0 = mondaje y(r,0) = 0.
Ekvipotencijalne linije su krivulje ¢(r, 0) = c ;.
Vo(r + %) cos 0 = c i one su okomite na strujnice. Izra¢unajmo

Q,(Z) = Vo (1 - Z—i)
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2

a* a? a
Q'(z) =V (1 - —e )= V|1 - = cos 29) +1Vy— sin 26
r r r

Kompleksna brzina je

_, 2 22
V(z) =Q (z) = Vy (1 -3 cos 26) - iVOr_Z sin 20

NAPOMENA 6.6 Preslikavanje f(z) = z + é preslikava podrucje D =gornja
poluravnina izvan kruga polumjera a iz z-ravnine u podrucje D’ = gornja polu-
ravnina u w-ravnini. Kompleksnom potencijalu (z) = Vo(z + é) u z-ravnini
odgovara kompleksni potencijal Q2*(w) = Vyw u w-ravnini, tj. Tok oko kruzne
prepreke u z-ravnini moZe se opisati uniformnim tokom u w-ravnini.

PRIMJER 6.21 Odredite kompleksni potencijal {)(z) za tekuéinu koja tece kon-
stantnom brzinom iznosa Vo u smjeru koji zatvara kut o s pozitivnom x osi.
Odpredite funkciju potencijala brzine ¢(x, y) i funkciju toka Y(x, y), i ekvipotenci-
jalne linije ¢(x, y) = c i strujnice P(x, y) = c.

RjeSenje:

Neka je V(z) kompleksna brzina. Zadan je iznos Vy = |V(z)| i kut a koji
zatvara s osi X, pa slijedi da je

V(z) = Vycosa+Vysina = Ve Koristimo zapis kompleksne brzine V(z) =
p(x,y) + ig(x, y) gdje su p(x,y) = Vycosa, q(x,y) = Visina. Kompleksni
potencijal 5,(2) = V(z), odnosno Q'(z) = W = Vel 4.

Integriranjem

Q(z) = Vyez + C = Vy(cosa — isina)(x + iy) + C

gdje je C konstanta. Ako zanemarimo konstantu u prikazu kompleksnog
potencijala ()(z) = ¢(x, y) + iy(x, y) odredimo funkcija potencijala brzina

P(x,y) = Vo(xcosa + ysina)

i funkciju toka
Y(x,y) = Vo(ycosa — xsina).

Ekvipotencijalne linije su krivulje ¢(x, y) = ¢ a strujnice ¢ (x, y) = c.
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NAPOMENA 6.7 tko Zeli znati vise-seminar

Teoretski, svaki kompleksni potencijal w(z) moZe se promatrati kao zadani
ravninski tok tekucine. Dozvoljeni su i izvori i ponori, vrtlozi
Ispitajte i nacrtajte tokove tekucine ako su zadani pomocu kompleksnih potencijala:

(a) Q(z) = Vyez

(b) Q(z) =kln(z—a)-IZVORuz=a

(c) Q(z) = —kIn(z —a)- PONOR uz =a

(d) Q(z) =kIn(z+a)—kln(z —a)- [ZVOR uz = —-a, PONORuz =a
(e) Q(z) = —ikIn(z —a)- VRTLOG uz =a

NAPOMENA 6.8 tko zZeli znati vise-seminar
Odpredite kompleksni potencijal koji opisuje tok tekucine oko kruzne obale, duge
pravokutne obale, oko rta.

6.2.2 Biharmonijske funkcije

-Ravninski problem teorije elasti¢nosti

Ravninska naprezanja mogu se opisati biharmonijskom jednadzbom.

Definicija 6.9 biharmonijske funkcije
JednadZba
A%u = A(Au(x, y)=0

zove se biharmonijska jednadzba ili Maxwellova jednadzba, a rieSenja jednadzbe
zovu se biharmonijske funkcije.

Uocimo daje funkcija Au harmonijska funkcija jer zadovoljava Laplaceovu
jednadzbu:
AlAu(x, y)) = 0.

Tada postoji konjugirano harmonijska funkcija Q i analiti¢ka funkcija f
tako da je

f(z) = Au +1Q.
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Definiramo funkciju ¢(z) = 1 [ f(z)dz.
Funkcija ¢ je analiti¢ka i vrijedi ¢’(z) = ; f(z). Neka funkcija ¢ ima prikaz

¢(z) =p +1q.
Derivacija funkcije ¢ je
R
0 (Z) = % + la
dp .9Jq 1
g'ﬁ'la = Z(AM‘FZQ)

Iz (C-R) jednadzbi dobivamo

dp 1. Jq
x - 1Mty
dq 1 ap
ox _ZQ__E]

Zato Vrijedi

1 1
Apx) = EAM’ Agqy) = EAM

Definiramo novu funkciju p; = u — px —qy

Ap1 = Au— Apx) — Aqy) = Au — 3Au— JAu = 0.

Funkcija p; je harmonijska. Tada postoji harmonijska funkcija g; i analiticka
funkcija x tako daje

x(z) = p1 +iq1.

Rex(z) =p1 =u—px—qy

p1=u—(p+ig)(x—iy) =u— @p(z)z.

Funkciju u koja je rjeSenje biharmonijske jednadZbe moZemo prikazati
pomocu dvije analiticke funkcije

i = Re(x(2) + p(2)2)

u(x, y) = Re{x(x + iy)} + Relp(x + iy)(x — iy)}
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6. Primjene harmonijskih funkcija

ZADACA 6.6 Pokazite da operator A> u konjugiranim varijablama (z,Z) ima
zapis

074 o* (94 o*
o 8x28 2 8y 16322352'

A? = —

PRIMJER 6.22 Rijesite biharmonijsku jednadzbu

2u(x, y) = 36(x* + %)

RjeSenje:
Primijenimo prikaz biharmonijskog operatora u konjugiranim vari-
jablama:
4 4 4 4
A® = J J ‘9— = 16‘9—.
ot 0”x29y2 "oy 92207
Zadana jednadzba

u(x, y) = 36(x* + )

u konjugiranim varijablama za funkciju #(z, z) ima oblik

4~
16-21 = 362
0720z
ra 9 _
07207% 4
2% 972_ _
M _ZZsur
o2 az2°th0e
i 9z°_
E = g;Z + Fl(Z)Z + Fz(Z)
o _ 9 5% . f F,(2)dz + f Fo(2)dZ +F5(2)
gz 2472 ! 2 3
Gi(2) Ga(2)

i = 432-323 + zK1(Z) + Ka(Z) + F5(2)Z + Fa(2).
RjeSenje jednadzbe je funkcija

u(r,y) = 152+ )
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6.3. Primjer kolokvija

6.3 Primjer kolokvija

PRIMIJENJENA MATEMATIKA
KOLOKVI]J - KOMPLEKSNA ANALIZA
1. Izracunajte integrale

COS zZ
(a) f L
|Z|=5Z — TC

5
) fH T+ 961"

2. Odredite bilinearno preslikavanje (Mobiusovu transformaciju) koja
preslika i, —i, 1u0, 1, oo, respektivno.

Odredite u $to to preslikavanje preslika krug {|z| < 1}?

3. Odredite harmonijsku funkciju ®(x, y) u prvom kvadrantu D = {x >
0, y > 0} koja poprima vrijednosti na rubovima ®(x,0) = -1, ®(0, y) = 2.
Uputa:
Dirichletov rubni problem u z— ravnini za podrucje D = {x > 0, y > 0} prebacite
u rubni problem u w—ravnini za podrucje D’ = {v > 0} tj. gornju poluravninu.
Koristite Poissonovu formulu za gornju poluravninu.
1. korak: Odredite konformno preslikavanje w = f(z) koje prvi kvadrant preslika
u gornju poluravninu;
2. korak: Za to presikavanje w = f(z) odredite sliku polupravca x =0, y > 0, i
sliku polupravca y = 0, x > 0.
3. korak: Pomoc¢u Poissonove formule rijesite rubni problem za gornju polurav-
ninu tj. odredite harmonijsku funkciju ®@*(u,v) uz rubni uvjet

Q*(u,0)=2zau<0

O (u,0)=-1zau>0.
4.korak Pomocu rjesenja iz 3. koraka iskaZite rjesenje rubnog problema u z—
ravnini na podrucju D.

4. Opisite tok fluida ako je zadan kompleksni potencijal ()(z) = V) (z + Z%) .
Odredite

(a) kompleksnu brzinu V(z) i iznos brzine V = |V(z)|
(b) Odredite funkciju potencijala brzine i ekvipotencijalne linije;
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6. Primjene harmonijskih funkcija

(c) Odredite funkciju toka i strujnice;

(d) Odredite tocke u kojima je brzina jednaka nuli.
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Poglavlje 7
Fourierove transformacije

Definicija 7.1 Integralne transformacije

Integralna transformacija je preslikavanje T koja zadanoj funkciji f(x) pridruzZuje
novu funkciju ﬂa)) koja se zove transformacija (preobrazba) funkcije f i pojavljuje
se u obliku integrala. Transformaciju oznacavamo

f@) > f(w),
ili
T @) = f(w).
Opéi oblik transformacije (preobrazbe) funkcije f je:

b
flwr= [ xwnfo,
gdje se funkcija K(w, t) se zove jezgra transformacije.

Transformaciju moZemo shvatiti kao preslikavanje koje funkciji zadanoj
u vremenskoj domeni f(t) pridruzuje funkciju f(w) zadanoj u frekventnoj

domeni.

Najvaznije transformacije u inZenjerstvu su:
L{f(x)} Laplaceova transformacija za K(w,t) = e *'a =0, b = oo
i
F{f(x)} Fourierova transformacija za K(w,t) = —= - ¢!, a = —c0, b = o0

5l
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Integralne transformacije su linearna preslikavanja: linearnoj kombi-

nacija funkcija pridruzuje linearnu kombinaciju trasformacija.
Tlafi(x) + b)) = a- filw) +b- flw).

Za Laplaceovu transformaciju i Fourierovu transformaciju pokazuje se
da postoje i inverzne transformacije:

— -1
flw) = flx),
ili
T Hf(w)} = f(x).

Intergalne transformacije su alat za rjeSavanje obi¢nih diferencijalnih
jednadzbi, parcijalnih diferencijalnih jednadzbi, integralnih jednadzbi, a
koriste se i u radu sa specijalnim funkcijama. Posebna primjena je u &in-
jenici da se problem iz jednog prostora rijesi u drugom prostoru na jed-

nostavniji nacin i inverznom transformacijom se rjeSenje prikaZe u origi-

nalnom prostoru.

Ovo poglavlje se zasniva na djelu francuskog matematicara i fizicara
Jean Baptiste Joseph Fourier-a (1768-1830) i kasnijim radovima Dirichleta
i Riemanna. Nit vodilja je:

Fourierov red - Fourierov integral - Fourierov integral u kompleksnom
obliku - Fourierova transformacija

Periodi¢nu funkciju moZemo razviti u Fourierov red (red trigonometri-

jskih funkcija) uz odredene uvijete.

Zaneperiodicne funkcije ideja razvoja funkcije u Fourierov red u grani¢cnom

slucaju dovodi do pojma Fourierovog integrala.

Fourierovu transformaciju zadane funkcije f odredimo preko Fourierovog

integrala u kompleksnom obliku te funkcije.

Zanimanje za podrugje Fourierovih transformacija raste sa razvojem
brzih racunala i najpoznatiji pojam iz ove oblasti u inZenjerskoj praksi
je Fast Fourier Transformation (FFT) - naziv za softwerski algoritam za
diskretnu Fourierovu transformaciju.
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7. Fourierove transformacije

7.1 Prisjetimo se

U ovom uvodnom poglavlju dane su dane su osnovne ¢injenice o redovima
funkcija, redovima potencija Taylorovim redovima i trigonometrijskim re-

dovima.

7.1.1 Redovi funkcija

Definicija 7.2 red funkcija

Red funkcija je uredeni par ((a,),(f.)), n € N niza funkcija a, : I — R
definiranih na intervalu I i niza parcijalnih suma f, : I — R, n € N definiranih
sa fu(x) = Yp_y ax(x) za svakin e Nix € L.

Red funkcija oznacavamo sa

[o0]

Z ax(x)

k=1

Z ar(x)

Za svaki fiksni xg red funkcija Y, ax(xo) je red brojeva. Osnovno pitanje

ili

o redovima brojeva je: konvergira li red ili divergira?
To pitanje moZemo postaviti i za red funkcija.

Definicija 7.3 konvergenicja po tockama

Red funkcija ((a,), (f1)), n € N konvergira po tockama funkciji f na skupu
M C I ako za svaki xo € M red brojeva ¥;2, ax(xo) konvergira broju f(xo).

Za funkciju f orijedi f(x) = lim,_, fu(x), za x € M.

Funkcija f se zove suma reda na M C I i zapisujemo f(x) = Y;2q ax(x), za
x €M

Za funkciju f kaZzemo da smo je razvili u red po funkcijama a, na M.

PRIMJER 7.1 Red Y2, x* konvergira po tockama funkciji f(x) = 1= za xo €
(=1,1).

Definicija 7.4 apsolutna konvergrnicja
Za red funkcija ¥, ax(x), kaZemo da apsolutno konvergira ako red apsolutnih
vrijednosti ) o |ax(x)| konvergira.
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7.1. Prisjetimo se

Apsolutno konvergentan red je konveregentan.

Definicija 7.5 uvjetna konvergrnicja
Za red funkcija Y ;2 ax(x), kaZemo da uvjetno konvergira ako red konvergira
ali red apsolutnih vrijednosti ) -, |ax(x)| divergira.

Definicija 7.6 uniformna konvergrnicja
Red funkcija ((a,), (fs)), n € N konvergira uniformno funkciji f na skupu
M C I ako za svaki € > 0 postoji N € N tako da za svaki n > N i za svaki x € M

vrijedi |f,(x) — f(x)| < e.

PRIMJER 7.2 Geometrijski red Y zoo x* konvergira po tockama funkciji f(x) =

11: na (-1, 1) ali ne konvergira uniformno funkciji f(x) = 11: na (-1,1).

RjeSenje:

Za svaki x € (-1,1) red postaje geometrijski red brojeva koji ima sumu
pa red konvergira po tockama.

Za uniformnu konvergenciju provjeravamo da li za svaki ¢ > 0 postoji
N € N tako da za svaki n > N i za svaki x € M vrijedi |f,(x) — f(x)| < €.

o ) xn+1
Racunamo |f,(x) — f(x)] = | il X — 1= = ||1|—x| >1zalx—1|=0.

Definicija 7.7 omeden red funkcija
Red funkcija ((a,), (fx)), n € N je omeden na M ako postoji red pozitivnih
brojeva }.;-; cx, koji konvergira i za koji vrijedi:

a1 (x)| < ¢1, laa(x)| < ca, .., @4 (X)] < Cp, ..
za x € M.

TEOREM 7.1 Weierstrassov kriterij za uniformnu konvergenciju
Red funkcija koji je omeden na skupu M konverigra uniformno na M.

PRIMJER 7.3 Red Y| = konvergira uniformno na R ako je p > 1.

RjeSenje:
Red Y12, # je red pozitivnih brojeva koji konvergira za p > 1.

Clanove zadanog reda funkcija mozemo omediti

|=—| < = na R pa tvrdnja slijedi po Weierstrassovom kriteriju za uni-

formnu konvergenciju.
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7. Fourierove transformacije

TEOREM 7.2 Ako su a, clanovi reda funkcija neprekinute funkcije na skupu M
na kome red Y ax(x) uniformno konvergira, onda je suma reda f(x) = Y ;- ax(x)
neprekinuta funkcija na M i vrijedi

li =) i
lim Z ax(x) Z:: lim a(x)

k=1 k=1

Cesto se postavlja pitanje kada red funkcija moZemo derivirati, a kada

intergirati ¢lan po ¢lan.

TEOREM 7.3 Neka su a, : (a,b) — R diferencijabilne funkcije na otvorenom
intervalu (a,b) i neka red ((a,), (f.)) uniformno konvergira funkciji f na (a,b).
Ako red funkcija Y2, a (x) uniformno konvergira na (a,b) onda je suma reda
f(x) = Yo ax(x), diferencijabilna funkcija na (a, b) i vrijedi

[s¢] [o¢]

c;ix (Z ak(x)J = Z a;c(x).

k=1 k=1

TEOREM 7.4 Neka su a, : [a,b] — R integrabilne funkcije na [a, b] i neka red
((@n), (fn)) uniformno konvergira funkciji f na [a,b]. Tada je suma reda f(x) =
Y iy ax(x) integrabilna funkcija na [a, b] i vrijedi

b 20 0 b
f(Z ax(x))dx = Zf ax(x)dx.
¢ k=1 V4

k=1

Budug¢i su neprekinute funkcije na segmentu integrabilne onda uvjet in-
tegrabilnosti u prethodnom teoremu moZemo zamijeniti s neprekidnos¢u
funkcija a,.

7.1.2 Red potencija i Taylorov red

Definicija 7.8 red potencija
Neka je c € Ria,, n € N U {0} niz brojeva. Red funkcija oblika

[s¢]

Z an(x - C)n

n=0

zovemo red potenicja oko c, a brojeve a, koeficijenti reda potencija.
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7.1. Prisjetimo se

Sljededi teoremi govore o konvergenicji reda potencija.

TEOREM 7.5 Ako red potencija )., a,(x — ¢)" konvergira za neki x, # c onda
postoji interval (c — R, ¢ + R) tako da red apsolutno konvergira u svakoj tocki iz
(c — R, c + R), a izvan intervala divergira.

Broj R se zove polumjer konvergencije, a interval (c — R,c + R) interval
konvergencije.

U rubnim to¢kama R i —R treba posebno ispitati konvergenicju reda
brojeva.

Polumjer konvergenicje za konvergentan red ra¢unamo po Cauchy-
Hadamardovoj formuli

. 1
limsup, _,_ Via,|

Ako postoji lim el 5 0 onda postoji i limsup V|a,| > 01 vrijedi lim Bl

|, lan

lim sup Vla,|. Tada polumjer konvergencije ra¢unamo po formuli

R = lim M.
=00 |41

TEOREM 7.6 Ako red potencija ), a,(x — ¢)" ima interval konvergencije (c —
R, c+R) onda red uniformno konvergira funkciji f(x) = Y., a,(x—c)" na svakom
segmentu [a,b] C (c — R, c + R).

Suma reda, funkcija f je neprekinuta funkcija na (c — R, ¢ + R).

Suma reda, funkcija f je diferencijabilna funkcija na (c— R, c+ R) i red se moZe
derivirati ¢lan po clan.

Suma reda, funkcija f je integrabilna funkcija na [a,b] € (c — R,c+ R) i red
se moZe integrirati ¢lan po clan.

PRIMJER 7.4 Suma geometrijskog reda Y., x" je funkcija f(x) = 1=. Interval
konvergencije geometrijskog reda je (=1, 1).

ZADACA 7.1 Odredite polumjer konvergencije za red ¥, g—;z);(x —1)". Kako

se red ponasa na rubovima intervala konvergencije?
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Definicija 7.9 Taylorov red
Neka je I C R interval, f funkcija klase C*(I) i tocka x € I. Taylorov red
funkcije f u okolini tocke x je red potencija

o £(k)
)3 LU0y

k!
k=0

gdje su
_ [Px0)
TR

koeficijenti Taylorovog reda.
Ako je xo = 0 onda Taylorov red zovemo MacLaurinov red funkcije f.
Funkciji f pridruZimo njen Taylorov red zapisom

Taylorov polinom reda n, T,(x) = Y, %(x — x0)¥ je n—ta parcijalna suma

reda.

Taylorov red funkcije f moze konvergirati ili divergirati. Ako konver-
gira moZe konvergirati funkciji f ili nekoj drugoj funkciji.
Sljededi teorem govori o konvergenciji Taylorovog reda.

TEOREM 7.7 Ako Taylorov red funkcije f u okolini tocke xy konvergira s in-
tervalom konvergencije | = (xo — R,xo + R), R # 0 onda konvergira funkciji

f.

KaZemo da smo funkciju f razvili u Taylorov red oko x i zapisujemo

A (9]
fx) = Z [ %) (x — xo)F.

e k!

Dokaz
Pretpostavimo da je funkcija f suma reda Y ax(x — xo)", 4.
fx) = Yo ax(x — x0)f na (xo — R, x0 + R), R # 0.
Funkcija ima derivaciju svakog reda u tocki x € (xo — R,xp + R), R #0:

f(x) = X2 kag(x — x0)*!
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7.2. Redovi funkcija kompleksne varijable

fom =y k(k—1)(k—2)- - (k—m+ Dax(x — xo)*™, zam € N.
U tocki xy dobivamo vrijednosti

f/(x0) = ar, f"(x0) = 28, f(x0) = m(m — 1)(m ~2) -+~ La, = mla,,

m)
pa su koeficijenti a,, = % zaista koeficijenti Taylorovog reda funkcije f.

Ako je funkcija f suma reda potencija u okolini tocke x, onda je to njen
Taylorov red.
Rastav funkcije f u red potenicija je jedinstven.

TEOREM 7.8 Neka je f : I — R funkcija klase C*(I) i tocka xo € I. Funkciju f
moZemo razviti u njen Taylorov red oko xy ako postoje R > 0i M > 0 takvi da

(i) postoje derivacije f™(x) za svaki x € (xo — R, xo + R);

(ii) za svaki m € IN i za svaki x € (xg — R, xo + R) vrijedi |f™)(x)| < M.

ZADACA 7.2 (a) Razvijte funkciju f(x) = x* + sin x u Taylorov red oko 1.

(b) Razvijte funkciju f(x) = x> + sinx u Taylorov red oko nule.

Definicija 7.10 analiticka funkcija realne varijable
Neka je f : I — R funkcija klase C*(I) i tocka x, € I. Neka je
P %(x—xo)k Taylorov red funkcije f s polumjerom konvergencije R. Funkcija
f je analiticka u tocki xo ako postoji 0 < 6 < R tako da Taylorov red funkcije f

konvergira funkciji f na intervalu | = (xo — 6, x9 + 6) N I, tj. vrijedi

X £(n)
=Y Iy, xeg

k=0

Ako je funkcija f jednaka svom Taylorovom redu za svako x € R funkciju
zovemo cijela funkcija.

7.2 Redovi funkcija kompleksne varijable

Sve tvrdnje koje smo izloZili o redovima realnih funkcija vrijede i za redove
kompleksnih funkcija.
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Definicija 7.11 red kompleksnih funkcija

Red kompleksnih funkcija je uredeni par ((a,),(fs)), n € N niza funkcija
a, : D — C definiranih na podruc¢ju D C C i niza parcijalnih suma f, : D — C
definiranih sa f,(z) = Y.;_, ax(z) za svakin e N iz € D.

Red funkcija oznacavamo sa

o0

Z ai(z).

k=1

Red konvergira funkciji f ako je lim,_, fu(z) = f(2z). Funkciju

(o]

f@)=) a)

k=1
Zovemo suma reda.

Ako limes ne postoji kaZemo da red divergira. Ako red konvergira u svakoj tocki
podrucja D onda kaZemo da je D podrucje konvergencije.

Definicija 7.12 red potencija oko tocke c
Neka je (a,), n € IN U 0 niz kompleksnih brojeva i ¢ € C. Red funkcija oblika

(o8]

Z an(z - C)n

n=0

zovemo red potenicja oko tocke c, a kompleksne brojeve a, koeficijentima reda
potencija.

Ako z = ¢ nije jedina to¢ka u kojoj red konvergira onda postoji broj
R > 0 takav da red konvergira na podrucju D : |z — c| < R, divergira na
podrudju |z—c| > R, anakruznicil : |z—c| = RmoZeine mora konvergirati.
Broj R se zove polumjer konvergencije, a krug K(c, R) krug konvergencije.

PRIMJER 7.5 PokazZitedared )., , n(Z—+1) konvergira apsolutno na podrucju D :
lz] < 1.

RjeSenje:
Ako je |z| <1 onda vrijedi
M |z|"

1
lan(z)] = |n(n + 1)| - nn+1) = n2’
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7.2. Redovi funkcija kompleksne varijable

Red brojeva Y. & konvergira pa i red Y, la,(z)| konvergira. KaZemo da
red )", a,(z) apsolutno konvergira.

PRIMJER 7.6 Odredite polumjer konvergencije reda Y., %

RjeSenje:

(Gt Vi
(n+2)%5" *
Provjeravamo D’Alambertov kriterij

Opdi ¢lan reda je a,(z) =

lz—1| (n+2)?

I _ k-1
(n + 3)?

ai’l+1(z)| — ]_iml | — 5

a,(z) 5

Red konvergira apsolutno na podrudju D : |z — 1| < 5. Na rubu podrugja,

lim |

na kruznici I' : |z — 1| = 5 vrijedi nejednakost

;|<l
(n+2)25 ~ n?

|an(z)| = |

Red brojeva ), - konvergira pa i red Y |a,(z)| apsolutno konvergira na
kruznici I : |z — 1| = 5. Dakle, red }_ az) apsolutno konvergira na podrudju
konvergencije D : |z — 1| < 5.

ZADACA 7.3 PokaZite da red Yoo, n!z" konvergira samo tocki z = 0.

TEOREM 7.9 Taylorov teorem
Neka je f analiticka funkcija na krugu K(zo, R). Tada za svaki z € D funkciju
f moZemo razviti u red

koji se zove Taylorov red kompleksne funkcije f u tocki zo.

TEOREM 7.10 Neka je f analiticka funkcija na podrucju D i neka je zo € D.
Tada za svaki r > 0 tako da je K(zo,7) € D i za svaki z € K(zo,r) funkciju f
moZemo razviti u Taylorov red

)
=Y ez

k=0
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PRIMJER 7.7 ¢ = Y. & za |z] < oo.

n=0 pl’
. _ 2n-1
sinz=) " ,(-1)" 1(22n_1)!, za |z| < oo.
_ 2n-2
cos z = Y, (=1)"" Fy, 7 |21 < oo

ZADACA 7.4 Razvijte funckciju f(z) = In (1 +z) u Taylorov red u okolini tocke
zp = 0. Odredite podrucje konvergencije.

RjeSenje:

Rac¢unamo koeficijente Taylorovog reda u zp = 0:

ap = f(zo) =In(1 +2zp) =0,

a1 = f'(z0) = (L+20)"' =1,

a = f"(z0) = ~(1 +20)% = -1,

a3 = " (z0) = —(-2)(1 +29)° = 2!,

e = fAz0) = (=) (k= DI +z9)™ = (-1 (k - 1)!

Dakle, Taylorov red funkcije f(z) = In(1 + z) je Z:’:l(—l)n‘lé
Trebamo odrediti podrucje konvergencije ovog reda. Prema D’ Alambertovom
kriteriju odredujemo polumjer konvergencije ovog reda s opéim ¢lanom
bu(2) = (-1 12 ;
lim [%21] = lim | 2] = |z] < 1.
Polumjer konvergencije je R = 1 a podrucje konvergencije D : |z| < 1.
U tocki z = —1 red divergira, a u toc¢ki z = 1 konvergira.

Dakle, funkciju In(1 + z) moZemo razviti u njen Taylorovredna D : |z| < 1
o0 Zn
In(l+2z)=) (-1)"'=.
n(l +2) Z;( )=

ZADACA 7.5 Razvijte funckiju f(z) = sin z u Taylorov red u okolini tocke
zo = 1t/4. Odredite podrucje konvergencije.

TEOREM 7.11 Laurentov teorem

Neka je zy € C i neka su Ry i Ry pozitioni brojevi tako da je Ry > Ry. Neka je
f analiticka funkcija na kruZnom prstenu D : Ry < |z — zo| < Ry. Tada funkciju f
mozemo razviti u red

[e¢]

f(z) = Z a(z — zo)*

k=—00
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7.2. Redovi funkcija kompleksne varijable

gdje su koeficijenti
1 f(t)

a = —

= dtkeZ
2mi Jp (t — zg)k+!

al :|z—2z < p, Ri < p < Ry bilo koja pozitivno orijentirana kruznica unutar
D. Red se zove Laurentov red funkcije f oko tocke z.

NAPOMENA 7.1 U Laurentovom redu prvi dio Z,;l_oo ax(z—2zo)* zove se glavni
dio,
a drugi dio Y i ax(z — zo)* zove se analiticki dio.

PRIMJER 7.8 Odredite Laurentov razvoj funkcije f(z) = 7z, u okolini tocke
Zo = -2.
RjeSenje:

Funkcija ima pol prvog reda u z, = —2. Ako uvedemo novu varijablu

Z =z + 2 onda traZzimo Laurentov razvoj funkcije f*(Z) = 537 oko Z = 0.

Funkciju moZemo rastaviti na faktore za koje znamo rastav u red potencija

ili Taylorov red:
2-7 1
Z 1-Z
2-7

= == (1+Z+Z*+Z%+..)

%+1+Z+ZZ+Z3+...+

(@)

Ovaj rastav vrijedi za 0 < |Z| < 1. Dakle zadanu funkciju moZemo razviti
u Laurentov red okozg = -2 zasvaki0 < [z+ 2| < 1

f(z):$+1+(z+2)2+(z+2)3+...+

NAPOMENA 7.2 tko Zeli znati vise-seminar
DokaZite Taylorov teorem.
DokaZite Laurentov teorem.
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7. Fourierove transformacije

7.3 Fourierov red
ZADACA 7.6 Opéi oblik sinusoidne funkcije
f(x) = Asin(w - x + @)

odreden je amplitudom A, kruznom frekvencijom w i pocetnom fazom ¢y. Period
funkcije je T = 22, frekvencija f = %, a fazni pomak ¢ = o

Nacrtajte graf funkcije f(x) = 5sin(3x + %). Odredite period, frekvenciju,
amplitudu, fazni pomak i kruZnu frekvenciju.

ZADACA 7.7 Zadana je funkcija f(x) = x, za -1t < x < 1. Progirite funkciju
periodi¢no. Skicirajte graf.

(a) Odredite tocke prekida proSirene funkcije.

(b) Odredite limes slijeva u ,

f(ro) = limy f(re = h);
i limes zdesna u 7,

f(r2) = limy f(r + h);

(c) Odredite derivaciju slijeva u 7t
fr(m) = Timy, o L0,

i derivacija zdesna u m

f/(m,) = Timy, o, 90,

RjeSenje:
(@)-m, m (b) m,—m, (c) 1, 1.

Definicija 7.13 trigonometrijski polinom
Funkcija definirana kao suma periodickih funkcija

S,(x) = Ay + Z Ay sin(kwx + @)
k=1

ili

Su(x) = Ao+ Y ay cos (k%x) + by sin (k%x)
k=1

. .o . . . . _ 2 _
zove se trigonometrijski polinom stupnja n, s periodom T = 2 = 2L.
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7.3. Fourierov red

Clanovi
Agsin (kwx + @x)
ili
ay cos (k%x) + by sin (k%x)
zovu se k—ti harmonici i imaju period Ty = 2.
Definicija 7.14 trigonometrijski red
Funkcija definirana kao beskonacna suma periodickih funkcija

S(x) =Ap + Z aj cos (k%x) + by sin (k%x)
k=1

zove se trigonometrijski red.

NAPOMENA 7.3 Skup funkcija {cos Fx, sin " x} zove se trigonometrijski sus-

tav. Osnovno svojstvo tih funkcija je ortogonalnost na intervalu duljine 2L:
zam,n €N;

fL cos “ cos Fxdx = Oy - L,

f sin %% sin " xdx = Oy - L;

chos—sm Mxdx =

gdje je

5o 1, n=m
e 0, n+m.

ZADACA 7.8 PokaZite svojstvo ortogonalnosti trigonometrijske funkcija kosi-
nus:

t MT nm
cos — cos —xdx =0, m # n;
I L L

L

mr nm

cos — cos —xdx =L, m = n.
_L L L

Koristite adicijske teoreme za produkt

COSs X - COS fx = % (cos(ar + B)x + cos(a — B)x).
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7. Fourierove transformacije

Definicija 7.15 Fourierov red
Neka je f periodicka funkciju f(x) s periodom T = 2L, f(x + 2L) = f(x).
Fourierov red funkcije f definira se kao trigonometrijski red

[ee]
nm . Nm
ap + Z(an cos Tx + b, sin Tx)

n=1

gdje su ay, a,, b, Fourierovi koeficijenti
1 (" 1 ("
aozif_Lf(x)dx, an:ZILf(x)cosnTnxdx,nzl

1 (L
b, = ZILf(x)sinnTnxdx, n>1.

Ako je funkcija f parna onda se Fourierov red funkcije f reducira na Fourierov
kosinusni red

[s¢]
nrt
ap + Z a, Ccos Tx
n=1

gdje su a, Fourierovi koeficijenti

1 [ 2 (* nm
= — = — — > 1.
ag Lj(; f(x)dx, a, Lj(; f(x) cos T xdx,n>1

Ako je funkcija f neparna onda se Fourierov red funkcije f reducira na
Fourierov sinusni red
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7.3. Fourierov red

TEOREM 7.12 (i) Neka je f neprekinuta funkcija, periodicna s periodom 2L.
Ako je f diferencijabilna u tocki x onda Fourierov red od f u tocki x konvergira ka
f(x) i zapisujemo

f(x)=ao+ ;(an cos nfnx + b, sin nfnx);

(ii) Neka je f po dijelovima neprekinuta funkcija, periodicna s periodom 2L.
Ako je f diferencijabilna slijeva i zdesna u tocki x onda Fourierov red od f u tocki
x konvergira srednjoj vrijednosti limesa slijeva i limesa zdesna u x i zapisujemo

%(f(x+) + f(x2)) =ag + nZ:f(an cos nfnx + b, sin nTnx);

(iii) Neka je f neprekinuta funkcija, periodicna s periodom 2L. Ako je f difere-
ncijabilna svuda osim u prebrojivo mnogo tocaka (po dijelovima glatka funkcija)
onda Fourierov red od f na [—L, L] konvergira uniformno funkciji f(x) ;.
za svaki € > 0 postoji N € N tako da za svaki n > N i za svaki x € [-L, L] vrijedi

|f(x) = (ap + kZ:l: ay cos kfnx + by sin kfnx)l <e.

(iv) Neka je f kvadratno integrabilna funkcija f_ LL |f (x)[?dx < oo i periodicna
s periodom 2L. Tada Fourierov red od f na [—L, L] konvergira funkciji f u smislu

da
za svaki € > 0 postoji N € N tako da za svaki n > N i za svaki x € [-L, L] vrijedi

L n
k k
j:L [f(x) = (a0 + kzz;akcos Tnx + b sin Tnx)l2 <e.

Definicija 7.16 Amplitudni spektar funkcije f nazivamo niz vrijednosti

A, = \Ja3 + b2

Faznim spektarom funkcije f nazivamo niz vrijednosti

by
P, &P = —.

an

Radni materijal 152



7. Fourierove transformacije

NAPOMENA 7.4 Graficki prikaz razvoja funkcije u vremenskoj domeni (var-
ijabla t) u Fourierov red i graficki prikaz ovisnosti amplitude A, i faze ¢, o
frekvenciji w, = *F* dan je na sljedecim slikama.

Y b sin(w.1)

S

Slika 7.1: Graficki prikaz razvoja vremenske funkcije u Fourierov red
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7.3. Fourierov red

- Lt
A\ =%J.f(r)cos o tdt 4D, =7 jf(f) sin @, 1dt
-I

[ ! ‘ ‘ - S n

{ .2 2 qa
A Ai? = a:z +bn A Q)u = fg b_”

] I ‘ ‘ t i o,

Slika 7.2: Amplitudni i fazni spektar

Definicija 7.17 Fourierov red za period=2m
Neka je f periodicka funkciju f(x) s periodom 2m, f(x+2m) = f(x). Fourierov
red funkcije f definira se kao tigonometrijski red

(o]
ap + Z(an cos nx + b, sin nx)

n=1

gdje su ay, a,, b, Fourierovi koeficijenti

1 (" 1 ("
= — = — >
ag o [ﬂ f(x)dx,a, - j:n f(x)cos nxdx, n>1

b, = %f f(x)sin nxdx, n > 1.

Radni materijal 154



7. Fourierove transformacije

Ako je funkcija f parna onda se Fourierov red funkcije f reducira na Fourierov
kosinusni red

o0
ap + Z a, COS nx
n=1

gdje su ay i a, Fourierovi koeficijenti

ag = lf f(x)dx, a, = zf f(x)cos nxdx, n>1
T Jo 7T Jo

Ako je funkcija f neparna onda se Fourierov red funkcije f reducira na
Fourierov sinusni red

(o]
Z b, sin nx
n=1

gdje su b, Fourierovi koeficijenti

bn:zf f(x)sin nxdx,, n > 1.
T Jo

NAPOMENA 7.5 Ako je zadana funkcija f(x) na segmentu 0 < x < L onda
ju moZemo prosiriti periodicno s periodom 2L (po parnosti ili po neparnosti).
Prosirenu funkciju periodicnu s peridom 2L moZemo razviti u Fourierov red.

Ako je zadana funkcija f na segmentu 0 < x < L proSirena po parnosti na
—L < x < L s periodom 2L onda proSirenu funkciju mozemo razviti u Fourierov
kosinusni red.

Ako je zadana funkcija f na segmentu 0 < x < L prosirena po neparnosti na
—L < x < L s periodom 2L onda proSirenu funkciju mozemo razviti u Fourierov
sinusni red.

PRIMJER 7.9 Funkciju f(x) = x, x € [0, L] prosirite po parnosti i skicirajte
graf.
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7.3. Fourierov red

RjeSenje:

-x x€|[-L,0]
f parna i periodi¢na na [-L, L], tj. 2L

~ L
flx) = { x xeloll prosirenje od f po parnosti

PRIMJER 7.10 Razvijte funkciju f(x), 0 <x < L u Fourierov kosinusni red:

RjeSenje:
Trebamo na¢i Fourierov kosinusni red. Funkciju ¢emo prosiriti po parnosti
na —L < x < L s periodom 2L:

- nm 1 (* 2 (* nm
f(x) = a0+; @, COS =X, ag = Zj; f(x)dx, a, = Z‘fo f(x)cos Txdx.

1 1j¢” 1 (*t 1 (22 1 (*2
ag = — X)dx = = (x)dx+— (x)dx = —f —xdx+—f —(L—x)dx =
0 Ll:ﬂ) L J, f LLﬁf L), L7 'LJ,L

) L/2 L

2 (" 2
a, = Z]o‘ f(x) cos nfnxdx =7 i f(x) cos nfnxdx + I " f(x) cos nfnxdx

2 (M2 2 (t2
= Zﬁ zxcosnfnxdx+z£/zz(L—x)cosnfn

= parcijalna integracija

4 I  nm L? nm L2 . nn  L? nm
= ﬁ[% sin - + p— (cos - 1) - o sin o> T (cosnm — cos 7)]
4 nm
= o (2 cos - ~cosnm - 1).

1 = —5(2cos i —cosln—1) =0,
svi neparni koeficijenti su 0;
Ay = =5(2cos & —cos2n — 1) = —=;

Ay = =5(2cos L —cosdn—1)=0:
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7. Fourierove transformacije

4.
9712’

_ 4 67 —
A = —z(2cos % —cosbr —1) = —
ag = 382 (2cos & —cos8n—1) =

_ 10
ay = n2102 (2cos == — cos 107t — 1) 25n2,

x) = 3 — %[cos Zx + § cos Fx + 5z cos Vx + ...
f)=3-7

TEOREM 7.13 (Parsevalova jednakost)
Neka je f kvadratno integrabilna funkcija f_ LL |f (x)[Pdx < oo i periodicna s
periodom 2L. Za

nm . Nm
f(x)=ap+ Z a, cos Tx + b, sin Tx
n=1

vrijedi
1t -
L | IFOPdx = 2 + 3 (o + 16,
ZADACA 7.9 (a) Odredite Fourierov red funkcije f(x) = x> na inetervalu

[_1/ 1]
(b) Primijenite Persevalovu jednakost da odredite sumu reda

1 1
1+ 7 + 3 +
Rjeéenje'
(a) aO - 3/ - ( 1)717_[2 n2/
(b) 55

NAPOMENA 7.6 (obrada signala)

Neka je signal predstavljen funkcijom f. Pri obradi signala nademo Fourierov
red za f tj. razloZimo signal kao sumu harmonika. Neke Fourierove koeficijente
zanemarimo ako su manji od neke zadane vrijednosti, pa tako ocistimo signal od
dodatnih sumova.

Ukupna energija signala je izrzena s 1 f_ IL |f (x)[°dx, a kvadrati Fourierovih
koeficijenata predstavljaju energiju pojedinih harmonika.

Parsevalova jednakost kaZe da je ukupna energija signala jednaka sumi energija
svih harmonika.
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7.3. Fourierov red

NAPOMENA 7.7 Osim predstavljnja prekinutih i periodicnih funkcija, postoji
i tre¢a vrlo vaZna prednost Fourierovih redova. Pretpostavimo da rjeSsavamo
jednadZbu gibanja harmonijskog oscilatora na koji djeluje vanjska sila. Fourierov
red za vanjsku silu tada daje osnovni clan i viSe harmonike. To je linearna difer-
encijalna jednadzba drugog reda s konstantnim koeficijentima pa se partikularna
rjeSenja mogu dobiti odvojeno za svaki harmonik. Na kraju je ukupno partikularno
rjesenje za cijelu vanjsku silu zbroj rjesenja za pojedine harmonike.

PRIMJER 7.11 Nadite rjesite prisilnih oscilacija osilatora
(a) y’(t) + wy(t) = cos(wt)
(b) y'(t) + wy(t) = Y0, a, cos(n t) ako je |w| # 1,2, ..., N

(©) y”(t) + wy(t) = 1(t)
gdje je r(t) periodicka s periodom 27t
t+mn, —-m<t<O
r(t) =
—t+mn, O<t<m
i ako je |w| # 1,3, 5...

RjeSenje:
(a) y(t) = Cy cos(w t) + Cy cos(w t) + = cos(n t)
(b) y(t) = C1cos(wt) + Cocos(w t) + YN, = cos(nt)

w2—n?

(c) Funkciju r(t) razvijenmo u njen Fourierov red r(t) = ay + Z;\lzl a, cos(nt)
gdje su Fourierovi koeficijenti:
-z
ag = >
- 4
a, = —3 zaneparne n
a, = 0 za parne n.
a9
2

Partikularno rjeSenje za y"'(t) + wy(t) = ag je y,(t) = —.

@

Koristedi rjeSenje iz zadatka (b) rjeSenje diferencijalne jednadzbe je

4 1
y(t) = Cy cos(w t)+C; cos(w t)+2la)2+; kZ::‘ k=@l = @k 1)) cos((2k—1) t)
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7. Fourierove transformacije

7.3.1 Forierov red u kompleksnom obliku

Definicija 7.18 Fourierov red u kompleksnom obliku
Fourierov red u kompleksnom obliku peridicke funkcije f s periodom 2L je red

0 e
Yoo Cu€ L

n=—oo

gdje su ¢, Fourierovi kompleksni koeficijenti

1t o
e =30 f fae T dx,
a n su cijeli brojevi.

TEOREM 7.14 Neka je f kvadratno integrabilna funkcija f_ LL |f(x)Pdx < o0 i
periodi¢na s periodom 2L. Tada Fourierov red u kompleksnom obliku od f na
[-L, L] konvergira funkciji f u smislu da

za svaki € > 0 postoji N € IN tako da za svaki n > N i za svaki x € [-L, L] vrijedi

L n
.kn,
f If(x) - Z et <e.
L

k=-n

TEOREM 7.15 Parsevalova jednakost-kompl. oblik Neka je f kvadratno inte-
grabilna funkcija f_ LL |f (x)]Pdx < oo i periodicna s periodom 2L. Za

n

flx) = Z et

k=—n

1 : 2 _ . 2
or | eorax= Y e

7.4 Fourierov integral

vrijedi

PRIMJER 7.12 Razvijte periodicku funkciju f s periodom 2L = 4 u Fourierov

red
—2<x<-1

0,
fx)=<k -1<x<1
0, 1<x<2
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7.4. Fourierov integral

201 1 2

RjeSenje:

1 (" 1 (" k
ao—zﬁf(x)dx—i‘ﬁkdx—z

a, = %fo(x)cos(n—nx)dx—gflkcos(n—nx)dx
" L, L 2, 2
ok T 0, n=2m
n
= —sin(n)‘ = i (rm)= 27’( n=01+4m) , meZ
nm
-2 n=0Am-1)

n’

f(x)—k+2—k(coszx—1co 3—nx+1cos5—ﬂx)+
B Sl R D B A R

nm_ nm
=T =7
funkciju f moZemo razviti u red u frekventnoj domeni

Ako zapiSemo

f(x)=ap+ i a, cos(wyx).
n=1

PRIMJER 7.13 Razvijte peridicku funkciju f s periodom 2L = 8 u Fourierov red

0, 4<x<-1
fx)=3k -1<x<1 , p=2L=8
0, 1<x<4
_ |k
-4 -1 1 4
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7. Fourierove transformacije

RjeSenje:
1 1 k
= — d = — kd = -
ay = 5 ff(x) X 4f0 X =7
2 (! 2k O "=
a, = —f k cos (Ex) dx = —sin(ﬂ) =1 . (x1), n=2m
4 0 4 nrt 4 g;{n NG
—5og (x57), n=2m+1
Wy, a,
0 . :
2
LIEF=2V2
2 k
3| £v2
all
k
W, @, W; W40,
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7.4. Fourierov integral

PRIMJER 7.14 Razvijte periodicku funkciju f s periodom 2L = 16 u Fourierov

red
0, 8<x<-1
fx)=9k -1<x<1
0, 1<x<8
RjeSenje:
El():g
an—%sin(%”>
a)n ui’l
k
0 5
1| 2.142-V2
k V2
2 T2
k
3 [Z&.142-2
k
4 o
5 1 &.142-V2
kK V2
6 w2
k
7 [Z.142-+2
8 0

NAPOMENA 7.8 Periodicka funkcija

0, -L<x<-1
fix)=2k -1<x<1
0, -L<x<-1

za L — oo konvergira funkciji

f(x):{k' -1<x<1

0, inace

NAPOMENA 7.9 Izvedite Fourierov red za periodicku funkciju s periodom
T = 2L funkciju kad L — oo

RjeSenje:
Za L — oo izrazimo ovisnost amplitude a, o frekvenciji w,
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7. Fourierove transformacije

odnosno A(w).

fux) = ap+ i [an cos (nfnx) + b, sin (nfnx)]
=1

nrt
o =T

f(x) = ap+ Z [a, cos (w,x) + b, sin (w,x)]

n=1

n+1)m
L— 00 Awy =Wy —wy = 80 =

L L
a0=13 [, fult)ds
a, = %f_LL fr(t) cos (wyt) dt,
bo=1 [0 fi()sin(w,) dt

=13

163 Radni materijal



7.4. Fourierov integral

L
A ﬁ?iﬁwwt

+ l(Aw” f fr(t) cos (wyt) dt) cos(wnx)
n=1
+ﬁ?[ﬁmmmmﬂmm4

Lo = Aw,—0 = fi(x) = f(x)

1 S 00
= - ;‘ [( I . f(t) cos (wt) dt) cos(w,x)Awy,

+ (foo f(t) sin (wt) dt) sin(a)nx)Aa)n]

= %I: f(t) cos (wt) dt;cos(a)nxma)n

integralna suma

+% [: f(t) sin (wt) dt; cos(w,X)Awy,

= %j:: f(t) cos (wt) dt j:o cos (wx) dw

A(w)

+ % f:: f(t) sin (wt) dt ‘fow sin (wx) dw

B(w)
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7. Fourierove transformacije

Slika 7.3: Graficki prikaz razvoja vremenske funkcije f(t) u Fourierov

integral

Definicija 7.19 Fourierov integral
Za funkciju f definira se Fourierov integral u realnom obliku je

fooo [A(w) cos (wx) + B(w) sin (wx)] dw,

gdje su
A(w) = %f f(t) cos (wt) dt;
1 .
B(w) = ;f f(t) sin (wt) dt.
TEOREM 7.16 Ako je funkcija f neprekinuta na svakom konacnom intervalu,

ako ima desnu i lijevu derivaciju u svakoj tocki i ako postoji integral f_ 0:0 | f (x|dx
onda se funkcija f moZe prikazati pomocu Fourierovog integrala (u realnom obliku)

flx) = [) OO[A(w) cos (wx) + B(w) sin (wx)] dw.

U tockama prekida funkcije f vrijednost Fourierovog integrala jednaka je
aritmetickoj sredini limesa slijeva i zdesna u toj tocki.
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7.5. Fourierova transformacija

Definicija 7.20 Fourierov integral - kompleksni oblik
Fourierov integral u kompleksnom obliku za funkciju f je integral

o f_o; f_O:o f(t) - expliw(x — t)] dt dw.

Izvod kompleksnog oblika iz realnog oblika Fourierovog integrala:
f(x) = fooo [A(w) cos wx + B(w) sin wx]dw

=1 fooo f_ o; f(#)[cos wt cos wx + sin wt sin wx]dtdw

= adicijski teorem za cos i parnost funkcije cos

=1 ["1[7 f(t) cos(wx — wh)dtldw

= [...] je parna funkcija od w

=L [T1[ f(t)cos(wx — wdtldw

= dodamo pribrojnik=0 = [ [ [ f(t) sin(wx — wh)dtldw = 0

=L _;[ f; £(t) cos(wx — wtydtldw + izt [T [ f(t) sin(wx — w)dtldw
=4 f_oo f_oo f(t)(cos(wx — wt) + i sin(wx — wt))dt dw

= Eulerova formula exp(ip) = cosp + isin¢

=L [T [T f( expliw(x — t)ldt dw.

7.5 Fourierova transformacija

Definicija 7.21 Fourierova transformacija

—_

Za funciju f, funkcija f(w) definirana sa

fw) = == [ F(x) - exp(=iwx) dx

zove se Fourierova transformacija.

Proces dobivanja transformacije f iz zadane funkcije f takoder se zove Fourierova
transformacija i oznacava F :

f0 5 fw),  Fl) = fw).

Definicija 7.22 Inverzna Fourierova transformacija
Neka je f(w) Fourierova transormacija funkcije f. Inverzna Fourierova trans-
formacija definira se sa
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7. Fourierove transformacije

f0) = 4= [ fw) - exp(iwx) dw.

Proces dobivanja funkcije f iz zove se zadane Fourierove transformacije f takoder
se zove inverzna Fourierova transformacija i oznacava F ' :

F) S e, F @) = ().

NAPOMENA 7.10 Fourierova transformacija definira se pomocu Fourierovog
integrala:
U Fourierovom integralu

fe) =52 [T [T () expliw(x - )] dt dw
== ";[ﬁ [* f() exp(—iwt)dt] exp(iwx) dw
oznacimo unutarnji integral [...]

ﬂw) = % f_o; f(t) exp(—iwt) dt.
Zato je

foy =4[ F(w) exp(iwx) dw

PRIMJER 7.15 Nadite Fourierovu transformaciju Rw) zadane funkcije
¢, O<x<a
flx) = { -

0, inace

Rjesenje:
ijw) = %Lm f(x) exp(—iwx)dx = CfO eXp ZZUX)CZ — L\/_ exp(:xa)—l'
Flaw) = et

—lw

Uoc¢imo:

1 exp(—iwa)-1 1 sinwa 1 coswa 1 2 smaw 2 1 —Cos wa
—_— = /= = +1

\/znc —iw w/znc[ w 2 ]

Py = Bz
filw) = (f2eimsee,

PRIMJER 7.16 Nadite Fourierovu transformaciju ﬁw) zadane funkcije
f(x) = exp(—ax?), a> 0.

RjeSenje:
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fw) = = [ f(x) exp(—iwx)dx = —= [ exp(-ax®) exp(—iwx)dx
= % f - exp(—ax? — iwx)dx = dopunjavamo na potpun kvadrat
= \/Z_nexp(—— fooexp[ (\/_x+ w )2 dx

= supstitucija z = vax + 3%

= Eexp(—g)$ f_oo exp[—z2]dz

=poznati integral [~ exp[-z’]dx = Vr

C L epB)k VR

== exp ~&,

faw) = J exp(-%).

Svojstva Fourierovih transformacija

TEOREM 7.17 Ako je funkcija f apsolutno integrabilna na [0, o) i po dijelovima
neprekinuta na svakom konacnom intervalu onda Fourierova transformacija f(w)
funkcije f postoji.

TEOREM 7.18 svojstvo linearnosti
Neka funkcije f i g imaju Fourierove transformacije. Tada za bilo koje konstante
aib funkcija af + bg ima Fourierovu transformaciju i vrijedi svojstvo linearnosti

Flaf(x) + be(x)} = aF {f(x)} + bF (g(x)} = af(w) + bg(w).

Dokaz:

Flaf(x) + bg(x)} = % f_ O:O(a f(x) + bg(x)) exp(—iwx)dx =linearnost inte-
grala

= a—= [ f(x) exp(—iwx)dx + b= [ ¢(x) exp(—iwx)dx

= af(w) + bg(w)

= af {f(x)} + bF {g(x)}.

TEOREM 7.19 pomak u varijabli x-a
Neka funkcija f ima Fourierovu transformaciju. Tada vrijedi

F{f(x —a)} = exp(—iwa) - F{f(x)}.
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Dokaz:
Flf(x—a) = % f_ojo f(x — a) exp(—iwx)dx
= supstitucijax —a =p
= 3= [ fp) expl-iw(p + a)ldp
= exp(—iwa) - 7= [, f(p) exp(~iwp)dp
_ = exp(=itwa) - 7 ().
f(w — a) = exp(—iwa) f(w).
TEOREM 7.20 transformacija derivacije
Neka je funkcija f neprekidna na R i limp_of(x) = 0. Neka je f'(x) po
dijelovima apsolutno integrabilna na R. Tada vrijedi

FAf () = iwF (f(x)).

Dokaz:

FAf (x)} = % f_O:O f(x) exp(—iwx)dx

= parcijalna integracija

= —=(f(x) exp(=iwx)|%, = (=iw) = [ f(x) exp(—iwx)dx)
= iwf(w)

iwF { f(x)}.

PRIMJER 7.17 PokaZite da vrijedi

FAf(0)) = —w*F{f ()}

Rjesenje:

FAf ()} = iwF{f(0)} = iwliwF (f(0)}] = —w*F{f(x)}.

PRIMJER 7.18 Nadite Fourierovu transfomaciju ﬁw) zadane funkcije
f(x) = xexp(—x?).

RjeSenje:
Koristimo primjer
g(x) = exp(-x?), 3(w) = 5 exp(=%)
i svojstvo F{g'(x)} = iwF {g(x)}.
f(x) = xexp(—x?) = —3¢'(x)
FU ) = Fl-38 ()} = —3F1{g' ()} = —3F{g' (1)} = —3iwF {g(x))

= —ziw5 exp(—L).
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TEOREM 7.21 konvolucije funkcija

Neka su f i g po dijelovima neprekinute funkcije, ogranicene i apsolutno
integrabilne na R.

Tada konvolucija funkcija

(f+9) = [ f(pgx—p)dp= [ flx—p)gp)dp

ima Fourierovu transformaciju

FAS * QX)) = V2rnF {f(x)} - Flgx)}

i vrijedi

(f*9@) = [ f(w) - g(w)exp(iwx) dw.

Dokaz:

FAF )0} = 5= [, f(p)g(x = p) dpl exp(—iwx) dx
=supstitucijaz =x —p

= 2= [ [ f(p)g@ expl—iw(z + p)l dp dz

= = [ [ F(p) exp(=iwp) - g(2) exp(~iwz) dp dz

= % f_O:o f(p) exp(—iwp) dp - f_o; Q(z) exp(—iwz) dz

VIl [ fp expliwp)dp - S [ 8(z) expl—iwz) dz]
= V2rif(w) - gw)

= V2rF (f(x)} - Flg@)).

Prema definiciji inverzne Fourierove transformacije
(f * g)(x) = ﬁ Lo;(f * g)(w) exP(iwx) dw

- % /f; V2 f(w) - g(w) exp(iwx) dw

= [ f(w) - g(w) exp(iwx) dw.

7.5.1 Fourierova kosinusna transformacija i integral

Definicija 7.23 Fourierov kosinusni integral
Za parnu funkciju f kaZemo da ima reprezentaciju pomocu Fourierovog kosi-
nusnog integrala ako vrijedi

f(x) = [ A(w) cos (wx) duw,

Radni materijal 170



7. Fourierove transformacije

gdje je
A(w) = %f f(t) cos (wt) dt.
0

Definicija 7.24 Fourierova kosinusna transformacija
Neka je f parna funkcija. Funkcija f.(w) definirana sa

j?;(w) = \/% fooo f(x) cos (wx) dx

zove se Fourierova kosinusna transformacija.

Proces dobivanja transformacije f. iz zadane funkcije f takoder se zove Fourierova
kosinusna transformacija i oznacava F :

05 fw),  Flf@) = flw).

Definicija 7.25 Inverzna Fourierova kosinusna transformacija
Neka je f.(w) Fourierova kosinusna transformacija funkcije f.
Inverzna Fourierova kosinusna transformacija funkcije f definira se sa

fx) = \/% fow fc\(w) cos (wx) dw.

Proces dobivanja funkcije f iz zadane Fourierove kosinusne transformacije f.
takoder se zove inverzna Fourierova kosinusna transformacija i oznacava ¥, :

S fo,  FUR) = ().

NAPOMENA 7.11 Fourierova kosinusna transformacija definira se pomocu
Fourierovog kosinusnog integrala:
U Fourierovom integralu

flx) = f(; ) A(w) cos (wx) dw

oznacimo A(w) = \/%fc\(w),
gdje je ﬁ(w) = \/%fow f(t) cos (wt) dt.

Zato je
flx) = \/% fo ) fu(w) cos (wx) dw.

171 Radni materijal



7.5. Fourierova transformacija

PRIMJER 7.19 Nadite Fourierovu kosinusnu transformaciju j?;(w) zadane funkcije
¢, 0<x<a
-]

0, x>a.
RjeSenje:
fuw) = \/%fow f(x) cos wxdx = \/%foaccoswxdx = \/gc%
Felf)) = filw)

PRIMJER 7.20 Nadite Fourierovu kosinusnu transformaciju j?c\(w) zadane funkcije
f(x) =exp(—x), 0 <x < oo.

RjeSenje:
fu(w) = \/%fooo f(x) cos wx dx
= \/% fooo exp(—x) cos wx dx

=parcijalna integracija

_ ]2
- T 1+w?”®

Flf X)) = fulw);
expl) 5 2o,

7.5.2 Fourierova sinusna transformacija i integral

Definicija 7.26 Fourierov sinusni integral

Za neparnu funkciju f kaZemo da ima reprezentaciju pomocu Fourierovog
sinusnog integrala ako vrijedi

f(x) = fooo B(w) sin (wx) dw,

gdje je
B(w) = %L f(t) sin (wt) dt.

Definicija 7.27 Fourierova sinusna transformacija
Neka je f neparna funkcija. Funkcija fs(w) definirana sa
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j?s\(w) = \/% fooo £ () sin (wx) dx

zove se Fourierova sinusna transformacija.
Proces dobivanja transformacije f; iz zadane funkcije f takoder se zove Fourierova
sinusna transformacija i oznacava Fs

—_

f0 5 fw),  FAfe) = flw).

Definicija 7.28 Inverzna Fourierova sinusna transformacija
Neka je fs(w) Fourierova sinusna transformacija funkcije f.
Inverzna Fourierova sinusna transformacija funkcije f definira se sa

Fx) = \/% [” fiaw) sin (wx) dw.

Proces dobivanja funkcije f iz zadane Fourierove sinusne transformacije f;
takoder se zove inverzna Fourierova sinusna transformacija i oznacava ¥, :

f) S fo,  FUA@) = f).

NAPOMENA 7.12 Fourierova sinusna transformacija definira se pomocu Fourirovog
sinusnog integrala:
U Fourierovom sinusnom integralu

flx) = ‘[0 ) B(w) cos (wx) dw

oznacimo B(w) = \/%j?s\(w),
gdje je j?s\(w) = \/%fooo f(t)sin (wt) dt. Zato je

fx) = \/% j; f.(w) sin (wx )dw.

PRIMJER 7.21 Nadite Fourierovu sinusnu transformaciju E(w) zadane funkcije
¢, O<x<a
f() = {

0, x> a.
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Rjesenje:
fs(w) [fo f(x) sinwxdx = [fo csinwxdx = \/g 1-cosaw cosaw
FAf ()} = fuw)

PRIMJER 7.22 Nadite Fourierovu sinusnu transformaciju j?;(w) zadane funkcije
f(x) =exp(=x), 0 < x < oco.

RjeSenje:

j?(w) = \/% fooo f(x)sinwxdx = \/% fooo exp(—x) sin wxdx =parcijalna in-

tegracija

= \/%eﬁ(;)[—wcoswx—sinwx]lﬁ = \/%J’wz'
Flf ()} = fs(w);

2_w
7 1+w?”

exp(—x) 7

Svojstva Fourierovih sinus i kosinus transformacija

TEOREM 7.22 Ako je funkcija f apsolutno integrabilna na [0,00) i po dijelovima
neprekmuta na svakom konacnom intervalu, onda postoje Fourierova kosinusna
fc(w) i sinusna transformacija fS w) funkcije f.

TEOREM 7.23 svojstvo linearnosti

Ako su f i g apsolutno integrabilne funkcije na [0,00) i po dijelovima neprek-
inute na svakom konacnom intervalu onda za funkciju af + bg postoje Fourierova
kosinusna i sinusna transformacija i vrijedi svojstvo linearnosti

Felaf(x) +bg(x)} = aFc{f(x)} + bFc{g(x)} = a]i:(w) + bge(w);
Folaf(x) + bg(x)} = aF{ f(0)} + bFlg(x)} = afi(w) + bgs(w).

Dokaz:
Felaf(x) +bg(x)} = \/% fooo (af(x) + bg(x)) cos wxdx =linearnost integrala

=a \/E f - f(x)coswxdx +b \/% fom g(x) cos wxdx = aﬁ(w) + bg.(w)
= aFf {f(x)} + bF{g(x)}.

TEOREM 7.24 transformacija derivacije
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Neka je f neprekinutaiapsolutno integrabilna funkcijana[0,00)ilim f(x) = 0.
Neka je derivacija f' po dijelovima neprekinuta na svakom konacnom intervalu.
Tada vrijedi

FAF () = wFd ) — 20
Flf (@) = ~wF A f@).

Dokaz:
Flf' (0} = \/% i f'(x) cos wx dx =parcijalna integracija

= JEf coswaly +w [ f) sinwrds] = - 2£(0) + w(w)
= — JEFO) + wR )

FAF () = \/% 7 f/(x) sinwx dx =parcijalna integracija

= JEf@sinwly —w [7 f(0) coswrdx] = 0 - wfi(w)

= —wF{f(x)}.

PRIMJER 7.23 PokaZite da vrijedi
FAF @) =~ el f0) — \2£0)
Ff () =~ F ) + 2.
Rjedenje:
FAF () = T f () = EF(0) =~ T @) - \2F/0)
Fof /() = ~0Flf () =~ F1f0) + w0 |2£0).

PRIMJER 7.24 Nadite Fourierovu kosinusnu transfomaciju ﬁ(w) zadane funkcije
f(x) = exp(—ax), a > 0.

RjeSenje:
f(x) = exp(—ax)
f'(x) = —aexp(-ax); f'(0)=-a;
Iz f(x) = a® exp(—ax) = a*f(x)i svojstva linearnosti slijedi da je

Felf” ()} = *F el f(x)}.
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Osim toga vrijedi

FAf" () = ~w*Fel f(0)) — \[ £(0) = —w*F{f(x)} + \/%a.
Zato

PFAf(0)} = w0 FAf ()} +a /2, 4.

FAfe)) = 2t

Zapisujemo exp(—ax) %

fc(ZU) \/:m

7.6 Primjena Fourierove transformacije za PD]

2_a .
T a2 +w?’

Ako je pocetni ili rubni problem zadan na R, onda se mogu koristiti
Fourierova kosinusna ili sinusna transformacija, a ako je problem zadan

na cijelom R onda koristimo Fourierovu transformaciju.

PRIMJER 7.25

Naci temperaturu u(x,t) u Stapu konstantnog presjeka uz pocetne i rubne
uvjete:

u(x,0) = f(x),—o0 <x <00

Za svaki t > 0,u(x,t) = 0, Zu(x,t) = 0, |x| - oo.

RjeSenje:
Prisjetimo se:
gt (x,t)=c axzu(x f)
t>0,u(0,t)=0,u(L,t)=0
u(x,0) = f(x),-L <x < L.

Koriste¢i Fourierovu metodu (separacije varijabli) i razvoj funkcije f u

Fourierov red nalazimo rjeSenje
u(x, t) = Y2 Eqexp[—(22)?t] - sin %2x,
gdjeje E, = %fOL f(x) sin 22x.

Treba rijesiti rubni problem
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2u(xt‘)—c o
ot T ox2

t>0,u(x,t) = 0, 5-u(x,t) = 0,[x| = co.

—u(x, t)

ox

u(x,0) = f(x), —o00 < x < oo.

Ideja:

1. korak: Primijeniti Fourierovu transformaciju na parcijalnu diferenci-
jalnu jednadZbu. Djelovanje na funkciju u(x, t) odnosi se samo na varijablu
X:

F{u(x, )} = u(w, t);

2. korak: Nacdi rjesenje ODJ za u(w, t) po varijabli , (koriste¢i Fourierovu
transformaciju funkcije f(x);)

3. korak: Nadi inverznu Fourierovu transformaciju u(x, t).

1. korak:

Na zadanu parcijalnu diferencijalnu jednadZbu za u(x, t)

'PD]  Zu(x,t) = Lulxt) |

djelujemo Fourierovom transformacijom
d a2
Flspuln b = Flc 5 5ulx, bl

Ra¢unamo desnu stranu koriste¢i formulu za transformaciju druge
derivacije

2 2

Flc ;Zu(x H} = 277{;2u(x 1)}

= —wF {u(x, t)}).

Lijevu stranu racunamo po definiciji Fourierove transformacije

Flspu bt = \/% aatu(x t) - exp(—iwx) dx
= % \/—2_77 Oou(x, t) - exp(—iwx) dx]
= %T{u(x, t)}.
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Dobili smo obi¢nu diferencijalnu jednadZbu za ¥ {u(x, t)}
J 2,2
Ef{u(x, H} = =ccw F{u(x, t)}.

2. korak: Trebamo rijesite obi¢nu diferencijalnu jednadzbu za u(w, t)

ODJ 2w, t) = —cw? u(w, t)

Rjesenje ODJ za funkciju u(w, t) po varijabli t je (separacija varijabli)

u(w, t) = Cexp(—c*w?t) , gdje konstanta C = C(w).

Funkciju C(w) odredujemo primjenjujuéi Fourierovu transformaciju na
pocetni uvjet u(x,0) = f(x),—co <x < oco:

F{u(x, 0)} = F{f(x)}

i vrijedi m(w, 0) = C(w) = f(w).

RjeSenje je

u(w, t) = f(w)exp(—c*w?t),

gdje je f(w) = <= [ f(x) - exp(—iwx) dx.
3. korak:

Inverzna Fourierova transformacija od u(w, t) je u(x, t):

u(x,t) = ﬁ f_ O:o u(w, t) - exp(iwx) dw.

Racunamo
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u(x, t)

— f ) F(w) exp(—c2w?t) - exp(iwsx) dw
= \/2_7'cf L foof(p)-exp(—iwp)dp]-exp(—c2w2t)-exp(iwx)dw
= 27_( f(p)[ f exp(—iwp) - exp(—c*w?t) - exp(iwx) dw] dp

= E IOO f(P)[IOO eXp(_CZth) . exp[i(wx _ wp)] dw] dp

= Eulerova formula

= 217_( f(p)[ f exp(— —c*w?t) - [cos(wx — wp) + isin(wx — wp)] dw] dp

= mtegral imaginarnog dijela je jednak 0 jer je neparna funkcijapow

. : ol f : exp(—Cut) - cos(wx — wp) dw] dp

= podintegralna funkcija je parna po varijabli w
- - f f(P)[f exp(—c*w?t) - cos(wx — wp) dw] dp
—00 0

Tt

Unutarnji integral rjeSavamo koriste¢i supstitucije

P *p .
ct 2ct

fooo exp(—c*w?t) - cos(wx — wp) dw = fow exp(—¢?) - cos(2bp) dg
= g exp(—b?).

w= ib=

Kona¢no rjeSenje rubnog problema je

u(x, t) =

=1 [T fp) - expl-S2 1dp

RjeSenje mozmo dobiti i primjenom transformacije konvolucije.

PRIMJER 7.26

Naci progib u(x, t) beskonacne Zice, —oco < x < oo, koja poprecno oscilira uz
pocetne i rubne uvjete:

u(x,0) = f(x),pocetni progib,

gtu(x 0) = 0, pocetna brzina

Zasvakit > 0,u(x,t) — 0, Zu(x,t) = 0, |x| = oo.

’ax
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RjeSenje:

Prisjetimo se:

gt (x,t)=c 82u(x t)

t>0,u(0,t)=0,u(L,t)=0

u(x,0) = f(x),-L<x <L

%u(x, 0) =

Koriste¢i Fourierovu metodu (separacije varijabli) i razvoj funkcije f(x)
u Fourierov red nalazimo rjeSenje

u(x, t) = Y.,1 E, cos(9%t) - sin("Fx),

gdjeje E, = %fOL f(x) sin 2x.

Koristeci adicijski teorem za cosa - sinf = 3[sin( — @) + sin(f + a)]
rjeSenje moZemo prikazati kao

u(,t) = LG —cf) + flx+ b,

gdje je f* neparna peridicka funkcija dobivna od f prosirivanjem po
neparnosti na [-L, L].

Treba rijesSiti rubni problem

Zu(x, ) = AL u(x, t)

t>0, u(x t)—>0,ax

u(x,0) = f(x),—oco <x < o0
2u(x,0) =

u(x,t) = 0,]x| = oo

Ideja:

1. korak: Primijeniti Fourierovu transformaciju na parcijalnu diferenci-
jalnu jednadZbu. Djelovanje na funkciju u(x, t) odnosi se samo na varijablu
X:

Flu(x, t)} = u(w, t),

2. korak: Nac¢i rjesenje ODJ za u(w, t) po varijabli t, (koristeci Fourierovu
transformaciju funkcije f(x);)

3. korak: Naci inverznu Fourierovu transformaciju u(x, t).

1. korak:

Na zadanu parcijalnu diferencijalnu jednadzbu za u(x, t)

PDJ g—;u(x, f)=c axzu(x f)
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djelujemo Fourierovom transformacijom

2 2

, 0
o2 (x t)} { wu(xlt)}'

Rac¢unamo desnu stranu i koristimo svojstvo transformacije druge derivacije

Flon

2 2

S, 1) CZT{;Z (x, 1)}

= —2 —w*Flu(x, t)).

illlsy

Lijevu stranu racunamo po definiciji Fourierove transformacije

82

Flogua bl = \/_f 8t2u(x t) - exp(—iwx) dx
_ 21 (T £) - —iwx) dx]
= ol ) u(x, t) - exp(—iwx) dx
2
= w?’{u(x,t)}.

Dobili smo obi¢nu diferencijalnu jednadZbu za ¥ {u(x, t)}
2
_ 2.2
8t2¢{u(x’ H} = —c*wF {u(x, t)}

2. korak: Trebamo rijesiti obi¢nu diferencijalnu jednadzbu za u(w, t) :

ODJ g—;ﬁ(w, t) + cw?u(w,t) = 0

Rjesenje ODJ za funkciju u(w, t) po varijabli t je (homogena, drugog
reda s konstantnim koeficijentima)

u(w, t) = A cos(cwt) + Bsin(cwt), gdje su konstante funkcije od w : A =
A(w), B = B(w).

Funkcije A(w) i B(w) odredujemo primjenjujuéi Fourierovu transforma-
ciju na pocetne uvjete:

u(x,0) = f(x), u(x 0)=0,—c0o<x<o00:

Fu(x, 0)) = F{f ()},
Fl2u(x,0)} = 2F {u(x,0)}.
i zato vrijedi

181 Radni materijal



7.6. Primjena Fourierove transformacije za PDJ

Aw) = f(w),
cwB(w) = 0 = B(w) = 0.
RjeSenje obi¢ne diferencijalne jednadzbe je

u(w, t) = f(w) cos(cwt)

gdje je

f(w) = ﬁ f_m f(x) - exp(—iwx) dx.

3. korak:

Inverzna Fourierova transformacija od u(w, t) je u(x, t):

u(x,t) = % f_ozo u(w, t) - exp(iwx) dw.

Primijenimo transformaciju funkcije pomaknute u varijabli x — a

f(w —a) = exp(~iwa) f (w)

i definiciju

exp(ip) + exp(=ip)
5 :

cos @ =

u(x, t)

\/% j: : ﬁw) cos(cwt) - exp(iwx) dw

_ \/Lz_n [: Rw) ' exp(icwt) +2exp(—icwt) - expliwx) dw

\/% foo ﬂw— ct) - exp(iwx)d w
T J-co
flx+ct)+ % - f(x —ct).

= % . \/% ‘[: ﬂw) - exp(icwt) - exp(iwx) dw
1 1 ® . .
+ 5 \/T_n j:w f(w) - exp(—icwt) - exp(iwx) dw
= % . \/% Iw ﬂw + ct) - exp(iwx) dw
s
1
2

RjeSenje rubnog problema je

u(x, t) = f(x +ct) + 1f(x — ct).
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7. Fourierove transformacije

7.7 Diskretna Fourierova transformacija (DFT)

U praksi je ¢esto funkcija f zadana s vrijednostima u kona¢no mnogo
toCaka
fi=fx), k=0,1,..,N-1.

U tom slu¢aju Fourierova transformacija se zamjenjuje s diskretnom Fourierovom

transformacijom (DFT).

Definicija 7.29 DFT i IDFT
Neka je f periodicka funkcija s periodom 2m. Za fiksni N € IN vektor £ =
[fo fi - fnalt, sorijednostima fi = f(xi), k=0,1,...,N =1, u tockama x; = %

je zadani signal. Diskretna Fourierova transformacija je vektor
£=1[fo fi fual',

s komponentama
N-1

fo= ) fe™, n=0,1,..,N-1.

k=0

Vektor f se zove i frekventni spektar signala.
Inverzna diskretna Fourierova transformacija je vektor

f=[fo fi fual',

s komponentama

N-1
1 —~ .
fe=5 z fue*, k=0,1,..,N - 1.
n=0

NAPOMENA 7.13 Za fiksni N € IN i periodicku funkciju f s periodom 21t s
vrijednostima fr = f(x¢), k = 0,1,..,N — 1 u tockama x; = ZW”" treba odrediti
kompleksni trigonometrijski interpolacijski polinom p(x) tako da vrijedi p(x;) =
f(xx), k=0,1,..,N = 1.
Kompleksni trigonometrijski polinom pretpostavimo u obliku
N-1
p(x) = cpe"r.

n=
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7.7. Diskretna Fourierova transformacija (DFT)

Trebamo odrediti koeficijente ¢y, c1, ..., cn-1 tako da vrijedi

PomnoZimo lijevu i desnu stranu s e ™ i sumiramo pok = 0,...,N — 1.

N-1 N-1 N-1
ﬁ(e—zmxk — § Cy e imX pin Xy
k=0 k=0 n=

Nakon promjene poretka sumacije vrijedi

N-1 N-1 N-1
fke—z mxg _ § Cy el (n—m) xy. .
k=0 n= k=0

. S N2m . .
Nakon uvodenja oznake q = ¢/ "™ imamo prikaz

N-

—_

N-1 N-1

—imxy _ k
fie " =¥ ¢, ) q.
k=0 n=0 k=0

Trebamo izracunati desnu stranu.
Zan = mvrijednost od q = 1 pa je suma ¥y q° = N.

Za n # m parcijalna suma geometrijskog reda ¥, q* = % =0jerjeq™ = 1.
Zato vrijedi
N-1
fre"% = Ny,
k=0

Odredili smo traZene koeficijente za interpolacijski polinom p :

1 N-1
Ci’l = N Zﬁ(e_ZHXk-
k=0

Diskretnu Fourierovu transformaciju definiramo

—

N-1
fi=Necy=) fie™™, n=01,.N-1
k=0
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Definicija 7.30 DFT i IDFT-matricni zapis
Diskretna Fourierova transformacija u matricnom zapisu je

/fT: ENf
gdje je Ex = [en] Fourierova matrica reda N s elementima

—2mi

e =€ "% = (e N )", n,k=0,1,..,N-1.

—2mi

Uz oznaku wy = e~

ek = wﬁk, nk=0,1,..,N—1.

Fourierova matrica je

8 8 8 8
88 8 8

Inverzna diskretna Fourierova transformacija u matricnom zapisu je
— -1
f=E, f
. oo . -1 _ 1 =
ivrijedi B} = GEN.

PRIMJER 7.27 Nekajezadansignal f = [0 1 4 9]. Odredite diskretnu Fourierovu
transformaciju (frekventni spektar signala) f.

RjeSenje:
/f\:E4f
ewe = (e )% = (=i)"k n,k=0,1,2,3.
1 1 1 1o 14
?_1 —i =1 ||l |-4+8i
11 -1 1 -1ll4] | -6
1 i -1 —ill9| |-4-8i
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7.7. Diskretna Fourierova transformacija (DFT)

PRIMJER 7.28 Neka je zadan frekventni spektar/f\ =[14 —-4+8i -6 —8-8i]".
Odredite inverznu diskretnu Fourierovu transformaciju f.

RjeSenje:

NAPOMENA 7.14 tko Zeli znati vise
Iz frekventnog spektra £ moZe se dobiti zadani signal .

—_—

f:ENf
f=Eyf.

Oznacimo sa Gy = [gi] produkt Fourierove matrice En = [w™] i njene
konjugirane Ey = [@"™]
Gy = Ey En.
Oznacimo j-ti redak matrice Ey
@’ @ @’ W ™V,
Oznacimo k-ti stupac matrice Ey

[wO wk ka wjk 3 w(N—l)k].
Zato je
gk = @w)’ + @ W) + @ W) + .+ @ WV
Za j = k svaki od pribrojnika (W' w') = 1 pa je
i = N.

Zaj#kizag= w Wt parcijalna suma geometrijskog reda je

PHrg +g+ .+ =
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7. Fourierove transformacije

jer je g~ = 1. Dobili smo vrijednosti
ik = 0, ] * k.

Matrica Gy = N 1.
ENEN = ENEN =NI

pa je inverz Fourierove matrice dan sa

1=
Ey = ~NEv

NAPOMENA 7.15 tko Zeli znati vise-seminar

Da bi se analogni, vremenski kontinuirani signal mogao digitalno obraditi
potrebno ga je otipkati u vremenu. To znaci da od vremenski kontinuiranog signala
uzimamo samo odredene uzorke. Ti se uzorci uzimaju najcecesée s jednakim
vremenskim razmakom T. Takav T se naziva period otipkavanja, pa vremenske
trenutke u kojima se obavlja otipkavanje moZemo opisati nizom: t, = T -n, —oo <
n < oo. Tim postupkom se od vremenski neprekinutog signala x(t) dobiva diskretni
niz uzoraka x[n] :

x[n] = x(nT), —co < n < oo.

Ako je x(t) = cos(2m-90-t),iakoje T = ﬁHz onda je

90 10
x[n] = x(nT) = cos(2m - 100" 1) = cos(2 - 00 n).

To znaci da kosinusoide frekvencija 10 Hz i 90 Hz imaju istog reprezentanta u
vremenski diskretnoj domeni, pa je nakon otipkavanja nemoguce odrediti o kojoj
se od njih dvije radilo. Kod odabira frekvencije otipkavanja neprekinutog signala
dan je Nyquist-ovim teoremom otipkavanja.

7.7.1 Brza Fourierova transformacija-(FFT)

U primjenama je potrebno uzeti veliki broj tocaka. Efekt aliasing se po-
javljuje pri uzorkovanju malim brojem toc¢aka (npr. kod pokretne slike -
rotacija kotaca je prespora ili u obrnutom smjeru.) Zato je u primjenama
potrebno uzeti veliki broj to¢aka N i to predstavlja problem. Prema formuli
za ﬁ potrebno je O(N) operacija za svaki n, tj. O(N?) operacija za npr. sve
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7.7. Diskretna Fourierova transformacija (DFT)

n < N/2. Za N=1000 uzorkovanih toc¢aka potrebno je milijun operacija.
Ovaj problem se moZe rijesiti brzom Fourierovom metodom (FFT) ¢iji je
kod dostupan. FFT je metoda za DFT kojoj treba samo O(log,(N) operacija
umjesto O(N?). Zato se FFT primjenjuje za velike N. Za N=1000 uzorko-
vanih toc¢aka potrebno je O(log>(N) ~ 10000 operacija (sto puta manje nego
DFT metodom).

Kod brze Fourierove metode broj N = 2M kako bi rastavili problem na
dva manje problema veli¢ine M. Zadani vektor f = [f ... fy_1] promatramo

kao dva vektora
fpar = [fO f2 f4 fN—Z]
fnep = [fl f3 fN—l]-

Za zadane signale £, i f,,, odredimo DFT

—_—

fpar =Eum fpar

—_—

fnep =Em fnep-

Komponente {, £, i f,,, vezane su sljede¢im relacijama
~ = s ~
fn - fpar,n + wanep,nr n= 0/ 1; /M -1

fn+M = fpar,n - w?\[fnep,n, n= O, 1,...,M —-1.
Pretpostavimo daje N = 27 i p — 1 put ponovimo gornji postupak kako

bi se dobile matrice reda 2.

PRIMJER 7.29 Neka je zadan signal £ = [0149]". Odredite brzu Fourierovu
transformaciju f.

RjeSenje:
Za N =4 = 2M odredimo

Matrica transformacije
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7. Fourierove transformacije

~ Tt 111] T1+9
o =11 _1llo| T 129

fn = fPaV,H + w?\]fnep,n; n=01,..,.M-1

Koriste¢i relacije

fn+M = fpar,n - ZU;] fnep,n/ n=01,.,M-1

odredit ¢emo

fo = fouro + W%, frepo = 14
Fi = fourt + W0 frps = —4 + 8i
j?o\+z = fpano - wy EEP,O =-6
J?;+2 = ];p\ar,l - w}\[ ]?;ep,l =—-4-8i

Frekventni spektar signala je

f=[14, —4+8,i —6, —4—8i].

7.8 Primjer kolokvija

PRIMIJENJENA MATEMATIKA - KOLOKVI]J- FOURIEROVE TRANS-
FORMACIJE

1. (15 bodova) Stap je dug 100cm. Temperatura na rubovima je 0°C,
(konstanta ¢ = 1)

Napisite rjeSenje u(x, t) -temeperatura u trenutku t na mjestu x (koristite
Fourierovu metodu separacije varijabli- moZete koristiti zavrsnu formulu).
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7.8. Primjer kolokvija

(a) Potetna rapodjela temperature je f(x) = 200 sin 3.
Odredite rjeSenje u(x, t) -temeperatura u trenutku f na mjestu x (koristite
Fourierovu metodu separacije varijabli- moZete koristiti zavrsnu formulu).

Nakon koliko minuta ée maksimalana temperatura biti ispod 100°C?

(b) Pocetna rapodjela temperature je

X, 0<x<50
fx) =
100 —x, 50 < x < 100.

Napisite rjeSenje u(x, t)-temperaturu u trenutku ¢t = 10000.

(Koristite razvoj funkcije f(x) u Fourierov red)

(c) Napisite parcijalnu diferencijalnu jednadZbu provodenja topline
kroz Stap ¢iji je jedan kraj u ishodistu, a drugi tezi u beskonacnost, tako da
je temperatura na rubovima 0°C, a pocetna raspodjela temperature zadana
funkcijom f(x). Izvedite rjeSenje za temperaturu u Stapu u(x,t) koristeéi
Fourierovu sinusnu transformaciju. (Koristite F{f"”(x)} = —wFAf' (x)} =
P FAF()) + w [2£(0)

2. (5 bodova) Odredite Fourierovu transformaciju funkcije

xe™*, 0<«x
f(x)—{ 0, x<0.

(a) Koriste¢i definiciju Fourierove transformacije;
(b) Koristeti svojstva Fourierove transformacije i poznatu ¢injenicu da
je Fourierova transformacija funkcije

(x) = e¥, 0<«x
SH=1 0 x<0

g(w) \/2_7-[ 1+zw :
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