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1. Osnovni pojmovi teorije vjerojatnosti

1.1. Vjerojatnosni prostor

Familija A podskupova od ¥ jest algebra skupova (na X ) ako je
Al. o A
A2. Ac A=A A

A3. Al,AQ,. A EA—>UA e A

Familija F podskupova od Y (F C P(X)) jest o-algebra skupova (na X ) ako je
Fl.oeF
F2. Ae]—":>Ace]-"oo
F3. A, e F,ie N— (J A, € F.

i=1

Neka je F o-algebra na skupu . Ureden par (X, F) zove se izmjeriv prostor. Neka je
(33, F) izmjeriv prostor. Funkcija P : F = R jest vjerojatnost (na F, na ¥ ) ako vrijedi
Pl1. P(A) >0, Ae F, P(X)=1
P2. A, e Fie Ni A NA; =0 zai# j (skupovi su disjunktni)

=P (04) = pia
Uredena trojka (3, F, P) nge je F o-algebra na X, P vjerojatnost na F, zove se

vjerojatnosni prostor. Elemente o-algebre F zovemo dogadajl, a broj P(A), A € F zove se
vjerojatnost dogadaja A.

1.2. Slucajna varijabla

Neka je (3, F, P) vjerojatnosni prostor. Funkcija X : 3 = R jest slu€ajna varijabla
(na X) ako je X '(B) C F za proizvoljno B € B (X '(B)) C F. Neka je (X, F,P)
vjerojatnosni prostor i X : ¥ — R". Kazemo da je X n-dimenzionalni slu¢ajni vektor (na
¥) ako je X~}(B) € F za svako B € B", X }(B") C F. Neka je X slucajna varijabla na
Y. Funkcija distribucije slu¢ajne varijable X jest funkcija Fy : R = [0, 1] definirana sa
Fx(z) = Px ((—00,z]) = P (X '(00,2]) = P{lw e Ry X(w) <z} =P{X <z}, z€R

(1.2.1)
Neka je X slucajni vektor, X = (X, X, ... X,,). Funkcija distribucije slu¢ajnog vektora X
jest funkcija Fx : R™ = [0, 1] definirana sa
Fx(x) = Fx(x1,22,...0,)Px ((—o0,2]) = P{X <z} =P{X; <a1,... X, < z,,}
= Plweli; Xj(w) <xy,...X,(w) <z}, = (21,...2,) € R™. (1.2.2)

Matematicko o&ekivanje (ili otekivanje) slu¢ajne varijable X definrano je sa

_ /X(w)P(w)dw . (1.2.3)

E[X"] zovemo r-ti moment od X, a F(|X"|) zovemo r-ti apsolutni moment od X. Neka
E[X] postoji (u stvari, neka je konacno). Tada E[(X — E[X])"] zovemo r-ti centralni
moment od X, a E[|X — E[X]|"] zovemo r-ti apsolutni centralni moment od X. Varijanca
od X jest drugi centralni moment od X,

Var[X] = E[(X — E[X])?] . (1.2.4)

Standardna devijacija od X pozitivan je korijen varijance, ox = /Var[X].
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1.3. Kararkterizacija funkcija sluc¢ajnih varijabli

Promatramo slu¢ajnu varijablu Y kao funkciju slucajne varijable X, 7 = f(X), za
koju znamo ocekivanje X, i varijancu o%. Potrebno je definirati ocekivanje i varijancu
slucajne varijable Y. Slucajnu varijablu Y, kao funkciju slucajne varijable X mozemo

raspisati u obliku Taylorovog reda oko ocekivanja slucajne varijable X.
Y o= f(X)
= f(Xo) +f
. FO(X A
= [(Xo) (X — Xo)' . (1.3.5)

7l
i=0

%%MX—X@+f£FHX—Xﬁ+

Za ocekivanje slucajne varijable Y sada slijedi jednostavna ovisnost o ocekivanju slucajne
varijable X

EY] = f(Xo) = f (E[X]) . (1.3.6)
Aproksimacija vrijednosti varijance sluc¢ajne varijable Y slijedi primjenom definicije vari-
jance i uzimanjem u obzir samo prva dva ¢lana u Taylorovom redu (linearni ¢lanovi) zbog
jednostavnije daljnje analize

oy = E[Y - EY])]
(f(X) = BIF(X)])]

Xo + f'(Xo) (X = Xo) = Xo)’|

Q

E[

E|

E[(

E [('(Xo)(X = X0))’

= (f(X0)"E [(X - X,)]

= (f'(X0)’ 0% . (1.3.7)

Ako slucajnu varijablu Z definiramo kao produkt dviju nekoreliranih sluc¢ajnih varijabli
X iY, Z = XY, tada za ocekivanje i varijancu slucajne varijable Z slijedi

E[Z] = E[XY] = E[X]E[Y] , (1.3.8)

0y = 0%y = ox0y + Xgoy + Yiox . (1.3.9)

1.4. Slucajna polja

Neka je (X, F, P) vjerojatnosti prostor i neka je 7' = R ili je T interval na R. Familiju
{Xi,t € T'} slucajnih varijabli na ¥ zovemo slu¢ajni proces. S obzirom na karakter prom-
jena u zadaci jednadzbe ploc¢e, mozemo za daljnju analizu promatrati samo stacionarne
procese, procese konstantne u vremenu. Promatramo podrucje 2 € R". Neka za svaku

proizvoljnu konkretnu tocku x = (21, x9, . .., x,) € © imamo definiranu slu¢ajnu varijablu
gy konstantnu po vremenu. Familiju sluc¢ajnih varijabli na cijelom zadanom podrucju €2
nazivamo sluajno polje i oznacavamo g(x) = g(x1, za, ..., z,). Slu¢ajno polje je homogeno

ako funkcija distribucije ne ovisi o izboru tocke nego o odnosu tocaka.
Kovarijancu vrijednosti slu¢ajnog polja g(x) u dvije razlic¢ite tocke x i X' zovemo kovar-
ijan¢na, korelacijska ili autokorelacijska funkcija i oznacavamo

cvfy,(x,x') = Cov|g(x,x)]
= Efg(x),9(x)] — E[g(x)]E[g(x)] (1.4.10)
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Koeficijent korelacije izmedu f(x) i f(x') oznacavamo
Cov|g(x,x)]
a(g(x))a(g(x))

pri ¢emu postoje izvori koji i koeficijent korelacije nazivaju korelacijska funkcija. Za
homogeno slucajno polje g(x) vrijedi

ol ), (<) = eufylx—x)
= cvfy(Q) (1.4.12)

gdje je ¢ = ((1,Co,---,Cn) = (1 — /1,29 — 2/, ..., 2, — 2,), $t0 u stvari znaci da
vrijednost ne ovisi o apsolutnom izboru toc¢aka nego samo o relativnom odnosu tocaka x
i x'. Za homogeno slucajno polje g(x) uvodimo standardnu oznaku za autokorelacijsku
funkciju R,4(¢). Za autokorelacijsku funkciju vrijedi

R, (0) =02 . (1.4.13)

g

cr fo(x,x') (1.4.11)

1.5. Spektralna dekompozicija slu¢ajnih polja

Svako slucajno polje g(x) moze biti prikazano kao zbroj oc¢ekivanja slucajnog polja,
E[g(x)], i 2K nezavisnih slu¢ajnih sinusoidalnih elementarnih funkcija gx(x) s pripadnim
frekvencijama wy = +[Aw(2K — 1)/2], slu¢ajnim amplitudama Cy i slu¢ajnim faznim
kutevima Wy u obliku

9(x) = E[g()]+ ) gx(x)

= Elg(x)] + Z Ck cos (wgt + V) . (1.5.14)

-K

Fazni kutevi Ux sluc¢ajne su varijable s uniformnom razdiobom na intervalu [0, 27]. Za
elementarne slucajne funkcije gx (x) vrijedi

Elge(x)] = 0, (1.5.15)
o = Elgic(x)]
= E[C%] Elcos?(wit + V)]
= %E[C?{] : (1.5.16)

Za varijancu slucajnog polja g(x) sada vrijedi

K
2 2
09 = ZUQK
-K
K

_ Z%E[Cf(] | (1.5.17)

Varijancu 03 mozemo sada razdijeliti po diskretnim frekvencijama wy i uvesti funkciju

spektralne mase Sy, (wx)Aw definiranu sa

S(wr)Aw = %E[C@] : (1.5.18)
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Sada ocito slijedi novi izraz za varijancu slucajnog polja ¢

K

o7 = lim lim Syo(wi ) Aw
9 K—o00 Aw—0 gg( )

N

= / Syg(w)dw (1.5.19)

—infty
pri ¢emu funkciju Sy (w) nazivamo funkcija spektralne gustoce sluc¢ajnog polja g(x). Izmedu
autokorelacijske funkcije i funkcije spektralne gustoce postoji medusobna funkcijska ovis-

nost u obliku Fourierove ili Wiener-Khintchineove transformacije za izrazavanje autoko-
rekacijske funkcije na temelju poznate funkcije spektralne gustoce

[e. 9]

R,y(C) = /Sgg(w)eWde , (1.5.20)

— 00

odnosno inverzni oblik prethodne transformacije za izrazavanje funkcije spektralne gustoce
na temelju poznate autokorelacijske funkcije

Sgg(w) = (271T)" /e_ichgg(OdC ) (1.5.21)

pri ¢emu je n dimenzija prostora na kojem je definirano podrucje Q (u analizi zadace
savijanja ploce n = 2).

1.6. Doob-Dynkinova lema

Za matematicku formulaciju metode tezinskih integrala potrebno je iskazati Doob-
Dynkinovu lemu. Skup svih o-algebri od €2 koji sadrze skup U oznacavamo

Hy = U{H : H o — algebraod Q,u C H} (1.6.22)

i zovemo o-algebra generirana sa U. Ako je U skup svih itvorenih skupova topoloskog
prostora (), skup B = Hy zovemo Borelova o-algebra na 2, ¢ije elemente B € B zovemo
Borelovi skupovi.
Neka je (2, F, p) vjerojatnosni prostor, tada funkciju Y : Q@ — R"™ zovemo F-izmjeriva
ako
YU) ={weQ:Y(w)eU}eF (1.6.23)
za sve otvorene skupove U € R". Ako je X : 2 — R" bilo koja funkcija, tada je o-algebra
Hx generirana sa X najmanja o-algebra na € koja sadrzi sve skupove X 1(U), U C R",

U otvoren skup. Neka je skup H, = {X'(B): B € B}, gdje je B Borelova o-algebra na
R", tada je X Hx-izmjeriva funkcija, a ‘Hx najmanja takva o-algebra.

Lema 1. (Doob-Dynkinova lema, ([?], str. 9))  Ako su dane funkcije X,Y : Q —
R"™. Tada je Y Hx-izmjeriva ako i samo ako postoji Borel-izmjeriva funkcija g : R" — R”
takva da je Y = g(X).

Dokaz leme moze se naéi u knjizi [?].
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2. Varijabilnost fizikalnih i geometrijskih karakteris-
tika ploce

2.1. Neizvjesnost vrijednosti ulaznih parametara

Standardni numericki prora¢un konstrukcija metodom konacnih elemenata svodi se u
pravilu na rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi. Za definiranje matrice krutosti kon-
strukcije potrebno je prije proracuna znati eksplicitno izrazene vrijednosti fizikalnih i
geometrijskih karakteristika konstrukcije. U standardnim deterministickim numerickim
proracunima, ulazni fizikalni i geometrijski parametri su deterministicke vrijednosti, a vri-
jednosti su ovisne o izboru gradiva i unaprijed pretpostavljenim dimenzijama konstruk-
cije. Svako realizirano stanje konstrukcije rezultiralo bi vrijednostima razli¢itim u odnosu
na projektirane vrijednosti i vrijednosti realizirane kod prethodnih realizacija. Stvarno
realizirano stanje konstrukcije zapravo je takvo da u svakoj tocki konstrukcije fizikalna
(modul elasti¢nosti) i geometrijska (dimenzije popre¢nih presjeka) svojstva konstrukcije
poprimaju odredenu neizvjesnu vrijednost koja ne mora biti jednaka prethodno, za deter-
ministicki numericki prora¢un, definiranoj vrijednosti. Vrijednosti fizikalnih i geometri-
jskih svojstava konstrukcije u razlicitim tockama u stvarnom, konacno izvedenom stanju
konstrukcije ne poprimaju jednaku vrijednost. Svako fizikalno i geometrijsko svojstvo
u svakoj tocki konstrukcije mozemo definirati kao slucajna varijabla. Utjecaj promjene
pojedinog parametra u nekoj tocki konstrukcije odrazava se svakako i na promjenu tog
parametra u tockama u okolini, u odredenom promjeru od te tocke, Sto znaci da je svako
neizvjesno fizikalno ili geometrijsko svojstvo konstrukcije potrebno definirati kao slucajno
polje na cijeloj konstrukciji.

2.2. Definiranje neizvjesnosti vrijednosti fizikalnih i geometri-
jskih svojstava elemenata konstrukcije

2.2.1. Definiranje neizvjesnosti vrijednosti fizikalnih i geometrijskih svojstava
grede

Promatramo gredu duljine L (z € [0,L] = Q) s tezisnom osi u smjeru osi . Na
gredi odaberemo proizvoljnu tocku = € €. Neka je proizvoljna karakteristika grede K (x)
u toj proizvoljnoj konkretnoj tocki x jednodimenzionalna slucajna varijabla s pripadnim
otekivanjem Ky(z) i varijancom o%(x). Uz pretpostavku da su ocekivanje i varijanca
jednake za svaku tocku x € €2, §to mozemo oznagciti sa K i 0%, imamo familiju jednodi-
menzionalnih sluc¢ajnih varijabli, sto je u stvari jednodimenzionalno homogeno slucajno
polje K(x) na podruc¢ju §2. Takvo jednodimenzionalno slu¢ajno polje na podrucju 2

mozemo definirati u obliku
K(x) = Ko[l + k(z)] (2.2.1)

pri ¢emu je k(x) homogeno dvodimenzionalno slu¢ajno polje s ocekivanjem jednakim
0 odnosno (E[k(z)] = 0, Vo € Q) i varijancom o3, koja ujedno predstavlja i prom-
jenu karakteristike K (z) grede oko pripadnog ocekivanja K. Pretpostavljamo da vrijedi
|k(x)| << 1 kako bi bilo zadovoljeno realno stanje relativno male varijabilnosti ulaznih
parametara konstrukcije E [k%(z)] << 1. S obzirom na karakter fizikalnih i geometrijskih
karakteristika grede, vrijednosti takvih jednodimenzionalnih slucajnih polja u stvarnoj
situaciji ne mogu poprimiti negativnu vrijednosti, pretpostavljamo za matematicku for-
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mulaciju zadace da je jednodimenzionalno slucajno polje k(z) ograni¢eno sa
—14+p<kx)<l—p, 0<p<l | (2.2.2)

pri cemu je gornja granica definirana zbog simetrije.

Varijanca tako definiranog sluc¢ajnog polja izmedu dvije konkretne tocke na gredi, z i
x’, moze biti karakterizirana kovarijan¢nom ili autokorelacijskom funkcijom, koju oznac¢avamo
sa Rgx (x, 2'), definiranom sa

Rii (z, ') = E[k(x)k(z")] . (2.2.3)

Ako karakteristiku grede definiramo kao homogeno jednodimenzionalno sluc¢ajno polje,
tada vrijedi da autokorelacijska funkcija ovisi samo o udaljenosti dviju toc¢aka, (x—z') = (,
odnosno

Rii(C) = E[k(x)k(z')] . (2.2.4)

Drugi nacin za karakterizaciju tako definiranog sluc¢ajnog polja je pomocu funkcije spek-
tralne gustole Sii(k) funkcije k(z) s valnim brojem k. Za funkciju spektralne gustoce
vrijedi

/Skk(l-{)d/ﬁ =07 . (2.2.5)

—00

Veza izmedu autokorelacijske funkcije Ryx(¢) i funkcije spektralne gustoée Sii(k) je
Wiener-Khintchineova ili Fourierova transformacija, (1.5.20),

e}

Rkk(g):/Skk(/f)ei“Cd/{ s (226)

—00

ili inverzni oblik transformacije za jednodimenzionalnu zadacéu , (1.5.21),

o0

—0o0

Vrijednost autokorelacijske funkcije Rgx(¢) u tocki ¢ = 0 jest zapravo o3, varijanca polja
k(z), (02, = E[k(z)?] zbog E[k(z)] = 0), (1.4.13),

Rkk(O) = /Skk(li)dl{
= Elk(z)] = Var[k(z)] = o}, (2.2.8)

2.2.2. Definiranje neizvjesnosti vrijednosti fizikalnih i geometrijskih svojstava
ploce

Promatramo pravokutnu plo¢u dimenzija L, x L, ((z,y) € [0,L,] x [0,L,] = Q)
sa srediSnjom ravninom u ravnini zy. Na plo¢i odaberemo proizvoljnu toc¢ku (z,y) €
Q). Neka je proizvoljna karakteristika ploce K (x,y) u toj proizvoljnoj konkretnoj tocki
(z,y) dvodimenzionalna slu¢ajna varijabla s pripadnim oc¢ekivanjem Ky(x,y) i varijancom
o2 (z,y). Uz pretpostavku da su ocekivanje i varijanca jednake za svaku tocku (z,y) € €,
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§to mozemo oznaciti sa Ky i 0%, imamo familiju dvodimenzionalnih slu¢ajnih varijabli,
Sto je u stvari dvodimenzionalno homogeno slu¢ajno polje K (x,y) na podrucju 2. Takvo
dvodimenzionalno slu¢ajno polje na podrucju €2 mozemo definirati u obliku

K(z,y) = Ko[1 + k(z,y)] (2.2.9)

pri ¢emu je k(x,y) homogeno dvodimenzionalno slu¢ajno polje s o¢ekivanjem jednakim 0
odnosno (E[k(z,y)] = 0, V(z,y) € Q) i varijancom o3, koja ujedno predstavlja i prom-
jenu karakteristike ploce K (z,y) oko pripadnog ocekivanja K. Pretpostavljamo da vrijedi
|k(x,y)| << 1 kako bi bilo zadovoljeno realno stanje relativno male varijabilnosti ulaznih
parametara konstrukcije E [k%(z,y)] << 1. S obzirom na karakter fizikalnih i geometri-
jskih karakteristika ploce, vrijednosti takvih dvodimenzionalnih sluc¢ajnih polja u stvarnoj
situaciji ne mogu poprimiti negativnu vrijednosti, pretpostavljamo za matematicku for-
mulaciju zadace da je dvodimenzionalno slu¢ajno polje k(z,y) ograniceno sa

—1+p<k(z,y) <1l—p, 0<p<l , (2.2.10)

pri ¢emu je gornja granica definirana zbog simetrije kao i u jednodimenzionalnom slucaju.
Varijanca tako definiranog sluc¢ajnog polja izmedu dvije konkretne tocke na ploéi, (z,y)

i (2, y') karakteriziramo kovarijanénom ili autokorelacijskom funkcijom, Ry ((x, ), (2',y")),

definiranom sa

Rkk ((I,y)7 (xlay,)) - E[k(xay)k(xluy,)] : (2211>
Ako karakteristiku ploce definiramo kao homogeno dvodimenzionalno slucajno polje, tada
vrijedi da autokorelacijska funkcija ovisi samo o udaljenosti dviju tocaka, (z —z',y—vy') =

(¢1,¢2) = ¢, odnosno
Rir(C1, o) = Elk(z, y)k(2',y)] (2.2.12)

Drugi nacin za karakterizaciju tako definiranog slucajnog polja je pomocu funkcije spek-
tralne gustoce Sy (k) funkcije k(x, y) s valnim brojem & = (k, k,). Za funkciju spektralne

gustoce vrijedi
//Skk(n)dn:agk : (2.2.13)

Veza izmedu autokorelacijske funkcije Ry (¢) i funkcije spektralne gustoée Skx(k) je
Wiener-Khintchineova ili Fourierova transformacija, (1.5.20), u dvodimenzionalnom slu¢aju

Rip(€) = 7 fSkk(n)emcdm : (2.2.14)

—00 —00

ili inverzni oblik transformacije za dvodimenzionalnu zadacu , (1.5.21),

1 [ 7 — 1K
Skk("i):@T)Q/ /Rkk<C>e d¢ (2.2.15)

—00 —00

Vrijednost autokorelacijske funkcije Ry (¢) u tocki ¢ = 0 jest zapravo o3, varijanca polja
k(z,y), (o3 = Elk(z,y)?] zbog Elk(z, y)] = 0), (1.4.13),

Rk (0) = ]O]OSkk(&)dn

—00 —00

= Elk(z,y)’] = Varlk(z,y)] = o2,. (2.2.16)
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2.3. Varijabilnost fizikalnih karakteristika elemenata konstruk-
cija
2.3.1. Varijabilnost modula elasti¢cnosti grede

Modul elasti¢nosti kao fizikalna karakteristika grede, zbog same strukture gradiva nije
konstantna velicine duz gredee. Za modul elasti¢nosti pretpostavljamo da je homogeno
jednodimenzionalno slu¢ajno polje na podrucju Q = [0, L],

E(z)=Ey[l+e(x)] (2.3.17)

pri ¢emu je E, ocekivanje modula elasti¢nosti jednako u svim tockama grede, Ey(z) =
const., a e(x,y) homogeno jednodimenzionalno slu¢ajno polje na podruéju 2 s ocekivanjem

jednakim nuli (E[e(z)] = 0), varijancom o2 i ograni¢eno sa

—1 +pe S 6(1') S 1-— Pe; 0< Pe < 1 (2318)

kako bismo izbjegli, u stvarnom stanju u potpunosti nemoguce, negativne vrijednosti
modula elasti¢nosti.

2.3.2. Varijabilnost modula elasti¢nosti ploce

Modul elasti¢nosti kao fizikalna karakteristika ploce, zbog same strukture gradiva nije
konstantna velicine duz ploce. Za modul elasti¢nosti pretpostavljamo da je homogeno
dvodimenzionalno slu¢ajno polje na podrucju 2 = [0, J,] x [0, L, ],

E(z,y) = Ey[1 + e(z,y)] , (2.3.19)

pri ¢emu je Fy ocekivanje modula elasti¢nosti, jednako u svim tockama ploce, a e(z,y)
homogeno dvodimenzionalno slucajno polje na podrucju €2 s ocekivanjem jednakim nuli

(E [e(z,y)] = 0), varijancom o2, i ograni¢eno sa

—1+pe<elr,y) <1l—p,, 0<p. <1 (2.3.20)

kako bismo izbjegli, u stvarnom stanju u potpunosti nemoguce, negativne vrijednosti
modula elasti¢nosti.

2.3.3. Proracun varijabilnosti modula elasti¢nosti

S obzirom da se projektirana konstrukcija izvodi prakticki samo jednom, nemoguce
je sagledati cijeli skup moguéih realizacija i prora¢unati parametre neizvjesnosti. Kao
procjena neizvjesnosti mozemo koristiti realizacije nekoliko sliénih konstrukcija ili anal-
izu jedne izvedbe konstrukcije i proracunate parametre koristiti ujedno i kao parametre
neizvjesnosti na skupu svih mogucih realizacija. Za svaku konstrukciju mozemo ustanoviti
pojedine fizikalne karakteristike. Kao jedan od moguéih prakti¢nih postupaka, ispitivanje
je tlacne ¢vrstoc¢e armiranobetonske ploce u nizu toc¢aka na ploci sklerometrom ili uzi-
manjem uzoraka za laboratorijsko ispitivanje i naknadnim utvrdivanjem tla¢ne ¢vrstoce.
Propisom (Pravilnik za beton i armirani beton, SL1. 11/87) definirana je funkcija modula
elasticnosti u ovisnosti o tlacnoj ¢vrstoci betona koja glasi

ol

E =9250 (fp + 10)% = g(f5) , (2.3.21)
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gdje je fg tlacna ¢vrstoca betona u MPa. Na temelju skupa podataka dobivenih ispi-
tivanjem tlacne ¢vrstoe u nizu tocaka, mozemo izracunati ocekivanje fp,, varijancu
Var[fp] = 0%, i koeficijent varijacije COVy, tlatne ¢vrstoée. Na temelju izracunatih
podataka za tlacnu ¢vrstocu, potrebno je izracunati vrijednosti koje karakteriziraju var-
ijabilnost modula elasti¢nosti. Ocekivanje modula elasti¢nosti aproksimiramo determin-
istickom vrijednosti danog izraza, (1.3.6),

ol

Ey = 9250 (f5, + 10) (2.3.22)

Varijancu modula elasti¢nosti aproksimiramo izrazom u ovisnosti o varijanci ¢vrstoce,

(_) :
“ fB*fBO

gdje je g(fp) zadana funkcijska ovisnost ¢vrstoce i modula elasticnosti, Sto pri zadanoj
konkretnoj funkcijskoj ovisnosti, (2.3.21), povlaci

Var [E] ~ Var [fg] (2.3.23)

92502
Var[E| ~ 5

(fo +10)"* Var[fs] (2.3.24)

odnosno izraz za koeficijent varijacije modula elasti¢nosti

VB (g +10)"" Var ]
Ey
9250 (f5o + 10) 23 f5,COV 4,
39250 (fp, + 10)/°
1 fBo
3 5o+ 10

COVy,, . (2.3.25)

U konkretnom primjeru armiranobetonske plo¢e, npr. za MB 30, pri ¢emu je propi-
som definirana vrijednost modula elasticnosti uzeta kao ocekivanje vrijednosti modula
elasticnosti, Fy ~ 3,16 - 10" kN/ m’ = 31,6 GPa, uz koeficijent varijacije tlacne ¢vrstoce
betona COVy, = 0,05, koeficijent varijacije modula elasti¢nosti betona MB 30 iznosi
COVEg = 0,0125. Vrijednost za koeficijent varijacije tlacne ¢vrstoce realna je vrijed-
nost proracunata na temelju analize uzimanja uzoraka betonskih kocki na pojedinim
gradilistima.

Proracunate vrijednosti pokazuju na stvarnim primjerima da je koeficijent varijacije
modula elasti¢nosti unutar jedne realizacije ploce manji od 3%. Na primjeru se takoder
jasno vidi kvaliteta aproksimacije parametara za karakterizaciju varijabilnosti modula
elasti¢nosti pomoc¢u funkcija parametara varijabilnosti ¢vrstoée prema izrazima (2.3.22),
(2.3.24) 1 (2.3.25). Zbog odbacivanja negativnog clana u Taylorovom redu (negativna
vrijednost druge derivacije funkcije modula elasti¢nosti u ovisnosti o tlaénoj ¢vrstoéi),
proracunate vrijednosti varijance i koeficijenta varijacije modula elasticnosti preko izraza
(2.3.24) i (2.3.25) su nesto veée od stvarnih vrijednosti.

Za celicne ploce, uz otekivanje modula elasti¢nosti Ey = 2,1 - 108 kN/ m2, koeficijent
varijacije prema [?] iznosi 0,04 odnosno varijanca .. = 8,4 - 10° kN/m®. Podaci o
neizvjesnosti svojstava celicnih elemenata konstrukcije, prvenstveno u brodogradnji, mogu
se naé¢i u radu [7].
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2.4. Varijabilnost geometrijskih karakteristika elemenata kon-
strukcije

2.4.1. Varijabilnost debljine ploce

Zbog moguce nesavrsenosti u izvedbi, pogotovo zbog neravnina na oplati pri izvedbi
armiranobetonskih ploca, debljina izvedene ploce u stvarnom sluc¢aju nije uvijek kon-
stantna veli¢ina duz ploce. Za debljinu ploce pretpostavljamo da je homogeno dvodimen-
zionalno sluc¢ajno polje na podrucju 2

H(z,y) = Ho[l+ h(z,y)] (2.4.26)

pri ¢emu je Hy ocekivana vrijednost debljine ploce, a h(x,y) homogeno dvodimenzionalno
slucajno polje na podrucju Q s oc¢ekivanjem jednakim nuli (E [h(z,y)] = 0), varijancom
o2, 1 ograniceno sa

—1+ph§h($,y)§1—ph,0<ph<1 (2427)

kako bismo u daljnjoj analizi izbjegli, u stvarnom stanju nemoguce, negativne vrijednosti
debljine plo¢e. Debljina ploce u izrazu za krutost ploce na savijanje dolazi na treéu
potenciju. Tada o¢ito slijedi da je i velicina H>(x,y) homogeno dvodimenzionalno slu¢ajno
polje na podrucju §2 i vrijedi

H(xz,y) = H{[1+h(z,y))
= H} [1 + 3h(z,y) + 3R*(z,y) + h3(x,y)}
Hy[1+g(x,y)] (2.4.28)

pri ¢emu je g(x,y) homogeno dvodimenzionalno sluc¢ajno polje na podrué¢ju €2 definirano
sa

g(z,y) = 3h(z,y) + 3h*(x,y) + h*(2,y) . (2.4.29)

Parametri koji karakteriziraju varijabilnost slu¢ajnog polja g(x,y) su ocekivanje i vari-
janca, te iznose

Elg(z,y) = 0 , (2.4.30)
Var[g(z,y)] = Var[3h(z,y) + 3h*(z,y) + h*(z,y)] . (2.4.31)

Varijancu slu¢ajnog polja g(z, y) zelimo za daljnju analizu izraziti preko varijance slu¢ajnog
polja h(z,y), opn. Varijancu linearne kombinacije potencija slu¢ajnog polja h(z, y) mozemo
raspisati prema definiciji varijance Sto povlac¢i novi raspisani oblik izraza za varijancu
slucajnog polja g(z,y)

Var[g] = Var[3h + 3h* + h%
= 9Var[h] + 9Var [h*] + Var [r’]
+18Cov (h, k%) + 6Cov(h, h*) 4+ 6Cov(R?, h?) . (2.4.32)

U dobivenom izrazu za varijancu slucajnog polja g(z,y) potrebno je izraziti dobivene
¢lanove, varijance i kovarijance potencija slu¢ajnog polja h(z,y). Prema definiciji var-
ijance i kovarijance i uz prethodno zadane vrijednosti za ocekivanje i varijancu polja
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h(z,y), E[h] = 0 i Var[h] = 03,, slijede izrazi za potrebne ¢lanove u izrazu za varijancu
slucajnog polja g(z,y)

Var [n*] = E[r'] —E[r’] E[h?]
= EhY] —op, (2.4.33)

Var [*] = E[r°] —E[r’]| E[h%]
= E[] | (2.4.34)

Cov (h,h*) = E[h’] —E[h]E [h’]
= E[n] | (2.4.35)

Cov (h,h*) = E[h'] —E[hE [h’]
= E[n'] (2.4.36)

Cov (h*,h*) = E[r°] —E[r’]E[h?]
= E[W] - E[R’] . (2.4.37)

Za proracun dobivenih ¢lanova u prethodnim izrazima, ocekivanja potencija funkcije
h, potrebnih funkcije h* pri ¢emu je k € {3,4,5,6}, potrebno je pripadne funkcije h*
aproksimirati Taylorovim redom oko tocke a blizu 0 uz odbacivanje zadnjeg ¢lana u Tay-
lorovom razvoju. Takav pristup dovodi do sljede¢ih aproksimacija za potrebne funkcije

* = @ +3ad*(r —a) + 3a(r — a)?

a® — 3a’x + 3azx® | (2.4.38)
' = a'+4d*(z — a) + 6a*(x — a)* + da(z — a)®

—a* + 4a*z — 6a*2* + daz® | (2.4.39)
° = a® +5a*(r —a) +10a3(z — a)? + 10a*(z — a)® + 5a(z — a)?

a® — 5a*z + 10a*z? — 10a*z® + 5az* | (2.4.40)
2° = a®+6a°(x —a) + 15a*(x — a)® + 20a*(z — a)® + 15a*(z — a)* + 5a(zx — a)®

a’r — 5a*x® + 10a*2® — 10a*z* 4 5az® . (2.4.41)

S obzirom na ¢injenicu da je ocekivanje funkcija h* jednako nuli, za tocku oko koje
aproksimiramo funkciju Taylorovim polinomom potrebno je izabrati neku tocku blizu
nuli koja predstavlja tocku iz podruc¢ja unutar koeg se ockuju realne vrijednosti slucajnog
polja. Za takvu, sto kvalitetniju aproksimaciju potrebnih varijanci i kovarijanci, odabrana
je totka a = o7,. Aproksimacije potrebnih ocekivanja proizlaze uvrstavanjem odabrane
tocke u prethodne izraze, uz zadane vrijednosti E[h] = 0 i E [h?] = 07, te zanemarivanje
potencija vedih od 08, = (02,)°, mogu se izraziti u obliku

E[W’] = op, +30m, (2.4.42)
E [hﬂ = —azh — 602h + 40}2lh (agh + BUﬁh)

= 30, + 608, ~60%, | (2.4.43)
E [hﬂ = a,ll(,)Z + 100,% — 100;‘;h (a,‘ih + 30;41,1) + 50,2m (30,% + 602h)

= 600 + 1008, ~0 (2.4.44)

E[h°] = 1004, + 1503, ~0 . (2.4.45)
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Uvrstavanjem provedenih proracuna, potrebna varijanca polja g(z,y) = h3(z,y), 0’39 glasi

Var [g] = 029 = 90,21,1 +9 (602h — afgh) - (aﬁh + 30}%)2
+18 (0, + 303,) + 6 - 603y, — 607, (s + 3073,)
= 907, + 5dot, — 9oy, + 1808, + bdat, + 3607, — 1805,
= 902, + 4507, + 9000, . (2.4.46)
Proracunatu varijabilnost polja ¢ kao funkcija varijabilnosti debljine plo¢e h mozemo

prikazati i graficki, 2.4.1.

[
Ogg

0.3

| | .
0.01 01 hh

Slika 2.4.1: Varijabilnost polja g kao funkcija varijabilnosti debljine ploce (o)

2.4.2. Varijabilnost visine poprecnog presjeka grede

Zbog moguce nesavrsenosti u izvedbi visina poprecnog presjeka grede nije uvijek kon-
stantna velicina duz grede. Za visinu popre¢nog presjeka grede pretpostavljamo da je
homogeno jednodimenzionalno sluéajno polje na podrucju Q = [0, L],

H(z) = Hy[1+ h(z)] | (2.4.47)

pri ¢emu je Hy ocekivana vrijednost visine poprec¢nog presjeka grede, a h(zr) homogeno
jednodimenzionalno slu¢ajno polje na podrucju €2 s oéekivanjem jednakim nuli (E [h(z)] =
0), varijancom o3, i ograniceno sa

—1+pp<h(x)<1—p,,0<pp<1 (2.4.48)

kako bismo u daljnjoj analizi izbjegli, u stvarnom stanju nemoguce, negativne vrijednosti
visine poprec¢nog presjeka grede. Visina poprecnog presjeka grede u izrazu za krutost
grede na savijanje (moment inercije) dolazi na treéu potenciju. Tada ocito slijedi da je i
veli¢ina H?3(x) homogeno jednodimenzionalno slu¢ajno polje na podrucju © i vrijedi

H(z) = HF[1+h(a)
H{ [1+ 3h(z) 4 3h*(z) + h*(z)]
= Hj[l+g(z)] (2.4.49)

pri ¢emu je g(x) homogeno jednodimenzionalno slu¢ajno polje na podrucju € definirano
sa

g(x) = 3h(z) + 3h*(z) + R3(x) . (2.4.50)
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Parametri koji karakteriziraju varijabilnost sluc¢ajnog polja g(x,y) su oc¢ekivanje i vari-
janca, te iznose

Elg(z,y) = 0 , (2.4.51)
Var[g(z,y)] = Var[3h(z,y) + 3h*(z,y) + h*(z,y)]
~ 907, + 450, + 9007, . (2.4.52)

2.5. Varijabilnost krutosti ploce

Krutost ploce na savijanje, definirana kao faktorizirani produkt homogenih dvodimen-
zionalnih sluc¢ajnih polja, modula elasti¢nosti i tre¢e potencije debljine ploce,

E(x,y)H*(r,y)

D(x,y) = 20— 17) (2.5.53)
homogeno je dvodimenzionalno slucajno polje koje mozemo prikazati kao
D(z,y) = Dol +r(z,y)]
— e e 1+ (o)
= Dol +e(z,y) +9(x,y) +elr,y)g(z,y)] (2.5.54)

pri ¢emu je dvodimenzionalno homogeno slucajno polje r(z,y) koje karakterizira varija-
bilnost krutosti ploc¢e na savijanje definirano sa

r(z,y) = e(z,y) + g(z,y) +e(z,y)9(z,y) . (2.5.55)

Bitna realna pretpostavka je da su polja e(z,y) i g(z,y) koja karakteriziraju neizvjesnost
fizikalnih i geometrijskih karakteristika, u potpunosti nekorelirana, Sto znaci da su varija-
bilnost fizikalnih i geometrijskih potpuno medusobno neovisne. Ocekivanje polja r(z,y)
o¢ito prema definiciji iznosi 0, E[r(x,y)] = 0, a varijanca

O = 0o+ 0o+ 0002, (2.5.56)
Veli¢inu varijabilnosti polja r(z, y) mozemo proracunati u konkretnim sluc¢ajevima odnosa
varijanci fizikalnih i geometrijskih karakteristika, o 1 044, Sto je i graficki prikazano na
2.5.2.

Prema podacima za karakterizaciju neizvjesnosti ¢elicnih ploc¢a, [?], mogu se na temelju
ovih izraza proracunati parametri neizvjesnosti krutosti ploce na savijanje. Za prosjecnu
vrijednost koeficijenata varijacije modula elasti¢nosti i debljine ploce izrazena je velic¢ina
0,02. Za ekstremne vrijednosti navedenih koeficijenata varijacije izrazene su velic¢ine 0,06
za modul elasticnosti i 0,04 za debljinu ploce. Proracunate vrijednosti za koeficijent
varijacije iznose 0,0633 za srednju vrijednost i 0,135 za ekstremnu vrijednost. O¢ito je
znacajno povecanje konacnog koeficijenta u odnosu na svaki pojedini, Sto treba uzeti
u obzir pri definiranju buduéih razdioba otpornosti konstrukcije u analizi pouzdanosti i
proracunu indeksa i koeficijenata sigurnosti.
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Oy
0.65 — Ohh = 20¢e
Ohh = Oee
0.3 -

Ohh — 0.50'56

| | OTee
0.01 0.1

Slika 2.5.2: Varijabilnost krutosti ploce kao funkcija varijabilnosti modula elasti¢nosti
(0ee) 1 varijabilnosti polja g (o44)

2.6. Varijabilnost krutosti grede

Krutost grede na savijanje, definirana kao faktorizirani produkt homogenih jednodi-
menzionalnih sluc¢ajnih polja, modula elasti¢nosti i tre¢e potencije visine poprec¢nog pres-
jeka grede

E(x)B(x)H?(x)

D(z) = 5 (2.6.57)

homogeno je jednodimenzionalno slucajno polje koje mozemo prikazati kao

D) = Dol +r(x)
PR 1t e [+ gl

= Do[l+e(x)+g(x) +e(x)g(x)] (2.6.58)

pri ¢emu je jednodimenzionalno homogeno slu¢ajno polje r(z) koje karakterizira varija-
bilnost krutosti grede na savijanje definirano sa

r(z) =e(x) + g(z) + e(z)g(x) . (2.6.59)

Bitna realna pretpostavka je da su polja e(z) i g(z) koja karakteriziraju neizvjesnost
fizikalnih i geometrijskih karakteristika, u potpunosti nekorelirana, sto znac¢i da su vari-
jabilnost fizikalnih i geometrijskih potpuno medusobno neovisne. Ocekivanje polja r(x)
o¢ito prema definiciji iznosi 0, E[r(z)] = 0, a varijanca

Or = Oty Oy + 020y (2.6.60)

T ee” gg
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2.7. Utjecaj neizvjesnosti geometrijskih karakteristika na neizv-
jesnost vlastite tezine konstrukcije

2.7.1. Analiza opterecenja ploce

Standardno propisano opterec¢enje ploce, ¢, sastoji se od stalnog opterecenja, g i ko-
risnog opterecenja, p. Stalno opterecenje predstavlja zbroj tezina svih slojeva podne kon-
strukcije i podgleda ploce, Ag, i vlastite tezine ploce, vt. Korisno je opterecenje propisama
eksplicitno definirano ovisno o namjeni prostora. Vlastita tezina plo¢e umnozak je debljine
ploce, H, i gustoCe gradiva ploce, v. Opceniti izraz za opterecenje glasi

q = g+p
= (vt+ Ag)+p
= (v-H+Ag)+p . (2.7.61)

2.7.2. Neizvjesnost vlastite tezine ploce

S obzirom da je osnovna pretpostavka analize deterministicko opterecenje, a debljina
ploce je definirana kao slucajno polje, slijedi da je i opterecenje u tom slucaju slucajno
polje uslijed neizvjesnosti vrijednosti debljine ploce. Za sve ostale clanove u izrazu za
opterec¢enje, osim debljine ploce, pretpostavlja se i dalje da su deterministicke vrijednosti.
Neizvjesnost optere¢enja se sada mozemo izraziti kao funkciju neizvjesnosti debljine ploce.
Opterecenje mozemo definirati kao sluc¢ajno polje, uz (2.4.26),

q(z,y) = (v -H(z,y)+Ag)+p
= yH(z,y) +Ag+p
= YHy(1+h(z,y)) + Ag+p
= (yHo+ Ag+p) +~vHoh(z,y)
= qo +vHoh(z,y)
= ©(1+q(=y) (2.7.62)

pri ¢emu je g(z,y) dvodimenzionalno homogeno sluc¢ajno polje definirano

g(x,y) = %h(m,y} . (2.7.63)

Prema takvoj definiciji, o¢ito slijedi da je o¢ekivanje novog polja jednako nuli,E [g(z, y)] =
0, a varijanca

7\ 2
Var|q] = <%) Oy =00y - (2.7.64)
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Neizvjesnost ukupnog opterecenja g sada mozemo biti karakterizirano pripadnim o¢ekivanjem,
varijancom i koeficijentom varijacije

Elg] = @ , (2.7.65)

2
vH,
Var[g] = g (—O> Ohn
4o

= (’YH(J)QUIQm
Gos, (2.7.66)

H
CoVlg = %Uhh

= 04 - (2.7.67)

S obzirom da prema definiciji izraza za pojedine dijelove optere¢enja uvijek vrijedi
relacija yHy < qo, koeficijent varijacije opterecenja bit ¢e manji ili jednak koeficijentu
varijacije debljine ploce. U konkretnom primjeru armiranobetonske ploce debljine 16 cm,
uz Ag=2,5 kN/m2 ip=1>5 kN/mQ, slijedi

25.0-0,16

CoVg = el
oVld] 25.0-0,16+2.5+1,5
= 0,50’hh . (2768)

hh

U slucaju celicne ploce debljine 4 cm, uz Ag = 0,36 kN/m” i p = 4,0 kN/m?, slijedi

78,5 - 0,04

g

78,5-0,04 40,36 44,0
3,14

= ﬁghh ~ 0, 420hh . (2769)

CoV [q] = hh

2.7.3. Neizvjesnost vlastite tezine grede

Visina poprecnog presjeka grede definirana je kao slu¢ajno polje, slijedi da je i opterecenje
u tom slucaju slucajno polje uslijed neizvjesnosti vrijednosti visine poprecnog presjeka
grede. Za sve ostale clanove u izrazu za opterecenje pretpostavlja se a su deterministicke
vrijednosti. Neizvjesnost optereéenja se sada mozemo izraziti kao funkciju neizvjesnosti
visine poprecnog presjeka grede. Opterecenje mozemo definirati kao slucajno polje, uz
(2.4.26),

q(x) = (v -H(z,)+Ag)+p
= YH(z)+Ag+p
= YHo(1+h(z))+Ag+p
= (vHo+ Ag+p) +vHoh(z)
qo + ’)/Hoh(x)
o (1+7q(x)) (2.7.70)

pri ¢emu je g(z) jednodimenzionalno homogeno slucajno polje definirano

g(x) = % () . (2.7.71)
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Prema takvoj definiciji, ocito slijedi da je ocekivanje novog polja jednako nuli,E [(z)] = 0,
a varijanca
Ho\’
Var|q] = <L) Oy = 0oy - (2.7.72)
do

Neizvjesnost ukupnog opterecenja ¢ sada mozemo biti karakterizirano pripadnim oc¢ekivanjem,
varijancom i koeficijentom varijacije

Elg] = ¢ , (2.7.73)
7\ 2
Var[q] = qg (M) U,?Lh
4o
= (VHO)QUZ}L
- qgo'gq 7 (2.7.74)
H,
COV[(I] = uahh
qo

= 04 - (2.7.75)
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3. Formulacija sustava za rjeSavanje zadace stohasticke
analize metodom konac¢nih elemenata

3.1. Stohasticka jednadzba sustava

Stohasticka analiza jednadzbe ploce svedena je metodom konaé¢nih elemenata na rjesavanje
sustava jednadzbi
Kw =q, (3.1.1)

pri ¢emu je matrica krutosti K stohasticka matrica krutosti. Takvu stohasticku ma-
tricu krutosti mozemo prikazati kao zbroj deterministickog dijela matrice krutosti Kg i
stohastickog dijela matrice krutosti AK,

K=K, +AK . (3.1.2)

Prema prethodnim definicijama varijabilnosti ulaznih parametara konstrukcije (fizikalnih
i geometrijskih svojstava) slijedi da je ocekivanje stohastickog dijela matrice krutosti jed-
nako nuli, E[AK] = 0. Vektor sila q, utjecaj opterec¢enja, u prorac¢un uzimamo kao de-
terministicki vektor sila. Pojava stohasticke matrice krutosti u jednadzbi sustava povlaci
da je i rjeSenje sustava, vektor odziva konstrukcije, vektor nepoznatih pomaka w sto-
hasticki vektor koji mozemo zapisati kao zbroj deterministickog vektora pomaka (wyq) i
stohastickog dijela vektora pomaka (Aw), u istom smislu kao i pripadni zapis stohasticke
matrice krutosti,

w=wy+Aw . (3.1.3)

Prvi ¢lan u takvom zapisu vektora odziva konstrukcije, wg, deterministicki je ¢lan vek-
tora odziva konstrukcije wo = K;'q, rjeSenje deterministicke zadaée odredivanja odziva
konstrukcije (Kowo = q). Jednadzba zadace sustava uz raspisani izraz za stohasticku
matricu krutosti sada glasi

Ko+ AK)w=q . (3.1.4)

Stohasticku matricu krutosti mozemo prikazati u sljede¢em obliku pogodnijem za daljnju
analizu

K = K;+AK
Ko (I+K;'AK) . (3.1.5)

Tako prikazana stohasticka matrica krutosti povlac¢i op¢i izraz za stohasticki vektor odziva
konstrukcije
w = Klq
= [Ko(I+K;'AK)] 'q
- (I+K,'AK)'K;'q
= [T-K;'AK + (K;'AK)® — .. } K;'q

(—)" (K;'AK)" | Kj'q

[
WE

3
Il
=)

(—-1)" (Kg'AK)" | wo . (3.1.6)

[
WE

3
Il
=)
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Uslijed ¢injenice da je realna vrijednost varijance ulaznih parametara (fizikalnih i ge-
ometrijskih karakteristika podruéja) relativno mala vrijednost (u stvarnom slucaju o? <
0,01), mozemo uzeti u obzir samo prva dva ¢lana, (n = 0, 1), u raspisu za vektor odziva
konstrukcije sto daje pojednostavljeni priblizni izraz za stohasticki vektor odziva kon-
strukcije

w=(I-K;'AK)w, . (3.1.7)

Stohasticki dio vektora odziva konstrukcije prikazan je sada kao funkcija stohasticke ma-
trice krutosti AK, deterministicke matrice krutosti Ky i deterministickog vektora odziva

konstrukcije wg u obliku
Aw = —K;'AKw, . (3.1.8)

3.2. Karakterizacija stohastickog vektora odziva konstrukcije

Neizvjesnost proracunatih vrijednosti vektora odziva konstrukcije izrazit ¢emo ocekivanjem,
varijancom i koeficijentom varijacije. Ocekivanje stohastickog vektora odziva konstruk-
cije, w, tada je zbog ¢injenice da je oc¢ekivanje stohastickog dijela matrice krutosti sustava
jednako nuli, jednako rjesenju deterministickog sustava jednadzbi

E[w]=wy. (3.2.9)

Kovarijanéna matrica stohastickog vektora odziva konstrukcije slijedi prema izrazu za
definiciju kovarijan¢ne matrice i glasi

Cov|w,w] = E (W —E[w])(w-E [W])T]

= E (w —wy) (W — WO)T:|

— E|K;'AKw, (KglAKWO)T}

= E[K;'AKwowy AK'K; "]
= BE[K;'AKW,AKK;"'] , (3.2.10)

koriste¢i se ¢injenicom da su matrice AK i K;* simetriéne, dok je matrica Wy defini-
rana kao produkt rjesenja deterministickog sustava jednadzbi (o¢ekivanja) vektora odziva
konstrukcije, Wy = wow{ , takoder simetri¢na matrica.

Kovarijancna matrica vektora odziva konstrukcije Cov [w, w] = [Cy], ;,_, 5 matrica
je dimenzije N x N, gdje je N broj stupnjeva slobode proracunskog modela konstrukcije.
Dijagonala kovarijancne matrice varijanca je vektora odziva konstrukcije

Var[w| = diag (Cov [w, w]) ¢; . (3.2.11)

Ako promatramo pomak w; u smjeru konkretnog stupnja slobode 7, varijanca tog pomaka,
1-ti ¢lan vektora varijance odziva konstrukcije, ¢-ti je dijagonalni ¢lan kovarijanéne matrice

Var [w;] = Cj; . (3.2.12)

Koeficijent varijacije odziva konstrukcije u smjeru navedenog konkretnog stupnja slobode
dobivamo na temelju izraza
Vi

CoV,, = , (3.2.13)

Wo;

gdje je wy; ocekivanje (rjesenje deterministicke zadac¢e) pomaka w;.
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4. Proracun stohasticke matrice krutosti

4.1. Stohasticka elementarna matrica krutosti grednog konac¢nog
elementa

Proracun metodom konacnih elemenata zahtjeva proracun elementarnih matrica kru-

tosti ¢ijim ¢e uklapanjem biti formirana globalna matrica krutosti. Elementarna matrica
krutosti za rjesavanje zadace savijanja ploce dana je izrazom

K© _ /(B(e))TD(e)B(e)dx (4.1.1)
(©)

gdje je D) matrica krutosti konstrukcije

E(e) ple) 0
(e) —
D — [ O E(e)[(e) . (4.1.2)
Krutost je slucajno polje
D — D(()e) [1 + T(e)(l’)] ’ (4.1.3)

pa je prema tome i elementarna matrica krutosti K® stohasticka matrica koja moze biti
prikazana u obliku zbroja deterministickog i stohastickog dijela

K© = K + AK®© (4.1.4)

Matrica K(()e) deterministicka je elementarna matrica krutosti dobivena uvrstavanjem vri-

jednosti ocekivanja krutosti Dée) u izraz za proracun elementarne matrice krutosti prema
opisu kod prikaza deterministickog proracuna. Takva matrica u potpunosti je jednaka
elementarnoj matrici krutosti sustava pri deterministickom proracunu konstrukcije. Sto-
hasticki dio elementarne matrice krutosti, AK(), uklju¢uje neizvjesnost fizikalnih i ge-
ometrijskih karakteristika elemenata konstrukcije.

4.2. Metoda tezinskih integrala (weighted integral method)

Uvrstavanjem izraza za stohasticku matricu krutosti u izraz za elementarnu matricu
krutosti, slijedi stohasticka elementarna matrica krutosti u obliku

BTI
KO =K+ X\ 7AKY (4.2.5)
k=1

gdje je BTI broj tezinskih integrala X ]ge) u izrazu, a taj broj ovisi o izboru kona¢nog ele-
menta. Za numericki prorac¢un odabran je gredni kubi¢ni konacni element sa 6 stupnjeva
slobode (u, w, ¢ u svakom ¢voru)

Promatramo izdvojeni ravninski stap (kona¢ni element) {ij} = (e) duljine L) sa 6
stupnjeva slobode. Vektor pomaka krajeva Stapa mozemo standardno izraziti kao

w = [Wai—2 Wai—1 W3; Waj—2 W31 w3j]T> (4.2.6)

gdje su pomaci svakog ¢vora iskazani redom, pomak u smjeru osi Stapa, pomak okomito
na os Stapa i kut zaokreta Stapa u ¢voru.
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Slika 1. Stapni konacni element {ij} = (e) duljine L) s pripadnim pomacima u évorovima

Matrica funkcija oblika ravninskog Stapa (prema standardnoj formulaciji metode konaénih

elemenata) je

N(?) N(?)
N(e) — 3i—2 (Oe) 0 3(2)72 0 ((1) @l (427>
0 N3, Ny 0 Nz, Ng;
gdje su
. x
N, = 1- e (4.2.8)
32 223
N =12 4.2.9
3i—1 L(e)Q + L(e)3 ( )
222 23
N3, = x— m + W (4210)
. x
N, = T (4.2.11)
32 223
NO = 2 4.2.12
. L% L3 ( )
x? 3
N3j = —m + W (4.2.13)
(4.2.14)
Derivacije funkcija oblika potrebne u daljnoj analizi su
_B(?) B(e
B(e) - 3i=2 (2) (7) O 0 (e) (4215)
L 0 B3i71 31 0 B3j 1 B3]
- GQNSE:)—l 82N({i) aQNééll 82N:§ef) ; ( 216)
L 0 Ox? Bz%Z 8:1:% 8:1:2]
gdje su
. 1
By, = 1@ (4.2.17)
6 122
BY, = — 4.2.18
3i—1 L(5)2 L(e) ( )
(e) _i 6x
B3i - L(e) L(e)2 (4219)
. 1
By, = 7C) (4.2.20)
6x 122
BY), = 4221
-t L©? @3 ( )
@ _ _ 2 6o
By = 7@ + 107 (4.2.22)
(4.2.23)
Nakon provedene integracije proizlazi izraz za elementarnu matricu krutosti
K© = K{ + X7 AKY + X{AK + XJIAK, (4.2.24)
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gdje je K(()e) deterministicki, a Xée)AKée) + Xfe)AK(le) + Xée)Ang) stohasticki dio ele-
mentarne matrice krutosti, uz

B (e) (e) -
om0 0 —iom O 0
0 % ()2 0 _L<1e2>3 B (2)2
0 __6 4 0 6 i
K(()@) — E(()e)](e) © L(e? L) “ L(© L ’
- L(l:)[(e) 0 0 L<€)1(e> 0 0
0 12 6 0 12 6
L(e)3 Le? L(66>3 L<Z)2
| 0 T I® 0 or 1@
(4.2.25)
[ o) p(e)? Fe) [(e)2 T
J(e) 0 0 - 7 0 0
0 36 —24L€) 0 —-36 —12L
© E 1 0 —24L)  16LE)* 0 24L()  8LE?
AKy' = Le? Fle)()? FL)? ’
I 0 0 T(© 0 0
0 —36 24 L,(¢) 0 36 12L)
0 —12L)  §L©? 0 120 4L
(4.2.26)
0 0 0 0 0 0 |
0 —144 84L© 0 144 601
. EV1@ |0 8ar© —48L@% o —84L0O) _36L©°
AK&’ _ 2(6)5 0 0 0 0 0 0 , (4.2.27)
0 144 —84L© (0 —144 —60L®
0 60L©@ —36L€° 0 —60LC)  —24 |
[0 0 0 0 0 0
0 144 —720©® 0 —144 —72L)
(©) r(e) _7o7(e) (e)? (e) (e)?
© _ EJ19 |0 —720  36L 0 72L©  36L
AKY = o o 0 0 o 0 0 , (4.2.28)
0 —144 720© 0 144 T72L©7
0 —7200) 36L)% 0 720 36LO7
(e)
X(()e) = /g(e)(x)dx, (4.2.29)
0
(e)
x© = /xg(e)(x)dx, (4.2.30)
0
I(e)
XQ(E) = /ng(e)(x)d:r. (4.2.31)
0

Stohasticke matrice krutosti izvodimo preko podintegralnih matrica, pripadnih poli-
noma, prema izvodu matrice krutosti u deterministickom slucaju. Globalnu stohasticku
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matricu krutosti dobivamo uklapanjem elementarnih stohastickih matrica krutosti

N(e)
K=> KO (4.2.32)
=1

gdje je N© broj konacnih elemenata, a K(© prosirena elementarna stohasti¢ka matrica
krutosti.

4.3. Funkcija varijabilnosti odziva konstrukcije (variability re-
sponse function) za grede

Vektor odziva konstrukcije, vektor nepoznatih pomaka w mozemo aproksimirati razvo-
jem u Taylorov red oko vrijednosti ocekivanja tezinskih integrala i uzimanjem u obzir samo
linearnog ¢lana u Taylorovom redu

(e &
= wy— Y Y Kj'AKwoX, (4.3.33)
(e &

gdje su izrazi [aw/aXﬁ] i [8K/8X,ge)} vrijednosti izracunate u tocki ocekivanja
E E

tezinskih integrala X,Ee), sumacija po (e) ide po svim konaénim elementima, (e) = 1,..., N,
pri ¢emu je N ukupan broj konacénih elemenata, druga sumacija je po svim tezinskim
integralima (za gredu k = 0,1,2), a wy rjeSenje deterministickog sluc¢aja. Uzimanje u
obzir kvadratnog clana, u daljnjoj analizi bismo dobili ¢lanove sa cetverostrukom sumaci-
jom po 3 slucajne varijable, po svakom kona¢nom elementu. S inzenjerskog aspekta, nema
smisla neznatno poboljsanje rjeSenja uz znatno gomilanje broja racunskih operacija.

Koristeci se aproksimacijom prvog reda oko vrijednosti oc¢ekivanja tezinskih integrala
, aproksimacija prvog reda kovarijancne matrice vektora odziva konstrukcije w slijedi u
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obliku
Coviw,w] = E[(w—wo)(w—wp)]
N n(e)
_ Z Z ZZK TAK W, (AK ) (K;Y)"'B [x,f)x}ﬁ]

()=
(4.3.34)

pri ¢emu su nepoznate jedino vrijednosti ocekivanja produkta tezinskih integrala E [X (e)X f )] ,

a matrica Wy definirana je kao i prije Wy = wow, . Nepoznata vrijednost ocekivanja pro-
dukta tezinskih integrala u izrazu (4.3.34) moze biti prikazana prema definiciji tezinskih
integrala kao

L J16))
E[X,(Ce)Xl(f)] - E /xfg(e) (we) d, /xfg(f)( f)
0 0
e ()

_ //xkxfE (22) g7 (7)) diediry

(4.3.35)

Pod pretpostavkom da su svi konac¢ni elementi karakterizirani istim stohastickim pol-
jem g(x), prethodno ocekivanje produkta tezinskih integrala, (4.3.35), mozemo izraziti u
jednostavnijem obliku

E [g (xe> g (If)] = Rgg (Axfe +xp— CCe) ) (4336)

gdje je R,, (&) autokorelacijska funkcija slu¢ajnog polja g(§), a veli¢ina Az, definirana je
kao udaljenosti pocetnih évorova kona¢nih elemenata (e) i (f)

Azso =P — 29 (4.3.37)

Uzevsi u obzir Wiener-Khintchinovu transformaciju,prema [?], izmedu autokorelacijske
funkcije i funkcije spektralne gustoce Sy,(k), potrebno ocekivanje produkta tezinskih in-
tegrala, (4.3.35), mozemo pisati u obliku

L L
E [Xée)Xl(f /Sgg ¢(rdese) /mﬁeime / ahe™ " dzedaydr . (4.3.38)
0 0

Varijanca vektora odziva konstrukcije w sada slijedi u obliku

Var[w| = / Syr(kz)VRFwi(k)dE | (4.3.39)
gdje je vektor VRFw aproksimacija prvog reda funkcije varijabilnosti odziva konstrukcije
metodom tezinskih integrala (weighted integrals)

VRFyi (ks Z SO diag (Kq'AK wo ) K; ' AK(

© () k 1
: [(kae)(}'[l(f) + 51 SIlf)> cos (Ax k)

— (ster? — crfsi? ) sin (Axgen)| | (4.3.40)
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L(9)
cr? = /xkcos (kxy) dx (4.3.41)
k - g g g o
0
L(9)
SIY = /a:];sin(m:g)d:vg. (4.3.42)

0

4.4. Metoda lokalnog uprosjecenja (local average method)

Kao alternativni prikaz stohasticke matrice krutosti u smislu smanjenja broja nepoz-
natih sluc¢ajnih varijabli po konacnom elementu, mozemo za daljnju analizu uzeti metodu
lokalnog uprosjecenja. Matricu krutosti grednog konacénog elementa za svaki konacni
element mozemo prikazati kao

D =Dy [1+al] (4.4.43)
gdje slucajnu varijablu aée) zovemo lokalni prosjek slu¢ajnog polja ¢'®(x) na kona&nom
elementu (e), a definiramo kao

(e)
1
ozée) = / g9 (x)dx . (4.4.44)

Stohasticka elementarna matrica krutosti je sada oblika
K© =K{ [1+a9] | (4.4.45)
odnosno stohasticki dio matrice krutosti glasi

AK® = al9K{) (4.4.46)

pri cemu imamo samo jednu nepoznatu slucajnu varijablu, tezinski integral X ée) po svakom

kona¢nom elementu (e).
Na temelju istog pristupa kao kod metode tezinskih integrala, vektor varijance odziva
konstrukcije mozemo prikazati kao

Var[w| = / Sge(k)VRFLA(K)dR (4.4.47)
gdje je vektor VRF 5 aproksimacija prvog reda funkcije varijabilnosti odziva konstrukcije
metodom lokalnog uprosjecenja (local average)

VRFia(k) = 33 diag (Kglng>w0> K 'K 'w,
(e) ()
: [(C[ée)CIO(f) - Slée)SIéf)) cos (Ax k)

- (Slée)C’]éf) — C’](()e)S]éf)) sin(Axfem)] :
(4.4.48)

Vektor varijance odziva definiran je sada uz znacajno smanjenje broja racunskih operacija
u smislu davanja postupka primijenjivog s inzenjerskog aspekta, to jest dobivanja rjesennja
neznatno slabije kvalitete uz bitno kraéi i jednsotavniji tijek proracuna.
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4.5. Gornja granica koeficijenta varijacije

Promatramo li odziv kontrukcije u smjeru konkretnog stupnja slobode w; i pripadnu
komponentu funkcije varijabilnosti odziva konstrukcije VRF; (k). Varijanca tog pomaka
ogranicena je velicinom VRF;(x*)

Var[w;] < o7 VRF;(k}) | (4.5.49)

gdje je k} tocka u podrucju domene valnih brojeva u kojoj funkcija varijabilnosti odziva
konstrukcije VRF;(k) poprima maksimalnu vrijednost. Posebno je bitna ¢injenica da
gornja granica ne ovisi o funkciji spektralne gustoce i u tom smislu neovisna je o distribuciji
spektra slucajnosti ulaznih parametara. Na isti nacin slijedi i koeficijent varijacije progiba
u smjeru konkretnog stupnja slobode kao

oV, = 0gy Y RLE (4.5.50)

Wo;

4.6. Funkcija varijabilnosti odziva konstrukcije za ploce

Postupak provodimo jednako kao i za grede, ali u dvije dimenzije, u smjeru x i u
smjeru y. UvrStavanjem izraza za stohasticku matricu krutosti ploce na savijanje u izraz
za elementarnu matricu krutosti, slijedi stohasticka elementarna matrica krutosti u obliku

BTI
K© =K\ + Y X\7AKY | (4.6.51)
k=1

gdje je BTI broj tezinskih integrala X ,56) u izrazu, a taj broj ovisi o izboru konacnog
elementa. Za numericki proracun odabran je pravokutni hermitski bikubi¢ni konac¢ni
element sa 16 stupnjeva slobode (w, w,, wy, Wy, u svakom ¢voru) kao standardni konaéni
element za prora¢un ploca metodom konacnih elemenata. Takav odabrani konacni element
u raspisu za podintegralnu matricu krutosti ima u opéem slucaju 37 clanova sto povlaci 37
tezinskih integrala (BTI = 37) po svakom konacnom elementu. Stohasticka elementarna
matrica krutosti K¢ iskazana je tada kao
K© = K+ X5 AKS + X AKS + X5 AKS) + X5 AKS)

X AKY + X ARG + X AKS + XSPAKY) + XG5 AKY

+XEAKE + XOAKS) + XOAKE + X AKS) + X9 AK

L XGAKS + XDAKL + XOAKY 1 XIDAKY 1 XEAKY

FXAKE XK + X AKG + XAKS + X AKG

X AKE + XK + X AKD + XEAKS + X AKE

L AKE + X1 AKE + XI)AKE + XIAKS + X AKY

+Xx9AKY + x19AKE + X AK (4.6.52)
gdje su Xi(je) 37 slucajnih varijabli (tezinskih integrala) po svakom kona¢nom elementu,
definiranih u obliku

L((IJE) Li/e)
Xy = / / §pre (€, m)dgdn (4.6.53)
0

0
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a matrice Kée) i AKE? su deterministicke. Prikaz c¢lanova koji ulaze u sumaciju za
odabrani konaé¢ni element moze se dati i na Pascalovom trokutu, (slika 4.6.1).

Slika 4.6.1: Prikaz sudjeluju¢ih ¢lanova u sumaciji tezinskih integrala

Vektor odziva konstrukcije, vektor nepoznatih pomaka w aproksimiramo razvojem
u Taylorov red oko vrijednosti ocekivanja tezinskih integrala i uzimanjem u obzir samo
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linearnog ¢lana u Taylorovom redu

(4.6.54)

gdje su izrazi [8W/8X,S)} i [8K/8X,$)} vrijednosti izracunate u tocki ocekivanja
B E

tezinskih integrala X ,gf), N© je ukupan broj konaénih elemenata, a druga sumacija je
preko 37 (BTI = 37) prikazanih kombinacija (k,1), k, 0l =0,...,6, k+1 <8, bez (3,5) i
(5,3) prema prethodno prikazanom Pascalovom trokutu, (Slika 4.6.1), a wy rjeSenje de-
terministickog sluc¢aja. Uzimanje u obzir kvadratnog ¢lana, u daljnjoj analizi bismo dobili
¢lanove sa cetverostrukom sumacijom po 37 sluc¢ajnih varijabli, po svakom konacom el-
ementu. S inzenjerskog aspekta, nema smisla neznatno poboljSanje rjeSenja uz znatno
gomilanje broja racunskih operacija.

Koristeci se aproksimacijom prvog reda oko vrijednosti o¢ekivanja tezinskih integrala
, aproksimacija prvog reda kovarijan¢ne matrice vektora odziva konstrukcije w slijedi u
obliku

Coviw,w] = E[(w—wo)(w—wp)"]

N pn(e)
_ Z 33 S T KAKYW, (AKY) (K, ) T E [X,S)X,(,Q}
(=1 (=1 (k) (mm)
(4.6.55)

pri ¢emu su nepoznate jedino vrijednosti ocekivanja produkta tezinskih integrala E [X ,S)XT(,{?L

a matrica Wy definirana je kao i prije Wy = wowg. Nepoznatu vrijednost ocekivanja
produkta tezinskih integrala u izrazu (4.6.55) mozemo prikazati prema definiciji tezinskih

]
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integrala kao

L(e) L(e) L(f) L(f)
E [Xlg?)XT(r{g} - (/ / é feane) dgedne / / gf nfg £f nf)
(

e)L e) L(f L(f)

S

Il
o

/ / ENEFNTE [99 (€erme) ¢V (&5,mp)] décdnedgypdny .
0 0

(4.6.56)
Pod pretpostavkom da su svi konacni elementi karakterizirani istim stohastickim pol-

jem g(&,n), prethodno ocekivanje produkta tezinskih integrala, (4.6.56), mozemo izraziti
u jednostavnijem obliku

Eg(&e,ne) r (€rnp)l = Ryg (Azpe + &5 — e AYge + 15 — 0e) (4.6.57)

gdje je Ry4(€,m) autokorelacijska funkcija slu¢ajnog polja g(&,n), a veli¢ine Az, 1 Ayy.
definirane kao udaljenosti pocetnih ¢vorova konaénih elemenata (e) i (f) u smjeru osi x i
osl y

Azge=at") =2l Ayge =yl -y (4.6.58)
Ly
A
)
—>
Ayfe
Ly
v
L
—>
A.%‘fe

Slika 4.6.2: Prikaz definiranih velicina medusobne udaljenosti konacnih elemenata (e) i

(f)

Uzevsi u obzir Wiener-Khintchinovu transformaciju,prema [?], izmedu autokorelacijske
funkcije i funkcije spektralne gustoce Sy (K4, ky), potrebno ocekivanje produkta tezinskih
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integrala, (4.6.56), mozemo pisati u obliku

E[X’S)Xf’{’ﬂ a //Sgg(fix,ffy)ei(”sz””y“fe)

—00 —00

L;e) Lff)

F Fodrmm
0 0

0 L)

/ / é-}nnne’b fof“!"iunf)dgednedffdnf . (4659)

Varijanca vektora odziva konstrukcije w sada slijedi u obliku

Var[w| = //Sr,n(/{x,Ky)VRFWI(/{x,/{y)dﬁxd/{y, (4.6.60)

—00 —00

gdje je vektor VRFw aproksimacija prvog reda funkcije varijabilnosti odziva konstrukcije
metodom tezinskih integrala (weighted integrals)

VRFwi(Ko, ) Z Y3 diag ( 1AK,§§>WO) Ky AKY) w,

(e) (f) kI mn

. [(C[,S cI\y) 4 S[,S 517,{2) 08 (AZfefiy + Ayjeky)
- (S[,S)CI,(,Q - 01,57>51,5{,1) sin (A jekis + Aypersy)| (4.6.61)

a za (9) = (¢), (f)

L@ L)

cry = / / il cos (Ka&y + Kymg) dégdn, (4.6.62)
L(g) L(g)

SIY = / / Exnl,sin (Kay =+ kytlg) d€gdng (4.6.63)

4.7. Metoda lokalnog uprosjecenja za ploce

Za daljnju stohasticku analizu plo¢e mozemo primijeniti metodu lokalnog uprosjecenja.
Matricu krutosti ploce za svaki konacni element mozemo prikazati kao

D =D [1+ ] | (4.7.64)

gdje slucajnu varijablu a!(]e) zovemo lokalni prosjek slucajnog polja g'°) (x,1y) na konacnom

elementu (e), a definiramo kao

Lge) L'gf)

€ ]' €
@é) = @@ / / g' )(5,77)d£d77 ’ (4.7.65)
Ly’ Ly ;
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Stohasticka elementarna matrica krutosti je sada oblika
KO =K [1+a9] , (4.7.66)
odnosno stohasticki dio matrice krutosti glasi
AK® = oK | (4.7.67)

pri ¢emu imamo samo jednu nepoznatu sluc¢ajnu varijablu, tezinski integral X, ég)
kona¢nom elementu (e).
Na temelju istog pristupa kao kod metode tezinskih integrala, vektor varijance odziva

konstrukcije mozemo prikazati kao

po svakom

Var[w] = / /Sgg(liw,lﬁy)VRFLA(Km,/iy)dlizdlﬁy, (4.7.68)

—00 —0O0

gdje je vektor VRF 5 aproksimacija prvog reda funkcije varijabilnosti odziva konstrukcije
metodom lokalnog uprosjecenja,

VRFiA (ke ) = 3 3 diag (Ko 'K wo ) Kq K w
(e) (f)

. [(CISS)CID((J;) + SIéS)SIég)) o8 (AL fekiy + AYfekiy)

— <SL§S)C’I%) — C’](()S)S]ég)> sin (AT feky + AYfekiy)
(4.7.69)

Vektor varijance odziva definiran je sada uz znacajno smanjenje broja racunskih operacija
(ukinuto je u proracunu 37x 37 sumacija po svakom kona¢nom elementu), u smislu davanja
postupka primijenjivog s inzenjerskog aspekta, to jest dobivanja rjesennja neznatno slabije
kvalitete uz bitno kraci i jednsotavniji tijek proracuna.

4.8. Gornja granica koeficijenta varijacije

Promatramo li odziv kontrukcije u smjeru konkretnog stupnja slobode w; i pripadnu
komponentu funkcije varijabilnosti odziva konstrukcije VRF;(k,, k,). Varijanca tog po-
maka ogranicena je velicinom VRF;(k%, k})

y
Var[w;] < o2, VRF;(k};, k%) (4.8.70)
gdje je (k) K, ;) tocka u podrucju domene valnih brojeva u kojoj funkcija varijabil-

nosti odziva konstrukcije VRF;(ky, ) poprima maksimalnu vrijednost. Posebno je bitna
¢injenica da gornja granica ne ovisi o funkciji spektralne gustoce i u tom smislu neovisna
je o distribuciji spektra slucajnosti ulaznih parametara. Na isti nacin slijedi i koeficijent
varijacije progiba u smjeru konkretnog stupnja slobode kao

v VRF;

Wo;

COVU)Z. =0ff (4871)
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5. Matematicka formulacija zadace stohasticke anal-
ize savijanja ploce

5.1. Varijacijska formulacija jednadzbe ploce u deterministickom
slucaju

Zadaca odredivanja progiba tankih ploc¢a u varijacijskoj formulaciji glasi

/. 0
{ Naéi w € VY takav da (5.1.1)

(Vw' € V%) a(w,w') = l(w")

gdje su

D[(1-v)V(Vw) - V(Vu') + vAwAw']dQ (5.1.2)

/
(W) = Q/ q'd (5.1.3)

5.2. Egzistencija i jedinstvenost rjesenja stohasticke zadace sav-
ijanja ploce

Neka je (€, F,p) vjerojatnosti prostor. Skup €, je skup svih moguéih dogadaja,
realizacija vrijednosti ulaznih parametara, npr. krutosti ploc¢e na savijanje D na podrucju
Q, F o-algebra dogadaja, a pr — [0,1] vjerojatnosna mjera. Neka je w proizvoljna
moguca realizacija dogadaja iz skupa €, pripadnu vrijednost krutosti ploce oznac¢imo sa
D(w), a pripadne vrijednosti odziva konstrukcije (progiba) sa w(w).

Promatramo stohasticku rubnu zadacu:
Za zadanu funkciju ¢ € L*(Q2), naé¢i w : Q — R, koja zadovoljava

LA e 624
gdje je Q ograni¢eno podruéje u R?, a D slu¢ajna realna funkcija.
Neka je v ogranicena slucajna funkcija u L?( x €,),
v:0xQ, —R, [v|| <0 , (5.2.5)
S normom
lv]]* = E /02(x,y,-)d:cdy : (5.2.6)

Q

Za funkciju D pretpostavljamo da je ogranicena i strogo pozitivha, 3oy, a > 0 takvi da
vrijedi
0<ag <D(x,y) =D(x,y,w) <ag < oo . (5.2.7)

U smislu varijacijske formulacije, promatramo prostor

V=_{w:QxQ, =R : ||w|y <oo, wloaxq, =wo} . (5.2.8)
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Zbog ogranicenja funkcije D(z,y,w), (5.2.7), norma || - ||y- dobro je definirana sa
lwll = E /D(x,y,w) (1) |V (Vo) + v |Aw?] dedy| (5.2.9)
Q

gdje su sve potrebne podintegralne derivacije samo po povrsinskim koordinatama, x,y.
Skalarni produkt koji inducira prethodnu normu, (5.2.9 ), dan je bilinearnom formom
a,:V xV — R,

a,(w,w') = E /D(m,y,w) [(1—v)V(Vw(z,y,w)) - V(VW' (z,y,w))
Q

+rAw(z,y,w)Aw' (x,y, w)] dedy] . (5.2.10)

Ocito, V je Hilbertov prostor slu¢ajnih funkcija. Bilinearna forma a,,(w, w’) je neprekidna
i koercivna,

jau(, )] <l Vo,ul €V (5:2.11)
|lwl} < a(w,w), YweV . (5.2.12)

Za svaku q € L?(f2), postoji konstanta C' takva da vrijedi

B | [ qudsdy|| < Clalolloly (5.2.13)
Q

Tada, na temelju Lax-Milgramovog teorema, za svaku ¢ € L*(§)), postoji jedinstveno
slabo rjesenje w stohasticke rubne zadace (5.2.4) koje zadovoljava

a,(w,w') =E /qwdQ , Yu' eV . (5.2.14)
Q
5.3. Formulacija zada¢e metodom tezinskih integrala

Pretpostavimo da postoji K € N takav da su X,,, n =1,..., K medusobno nezavisne
slucajne varijable za koje vrijedi

E[X,]=0 i E[X2]=1 (5.3.15)
i b,, n = 1,..., K uniformno ograni¢ene realne funkcije takve da slu¢ajnu funkciju D
mozemo napisati u obliku
K
D(x,y,w) =ED](z,y) + Y _ba(z,y)Xu(w), (z,y.w) EQxQ, . (5.3.16)
n=1

Pretpostavljamo da X,,, n =1,... K imaju ograniceno podrucje vrijednosti I',,

,=X,(2%), Tn=0"%m CR, >0 |,
=y x...xT'g (5.3.17)
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i da je p, funkcija gustocée vjerojatnosti takva da je
0<bi1<pp<fa<4ocon=1,....K . (5.3.18)

Simetri¢nost podrucja vrijednosti I'), i stroga pozitivnost funkcije gustoce vjerojatnosti p,,
pretpostavljeni su zbog jednostavnije daljnje analize.

Ako je sluéajna funkcija D dana jednadzbom (5.3.16), tada u smislu Doob-Dynkinove
leme, rjesenje w od (5.2.14) mozemo zapisati kao funkcija od X,,, n=1..., K kao

w(z,y,w) =w(z,y, X1(w),..., Xp(w)) . (5.3.19)

Stohasticku zadaéu (5.2.4) mozemo sada zapisati u ekvivalentnom obliku: Za zadanu
funkciju ¢ € L*(Q), na¢i w : Q x I' — R, koja zadovoljava

{ A(DAw) =q uQx7, (5.3.20)

w=wp nadd xT,
Za prikaz varijacijske formulacije uvodimo skalarni produkt
), = [ 9) [ weg)e' iz (5.3.21)
r Q

gdje su p(z) = p1(21) ... pr(2K) 1 2 = Xp(w), n=1,..., K i pripadnu induciranu normu
| - ||,- Definiramo sljedeée prostore

L,(QT) = {v:QxT—=R:[v|, <40} , (5.3.22)
W) = {vel,:|v]|w <400, v]agaxr =0} . (5.3.23)
Zbog (5.2.7), norma || - [[w dobro je definirana sa
vlls = /p(z)/D(x,y,w) (1-v)|V (Vw)]> + v |Aw|2} drdydz . (5.3.24)
T Q

Prostor W (€2, I") Hilbertov je prostor ekvivalentan prostoru V. Pripadna bilinerana forma
glasi

wlw) = [ pe) [ Dle) (1= 1)V(Tule.p) - V(Ve/(a.p)

+rvAw(z, y)Aw'(x,y)| dedydz . (5.3.25)
Bilinearna je forma (5.3.25) neprekidna i koercivna,

lag, (w, w")| < w|w|w'|w, Yww eW | (5.3.26)
|lwlly <alw,w), YweW . (5.3.27)

Za svaku q € L*(2), postoji konstanta C' takva da vrijedi

(g, 0] < Cllallzllefllw - (5.3.29)

Tada, na temelju Lax-Milgramovog teorema, za svaku ¢ € L*(f2), postoji jedinstveno
slabo rjesenje w € W stohasticke rubne zadace (5.3.20) koje zadovoljava

ap(w,w') = (¢g,w'"),, Yw' eWw . (5.3.29)
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Pocetnu smo stohasticku rubnu zadaéu savijanja ploce (5.2.4) zapisali u ekvivalentnom
prikladnom deterministickom obliku (5.3.20). Neizvjesnost slucajne funkcije D prikazana
je kao zbroj konac¢nog broja medusobno nezavisnih sluc¢ajnih varijabli.

U praktiécnom smislu nemoguce je odrediti rjeSenje za svaku mogucu realizaciju w. Za
karakterizaciju neizvjesnosti odziva konstrukciju proracunat ¢e se pripadno ocekivanje,
varijanca i koeficijent varijacije.



