ODREDIVANJE UTJECAJNIH LINIJA GREDNIH NOSACA
METODOM KONACNIH ELEMENATA
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Sazetak: Iako je metoda konac¢nih elemenata primjenom u programskim paketima za elektronicka
racunala u novije vrijeme postala nezamjenjivim alatom u inZenjerskoj praksi, potrebno je dobivene
rezultate prihvatiti uz oprez, svjesno vode¢i rauna o mogué¢im pogreSkama. Na vrlo jednostavnim
primjerima lako su uoc€ljiva odstupanja od tocnih rjesenja. Prikazana je primjena metode konacnih
elemenata za rjeSavanje vaznog problema iz podrucja gradevne statike, odredivanje utjecajnih linija
za geometrijske i staticke veliine na grednim nosa¢ima. Poznato je da one odgovaraju progibnim
linijama nosaca od opterecenja odgovaraju¢om Diracovom funkcijom. Za prikaz progiba Stapnog
kona¢nog elementa raspoloZive su, medutim, iskljugivo koordinate funkcije klase C* koje ne
omogucavaju egzaktan prikaz diskontinuiteta koji se javljaju na utjecajnim linijama za staticke
veli¢ine. Zamjenom Diracove funkcije ekvivalentnim ¢vornim optere¢enjem na diskretiziranom
nosacu i egzaktnim rjeSavanjem novog slucaja opterecenja dobivena je aproksimacija traZene
utjecajne linije. Nizom primjera izradenih u programskom paketu SAP 2000 Advanced v. 10.1.1.
pokazano je da postupak daje zadovoljavajuéu to€nost, a usporedba s poznatim egzaktnim
rjeSenjima potvrduje da smanjenjem veli¢ine elementa na mjestu diskontinuiteta aproksimacija
konvergira.

Kljucne rijeci: utjecajne linije, ekvivalentno ¢vorno opterecenje, metoda konac¢nih elemenata

1 UVOD

Utjecajne funkcije imaju vaznu ulogu kod proracuna konstrukcija na djelovanje pokretnih
optere¢enja kakva se mogu primjerice pojaviti na mostovima, kranskim stazama ili nekim
zgradama. S obzirom da prikazuju funkcijsku ovisnost #4(x) odabrane geometrijske ili
staticke veli¢ine A o poloZaju jedinicnog opterecenja na nosacu, utjecajne funkcije
omogucuju jednostavno odredivanje najnepovoljnijeg poloZaja pokretnog opterecenja.
Odabrana traZena veli¢ina moZe biti bilo koja unutarnja sila, lezajna reakcija, pomak ili kut
zaokreta u prethodno odabranoj tocki nosaca [6, 7]. Na slici 1. prikazana je utjecajna linija
za moment na prostoj gredi u popre¢nom presjeku t - t.
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S1. 1. Utjecajna linija za moment u popre¢nom presjeku t —t

Moze se pokazati da utjecajna linija za pomak ili kut zaokreta odgovara progibnoj liniji
od opterecenja jedinicnom silom odnosno momentom, a za moment ili popre¢nu silu
odgovara progibnoj liniji od opterecenja jedini¢nim relativnim kutem zaokreta odnosno
jediniénim relativnim pomakom okomito na os konstrukcije. Opcenito, utjecajna linija
odgovara progibnoj liniji nosaca od opterec¢enja odgovaraju¢om Diracovom funkcijom J;
[4, 5]. Jedini¢na opterecenja s odgovaraju¢im progibnim linijama na primjeru proste grede
prikazana su na slici 2.
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SI. 2. Jedini¢na opterecenja i odgovarajuce progibne linije na prostoj gredi

Primjenom Bettijeva teorema o uzajamnosti radova [9] izvode se izrazi pomocu kojih,
iz poznate utjecajne linije za odabranu veli¢inu, moZemo dobiti odgovarajuci iznos
progiba, kuta zaokreta, momenta ili poprec¢ne sile zbog proizvoljnog kontinuiranog
opterecenja g(x):

m=jﬂﬂm¢@w, (1
0
@=M=kumﬂwa’ (2)
M,=w = j‘q(x)nM’ (x)dx > 3)
0
T, =w/= jq(x)nn (x)dx - (4)
0

2 STAPNI KONACNI ELEMENT S CETIRI STUPNJA SLOBODE

Za odredivanje utjecajnih linija metodom konac¢nih elemenata na grednim nosacima bit ¢e
dovoljan Stapni konacni element s Cetiri stupnja slobode [1, 8] prikazan na slici 3.
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S1. 3. Stapni konaéni element s etiri stupnja slobode

Nepoznatu funkciju pomaka moZemo napisati u diskretiziranom obliku:

u=ti=Nu +N,u, +...+N 1, (5)
9, 0
09
koje opéenito moZemo prikazati u obliku polinoma 3. stupnja:

gdjesu u, = {Z} nepoznati pomaci ¢vorova, a N, =[ } odabrane koordinatne funkcije

i

o(x)=a, + a,x + a,x* + a,x’, (6)

@' (x)=a, + ax +2a,x +3a.x>. (7
Za promatrani Stapni konacni element potrebne su Cetiri koordinatne funkcije prikazane na
slici 4. Svaku od njih moZemo odrediti iz Cetiri rubna uvjeta, prema tablici 1., zadavanjem
jedini¢ne vrijednosti pomaka ili kuta zaokreta na mjestu i u smjeru odgovarajuceg stupnja
slobode, dok su ostali stupnjevi slobode sprijeceni [1, 5].
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Sl. 4. Koordinatne funkcije na Stapnom elementu s Cetiri stupnja slobode

rubni uvjeti koordinatne funkcije
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Tabl. 1. Rubni uvjeti i izrazi za koordinatne funkcije na Stapnom elementu s Cetiri stupnja slobode
Elemente matrice krutosti Stapnog elementa moZemo odrediti prema izrazu:
1
k. ;= '[EI¢,.”¢;.’dx. (8)
0

Vektor ekvivalentnog ¢vornog opterecenja Stapnog elementa ima Cetiri komponente,
koncentriranu silu i koncentrirani moment u svakom ¢voru [1], prikazane na slici 5.
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S1. 5. Ekvivalentno ¢vorno opterecenje Stapnog elementa

3 EKVIVALENTNO CVORNO OPTERECENJE STAPNOG ELEMENTA

Dobivene koordinatne funkcije su klase C® i ne omogucavaju egzaktan prikaz
diskontinuiteta koji se javljaju na utjecajnim linijama za staticke veli€ine. Stoga moramo
Diracove funkcije zamijeniti ekvivalentnim ¢vornim optereenjem na diskretiziranom
nosacu. Egzaktno rjeSenje novog slucaja optereéenja odgovarat ¢e aproksimaciji traZzene
utjecajne linije [3, 4].

Opcenito, za Stapni element opterecen distribuiranom silom ¢g(x) traZzene ¢vorne sile f;,
gdje i =2, 3, 5, 6 oznaCava stupanj slobode, moZemo izracunati iz jednadZbe:

1

£x1.0= j g dx, i=2,3,5,6 )



prema kojoj ¢vorna sila f; na jedinicnom pomaku ili kutu zaokreta vrSi isti rad kao
distribuirana sila na progibu u obliku odgovaraju¢e koordinatne funkcije @i(x). Za
opterecenje Diracovom funkcijom J; na mjestu x, vrijedi jednadzba:

1,
£x10=[8,()9,(0dx, i=23,56 k=0,...,3 (10)
0

prema kojoj je ¢vorna sila f; geometrijska ili statiCka veli¢ina na mjestu x,dualna
opterecenju d, koja odgovara progibnoj liniji u obliku koordinatne funkcije ¢/(x) [2, 3, 4].
U tablici 2. prikazano je optereenje Diracovim funkcijama s odgovaraju¢im dualnim
veli¢inama i ¢vornim silama.

jedini¢no opterecenje o, k =0, ..., 3 dualna veli¢ina ¢vorna sila f;
do— jedinicna sila w — pomak 9.(x,)
6, — jediniéni moment ¢ — kut zaokreta (%)
6, — jedini¢ni kut zaokreta (,,Jom*) M — moment M, (x,)=—Elgp](x,)
63— jediniéni pomak (,,skok*) T — popreéna sila T,(x,) = —EI9(x,)

Tabl. 2. Diracove funkcije, dualne veli¢ine i ¢vorne sile

Za proracun utjecajnih linija stati¢kih veli¢ina metodom konacnih elemenata odredit
¢emo ekvivalentno ¢vorno opterecenje za jedini¢ni kut zaokreta i pomak uz pretpostavku
da se veli¢ina za koju traZimo utjecajnu liniju nalazi na polovici raspona promatranog
kona¢nog elementa.

¢vorne sile f. =—Elp. (x,) f. =—Elg(x,)
12 12E1
Hon=1/2) | —E| -8 120 0 | x-S =2
L= L 1, I,
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Tabl. 3. Izrazi za ¢vorne sile zbog jedini¢nog kuta zaokreta i pomaka

Izrazi za ¢vorne sile zbog jedini¢nog kuta zaokreta i pomaka prikazani su u tablici 3., a
dobivene vrijednosti sa stvarnim smjerovima djelovanja na slici 6.
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S1. 6. Cvorno optereéenje zbog jediniénog kuta zaokreta (,Jloma*) i pomaka (,.skoka*)

Dobivene izraze moZemo primijeniti za odredivanje utjecajnih linijja u nekom od
programskih paketa za proracun konstrukcija. Prikazani numericki primjeri izradeni su u
programu SAP2000 Advanced v. 10.1.1.



4 NUMERICKI PRIMJERI

4.1 Utjecajne linije za moment i popre¢nu silu na prostoj gredi

Slike 7. i 8. prikazuju utjecajne linije na prostoj gredi dobivene za moment i poprec¢nu silu
na polovici raspona L = 6.0 m. Pri tome je najprije odabrana podjela na Sest kona¢nih
elemenata duZine [, = L/5 = 1.2 m, a zatim je rjeSenje poboljSano smanjenjem optereéenog

kona¢nog elementa na [, = L/25 = 0.24 m.
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SI. 7. Utjecajna linija na prostoj gredi za moment na polovici raspona
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S1. 8. Utjecajna linija na prostoj gredi za poprec¢nu silu na polovici raspona

4.2 Utjecajne linije za moment i poprec¢nu silu na konzolnoj gredi

Slike 9. i 10. prikazuju utjecajne linije na konzolnoj gredi dobivene za moment i poprecnu
silu na tri Cetvrtine raspona L. = 6.0 m. Pri tome je najprije odabrana podjela na dva
konacna elemenata duZine /, = L/2 = 3.0 m, a zatim je rjeSenje poboljSano smanjenjem

opterecenog konacnog elementa na /, = L/10 = 0.6 m.
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Sl. 10. Utjecajna linija na konzolnoj gredi za poprecnu silu na polovici raspona

4.3 Utjecajne linije za moment i popre¢nu silu na jednostrano upetoj gredi

Slike 11. 1 12. prikazuju utjecajne linije na jednostrano upetoj gredi dobivene za moment i
poprecnu silu na polovici raspona L = 6.0 m. Pri tome je najprije odabrana podjela na Sest
konacnih elemenata duZine /, = L/S = 1.2 m, a zatim je rjeSenje poboljSano smanjenjem
opterecenog kona¢nog elementa na /, = L/25 = 0.24 m.
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Sl. 11. Utjecajna linija na jednostrano upetoj gredi za moment na polovici raspona
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Sl. 12. Utjecajna linija na jednostrano upetoj gredi za poprecnu silu na polovici raspona



5 ZAKLJUCAK

Nizom primjera pokazano je da opisani postupak odredivanja utjecajnih linija na grednim
nosac¢ima metodom konacnih elemenata daje zadovoljavajuéu to¢nost. Pri tome dobiveno
priblizno rjeSenje odstupa od egzaktnog samo na promatranom optereCenom elementu
pomoc¢u kojeg je modeliran onaj dio konstrukcije na kojem se nalazi veli¢ina za koju
traZimo utjecajnu liniju. Za ostale konacne elemente nosaca, priblizna i egzaktna utjecajna
linjja se podudaraju. U tablici 4. prikazana je ovisnost kuta loma pribliZne utjecajne linije
na jednostrano upetoj gredi za moment na polovici raspona iz prethodnog primjera o
duljini optere¢enog konacnog elementa. Usporedba s egzaktnim utjecajnim linijama
potvrduje da smanjenjem veli¢ine elementa na mjestu diskontinuiteta aproksimacija
konvergira.

.. ) relativna
duljina optere¢enog kut loma kut loma apsolutna ooreska
kona¢nog elementa | to¢nog rjeSenja | pribliZnog rjeSenja pogreska Ap(p £

L [m] ¢ [rad] ¢ [rad] Ap=p-¢"lrad] | —-x100 %]
L/3=2.0 1.0 0.75179 0.24821 24.821
L/5=1.2 1.0 0.85622 0.14378 14.378

L/25=0.24 1.0 0.97022 0.02978 2.978
L/50=0.12 1.0 0.98511 0.01489 1.489

Tabl. 4. Kut loma pribliznog rjeSenja u ovisnosti o duljini optere¢enog elementa
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