3.1.3 Volumen pomocu dvostrukog integrala

Neka je © C R? tijelo u prostoru ograniceno plohom z = f(z,y) odozgo,
te plohom z = g(z,y) odozdo. Volumen tijela {2 mozemo racunati pomocu

formule V= / /D (£(,9) = g(a.v)) dw dy,

gdje je D ortogonalna projekcija tijela €2 na xy-ravninu.

Zadatak 3.14. Izracunajte volumen tijela omedenog plohama z = 8 — 2% —y?

iz=2y/2%+ y? Skicirajte tijelo.

Rjesenge: Tijelo © je omedeno odozgo kruznim paraboloidom z = 8 — 2 — 12,
a odozdo kruznim stoscem z = 24/x2 + y? (pogledajte sliku 3.1).

Slika 3.1: Tijelo 2 omedeno paraboloidom i stoScem

Odredimo presjek ploha, a ujedno i projekciju D tijela na xy-ravninu:

8 — 2 —y? =2\/z2 +¢2.
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Uz oznaku r?2 = 22 + y2, rjesavamo kvadratnu jednadzbu 72 4 2r — 8 = 0.
Pozitivno rjesenje r = 2 predstavlja radijus projekcije D tijela na xy-ravninu.
Budud¢i da je projekcija D krug sa sredistem u ishodistu, volumen tijela
racunamo pomocu polarnih koordinata u ravnini:

21 2
=// (8—x2—y2—2\/:ﬁ2—|—y2)dxdy=/ dgo/ (8 — 7% —2r)rdr
D 0 0
o 2 o 4 3
_ 302 _ 2 T QL
_/0 dgp/o (8r — 1 —2r®)dr /o (47’ 1 3 ) 0d

1 o —1 4
=<16—4——6)/ dg0=363 O = 20T
0

3
O

Zadatak 3.15. Izracunajte volumen tijela omedenog plohama z = 22 +4? i

2z = /2 — x? — y?. Skicirajte tijelo.

Rjesenje: Tijelo Q je omedeno odozgo sferom radijusa v/2. Naime, kada
kvadriramo jednakost z = /2 — 22 — y2 dobijemo da je 2% = 2 — 22 — 12, tj.
22 4+9y%+22 = 2. Tijelo je omedeno odozdo kruznim paraboloidom z = 2%+
(pogledajte sliku 3.2).

Odredimo presjek ploha, a ujedno i projekciju D tijela na xy-ravninu:

2?4yt =2 — 22 — g2

Uz oznaku r = 2% + 32, rjeSavamo jednadzbu r = /2 —r, tj. kvadratnu
jednadzbu 72 + 7 — 2 = 0. Pozitivno rjeSenje r = 1 predstavlja radijus
projekcije D tijela na xy-ravninu. Buduéi da je projekcija D krug sa sredistem
u ishodistu, volumen tijela racunamo pomocu polarnih koordinata u ravnini:

V= // —xQ—y — —y)dxdy
_ / ol / - /1r3dr]

0 J 0

t=2—r2 di=—2rdr
o (2

WCEEIIR zwz BRI

3 4 12 "7 ¢
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Slika 3.2: Tijelo 2 omedeno sferom i paraboloidom

Zadatak 3.16. Izracunajte volumen tijela koje se nalazi u prvom oktantu
(r >0,y >0, 2> 0), a omedeno je plohama z = 0, 2 = 1, z° + y* = 1,
y=x1iy=+3z. Skicirajte tijelo.

Rjesenje: Tijelo 2 je omedeno odozgo ravninom z = 1, a odozdo ravninom
z = 0. Boéne stranice tijela su dijelovi okomitih ravnina y = z iy = v3z
u 1. oktantu, te dio plasta kruznog stosca z? + y* = 1 takoder u 1. oktantu
(pogledajte sliku 3.3).

Projekcija D tijela na xy-ravninu je kruzni isjecak kruga radijusa 1 sa sredistem
u ishodistu i to od praveca y = 2 do pravea y = v/3z. Stoga volumen tijela
racunamo pomocu polarnih koordinata u ravnini na sljede¢i nacin:

z 1
V://(l—O)d:cdy:/sdgo/ rdr
D z 0

wly

r2il 3
—‘dgpz dy
2 1o

DN | —
M:l\:
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Slika 3.3: Tijelo 2

w

115 1/m =« 17 s
(]

Zadatak 3.17. Izracunajte volumen tijela koje se nalazi u prvom oktantu,
a omedeno je plohama 22 +y? =1, 22 +y* =412z = 2y.

Rjesenje: Tijelo € je omedeno odozdo ravninom z = 0, a odozgo sedlastom
plohom z = xy, dok su bocne stranice tijela dijelovi koordinatnih ravnina
r =01y =0, te dijelovi plasteva kruznih stozaca 2?2 +y> =1i22+y? =4
(pogledajte sliku 3.4).

Projekcija tijela na xy-ravninu je dio kruznog vijenca izmedu kruznica z? -+
y? =11i2?2+y?> =4 ul. kvadrantu. Volumen tijela racunamo na sljedeci
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Slika 3.4: Tijelo 2

nacin:

—_

z 2
V = /(:I:y—())dxdy:/zdgo/ 2 cos psin g rdr
D 0
2 2 2

4
:/ cosgosingodgo/ T?’dr:/ cosgpsingpr—
0 1 0 41

15 [ 15 (2
_ 2 cospsinpdy = —/2 sin(2p)dp
4 Jo 8 Jo

[NE]

de

15 15
o (-1-1)=—.

15
= 2 cos(2
cos(2¢)] 16 8

16

O

Zadatak 3.18. Izracunajte volumen tijela omedenog plohama z = z? + 2 i
2z = 2y. Skicirajte tijelo.
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Rjesenje: Tijelo je omedeno odozdo kruznim paraboloidom z = 2% + 32, a
odozgo ravninom z = 2y( pogledajte sliku 3.5).

Slika 3.5: Tijelo omedeno ravninom i paraboloidom

Odredimo presjek paraboloida i ravnine, odnosno projekciju D tijela na xy-

raviinu:
Pyt =2y=>2t+(y—1)? = 1.

Buduéi da jednadzba kruznice 22+ y? = 2y koja omeduje projekciju D u po-
larnom koordinatnom sustavu ima oblik » = 2 sin ¢, volumen tijela racunamo
po formuli:

g 2sinp
V= // (2y — 2° — y*)dady = / dgo/ (2rsin g — r*)rdr
D 0 0
™ 2sin ¢ T 9 4 2sin
= / d(p/ (2r?sinp —r3)dr = / ( SILY 3 T_)
0 0 0 3 4
16

T 16 4 [
:/0 <?sin4gp—zsin4gp>dgp:§/0 sin o dyp
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— 4_1/07r <1_Ls(2g0)>2dap _ 4l /Oﬂ(l — 2c0s(2¢) + cos?(2¢))dyp

3 2 34
I 1+ cos(4yp) 1/3 , sin(4p)\ |7
= [ (1-2cos(2 —)d :—(— ~ sin(2 )
3/0 ( cos(2¢) + 5 v=3(3% sin(2¢p) + 3 0
13 T
= == = —
32 2

O

Zadatak 3.19. Izracunajte volumen tijela omedenog plohama z = r+y+1
iz= (x + %)2 + (1/ + %)2 Skicirajte tijelo.

Rjesenje: Zadaca. (V = %) O

Zadatak 3.20. Izracunajte volumen tijela omedenog plohama z? + vy? = 4,

2=01z=+2e3tVEHY?,

Rjesenje: Tijelo je omedeno odozdo ravninom z = 0, a odozgo rotacij-

skom plohom z = /2 3TV *¥* dok je boéna stranica tijela dio vertikalnog
kruznog stosca x? + y?> = 4. Odatle je jasno da je projekcija D tijela na
xy-ravninu zapravo kruznica sa sredistem u ishodistu radijusa » = 2. Prema
tome, volumen tijela ra¢cunamo po formuli:

2w 2
V= // (V2e3HVH _ 0)dady = / dgo/ V2eHTr dr
D 0 0

2
= 2mv/2¢? / re"dr = 2v2m e¥(re” — €2
N

u=r, dv=e"dr
= 20/2me? (202 — €2 + 1) = 2V27(e® + €).
O

Zadatak 3.21. Izracunajte volumen tijela omedenog plohama z = 0, z = 2,
y=0, 2=11i2z=1y? koje se nalazi u prvom oktantu. Skicirajte tijelo.
Rjesenje: Tijelo © je omedeno odozdo parabolickim cilindrom z = 32, a
odozgo ravninom z = 1. Lijeva bocna stranica tijela je dio ravnine y = 0,
dok su straznja i prednja stranica tijela omedene redom ravninama z = 0 i
x = 2( pogledajte sliku 3.6).
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Slika 3.6: Tijelo 2

Projekcija tijela na xy-ravninu je pravokutnik [0,2] x [0, 1], tako da ¢emo za
racunanje volumena tijela koristiti kartezijeve koordinate:

‘/2/020193/01(1—y2)01y=/02 (y—y;)

2 (2 4
3/0 T3

Zadatak 3.22. Izracunajte volumen tijela omedenog plohama y =0, y = 3,
2z =41z =22 Skicirajte tijelo.

1
dx
0

O

Rjesenge: Zadaca. (V = 32) O

Zadatak 3.23. Izracunajte volumen tijela omedenog plohama y = 0, y = 2,

z=1a21z=2— 22 Skicirajte tijelo.
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Rjesenje: Tijelo Q je omedeno odozdo parabolickim cilindrom z = 22, a

odozgo parabolickim cilindrom z = 2 — 22. Lijeva i desna stranica tijela su
omedene redom ravninama y = 0 i y = 2 ( pogledajte sliku 3.7).

Slika 3.7: Tijelo 2
Odredimo projekciju tijela na xy-ravninu:
P?=2-2"=2"=1=>r=-liz=1

Prema tome, projekcija tijela na xy-ravninu je pravokutnik [—1,1] x [0, 2].
Volumen tijela ra¢unamo po formuli:

1 2 1
V= / dx/ (2—2* —2H)dy = 2/ (2 —22%)dx
-1 0 -1

2 1
= 2(233 — §x3>
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