Dinamika tijela

Zadatak 1,

Stap AB duljine L i mase m pridrzan uZetom u to¢ki B, miruje u
vertikalnoj ravnini kako je prikazano na skici. Treba odrediti
reakciju u leZzaju A u trenutku kad se presje¢e uze u tocki B.

Rjesenje:

Gibanje tijela u opéem slucaju rastavlja se na translaciju centra
mase i rotaciju oko centra mase. Ako postoje neki spojevi dodaju

se pripadne reakcije u spojevima i jednadzbe ograniCavanja A
gibanja koje uvodi pojedini spoj. U ovom slucaju to je Spoj u A.

Diferencijalne jednadZzba translacije i rotacije tijela pod djelovanjem sila prema 2. Newtonovom
aksiomu su:

%(m-vc):ZIE = méd=>F

L R

Translacija tijela:
m-& =Y F

m-a., =Y F, m-ag, =Y F,
m-a., =0 m-a,, =mg-—A ()
ac, =0
Rotacija tijela oko centra mase:
2
l.e= Al cosa L LN
2 12 6cosa
JednadZbe ograni¢avanja gibanja u spoju A:
a, =0
dy=ac+ g‘AC,n + aAc,t aAc,n =0
L L
aAy=0=aCy—8ECOSa = acy=&‘ECOSa ...(3)
RjeSenjem sustava jednadzbi odredi se
6cosa ¢ 3cos’ a 1
T a1 YT a2 9 AS————mg
1+3cos“a L 1+3cos” a 1+3cos”
2.nadin:

Na stap djeluju iskljucivo vertikalne sile, S$to znaci da se
horizontalna komponenta koli¢ine gibanja pod djelovanjem sila ne
mijenja u odnosu na pocetni trenutak, 0dnosno centar mase giba se
po vertikali.

%(m.vcx):o = m-VCxICOHSt.ZO

Ve = VCy

Pripremila doc.dr.sc.Verica Raduka



Dinamika tijela

Za dvije tocke $tapa znamo pravce vektora brzina i vektora ubrzanja. pa mozemo odrediti trenutni
pol rotacije. Trenutni pol ubrzanja za trenutak kada pocinje gibanje identi¢an je polu brzina (vp=0),
jer u tom trenutku nema normalnih komponenti ubrzanja. Ako ishodiste koordinatnog sustava
postavimo u nepomic¢nu tocku P, mozemo promatrati rotaciju oko ishodista:

I, E=Y M

L L 2 m2
& =mg—cosa l,=1.+m-| =cosa | =—(1+3cos’«
e =g = o=1lc (2 j 12( )

6cosa
E=T—m 5 9
L(1+3cos” )
Sada jednostavno odredimo ubrzanje centra mase
3. =4, ——g-Ecosai = __Scsa
% =% 2 Y (1+3cos’a)

Silu u spoju A odredimo iz

m-d => F

m-ag, =Y F, m-as, =Y F,
m-a,, =0 m-a;, =mg-A = A=mg-m-a;,
1
=0 A= - -
B mg(1+30032aj
Zadatak 2.

Stap AB duljine L, mase m, pridrzan uZetom u tocki B miruje u vertikalnoj ravnini kako je
prikazano na skici. Treba odrediti reakciju u leZaju A u trenutku kad se presjece uZe u tocki B.
Rjesenje:

o

Gibanje tijela u opéem slucaju definirano je translacijom centra mase i rotacijom oko centra mase.
Ako postoje neki spojevi dodaju se pripadne reakcije u spojevima i jednadzbe ogranicavanja
gibanja koje uvodi pojedini spoj. U ovom slucaju dodaju se sile A i B.

Diferencijalne jednadzba translacije 1 rotacije tijela pod djelovanjem sila prema 2. Newtonovom

aksiomu su:
m-a =>F

=Y M®
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Dinamika tijela

Translacija centra:

m-d =>F = ma, =B (D)
ma;, =G-A .(2)
Rotacija oko centra:

I.&=> M,

L L . mL?

lce=A-—cosa—-B-—sina, le=— . 3

c > > ¢ =15 ©)
Jednadzbe ogranicenja gibanja zbog spojeva u A i B:
a, =0
L L L
d,=d; +ayct+ay. = aAy:O:aCy—g-Ecosa = acyzg-zcosa ...(4)
ag, =0
= =~ =n o at L . L.
ag =d; +ag,c +az, = aBX:—aCX+g-Esma:0 = aCX:g-Esma ....(5)

Rjesenjem sustava odrede se nepoznate veli¢ine acy, acy, € A i B.
2. nacin

Analizom jednadzbi ograni¢enja gibanja u tockama A i B, uoavamo da se ubrzanje centra moze
rijesiti iz rotacije oko pola ubrzanja (ap=0). Pol ubrzanja za trenutak kada pocinje gibanje identic¢an
je polu brzina (vp=0), jer u tom trenutku nema normalnih komponenti ubrzanja. Ako ishodiste
koordinatnog sustava postavimo u nepomi¢nu to¢ku P, mozemo promatrati rotaciju oko ishodista:

L E=3 M,
Prednost ove jednadZbe je da nepoznate sile A i B ne daju moment na tocku P, te se iz ove
jednadzbe odredi kutno ubrzanje

L
|P-8=mg-ECOSa,

Moment tromosti mase Stapa na tocku P odredi se prema Steinerovom pravilu, a zatim i kutno
ubrzanje. Na taj naCin izbjegli smo rjeSavanje sustava jednadzbi.

=1 +m (E]Z—m"z
p=lc 5 '

3

mL? L 3gcosa
-£=MQg-—=CoSx = g=—.

3 2 2L
Zatim iz jednadzbi (4) i (5) odredimo ubrzanje centra mase, a nakon toga iz (1) i (2) sile u spoju A i
B.

ac, :g-%cow ...(4)

a, = g-%sina ....(5)

B =ma,, (@)
A=G-ma., ...(2)
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Dinamika tijela

Zadatak 3.

Kruzni disk polumjera R, kotrlja se po horizontalnoj podlozi pod F
djelovanjem sile F. Treba odrediti potrebnu veliinu sile trenja ako je

udaljenost sile od centra diska:
a) naudaljenosti r=R
b) na udaljenosti r=0
¢) naudaljenosti r=R/2

Mozemo pisati diferencijalne jednadzbe translacije centra diska (1), i

diferencijalne jednadzbe rotacije oko centra diska (2), uz dodatni uvjet
kotrljanja (3), ili diferencijalnu jednadzbu rotacije oko pola (4) iz koje

odredimo kutno ubrzanje bez rjeSavanja sustava jednadzbi.

m-a=>F Q)
F=3 M (@)
a,=¢-R (3)
il 1,-6=Y M, (4)
a)
lpo=F 2R _2F2R
3mR
P:§mR2 =—4F = aCZE,‘-R:E
2 3mR 3m
m%:F+T
m——=F+T
T==F
b)
4) l.e=F-R _ZPR_2F L, R22E
3mR 3mR 3m
‘a,=F+T
m——_F+T
T_—EF
3
Sila trenja je usmjerena suprotno pretpostavci prikazanoj na crtezu.
C)
ook R 3R2_F o, g-F
2 2-3mR° mR m
m-a,=F+T
m—=F+T
m
T=0

Disk ¢e se kotrljati 1 po glatkoj podlozi!
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Dinamika tijela

Zadatak 4.

Kruzni disk miruje na horizontalnoj hrapavoj podlozi kad na njega djeluje impuls S. Ako je poznat
koeficijent trenja kotrljanja uy, treba odrediti:

e nakon koliko sekundi ¢e se disk poceti kotrljati bez klizanja po podlozi

e Dbrzinu centra diska i kutnu brzinu u tom trenutku.

S C Vo g
— > o0—>
< R

T

Gibanje tijela u op¢em slucaju rastavlja se na translaciju centra mase i rotaciju oko centra mase.
Ako postoje neki spojevi dodaju se pripadne reakcije u spojevima i jednadzbe ograni¢avanja
gibanja koje uvodi pojedini spoj.

Djelovanje impulsa S na tijelo:

2
my, , —mv,, = I Fdt=>'S (translacija centra mase)
1
le@,— e, =) M © (rotacija oko centra mase)
Od djelovanja trenutnog impulsa disk ¢e promijeniti koli¢inu gibanja. Kineticki moment se ne
mijenja jer impuls djeluje u centru mase diska.
mv,,—m-0=S = V., = S (pocetna brzina)
‘ Soom

lcw,—1.-0 =0 = @, =0
U pocetnom trenutku disk se ne rotira, $to znaci da pocinje klizati po podlozi. Sila trenja usmjerena
je suprotno smjeru klizanja.
Diferencijalne jednadzba translacije i rotacije tijela pod djelovanjem sila, prema 2. Newtonovom

aksiomu su:
m-a,=>F

lg &= N ®
Translacija centra:

ma, =-T (disk usporava)
T=uN=pmg
ac =t g
Rotacija oko centra:
l.e=T-R
1 24,9
“mR’s=pmgR = e="X2
5 Mg R
Ubrzanje toc¢ke D u trenutku kad pocne gibanje
ay, =a; +dp,c - (usporaval)

a, =a. —&-R=-310
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Dinamika tijela

Kotrljanje ¢e poceti kad brzina u tocki D postane jednaka nuli (pol brzina je u kontaktu diska s
podlogom), a istovremeno i ubrzanje apx postaje jednako nuli, jer ubrzanje pola brzina kod
kotrljanja mora biti usmjereno okomito na podlogu. Brzina to¢ke D odredimo iz brzine translacije
centra i pribrojenog doprinosa od rotacije oko centra:

Vp =Vc +Vp,c
=Vp, =V, —oR

<
o

Centar diska giba se po pravcu, tako da promjenu brzine centra u vremenu, uz zadanu pocetnu
brzinu vo i poznato usporenje a. =const., mozemo izraziti kao:
Ve =V, —act.

Kutna brzina diska mijenja se po zakonu:
t

a):jgdt+a)0:g-t (a9, =0)
0
Iz uvjeta vp=0, slijedi vrijeme t; nakon kojeg ¢e se disk poceti kotrljati:
2449 Vi
Vg =V, — —-—LX2tR=0 = ="
o = Vo — 4494 R t, 1 3u.g
b) Brzina centra i kutna brzina u trenutku t; kad po¢inje kotrljanje:
Zﬂk t = 219 Vo _ 2V
R Sykg 3R

2
Ve, =V — 40t = gvo
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