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Primjena egzaktne aritmetike na ocjenu tocnosti
numeri¢kog proracuna
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Sazetak

U radu je na sustavnom nizu primjera rijeSenih egzaktnom aritmetikom prikazan utjecaj pogreske
zaokruzivanja na to¢nost numerickog proracuna. Analiticka rjesenja u obliku cijelih brojeva ili
razlomaka usporedena su s numerickim rjeSenjima, dobivenim direktnim ili iteracijskim
postupcima. S napretkom racunala i algoritama za proracune cjelobrojnom aritmetikom ovim ¢e
pristupom biti moguce realnije ocjeniti tocnost numeri¢kog proracuna inzenjerskih problema.
Ipak, uvijek ¢e biti proracuna za koje nema pouzdana odgovora.
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1 Uvod

Svaki prorac¢un konstrukcije temelji se na skupu nuznih aproksimacija u odnosu na realnu
(izvedenu) konstrukciju i stvarna djelovanja. Zbog pretpostavaka proracuna neizbjezno unosimo
pogreske koje za dobro modeliranu gradevinu procjenjujemo na 10%, a za loSe modeliranu na
¢ak 30%, pri ¢emu su iz procjene iskljucene pogreske zbog aproksimacija dinamickih utjecaja
poput vjetra i potresa [1].

Izvori neizbjeznih pogresaka postoje u svakom od Cetiri koraka realizacije konstrukcije:
pri aproksimaciji konstrukcije matematickim modelom, zatim pri tvorbi numerickog modela,
prilikom numeri¢kog proracuna i pri izvedbi konstrukcije [2]. Razlike izmedu realnih i
proracunskih vrijednosti pretezno nastaju zbog idealizacija koje koristimo prilikom tvorbe
matematickog i numerickog modela te odstupanje izvedene konstrukcije od projekta. Zato se
smatra da proracunska tocnost mora biti ve¢a od uobicajene tocnosti rezultata barem za jedan red
veli¢ine, odnosno gresku u racunskim operacijama treba ograniciti na 0,1 — 1 %. U ovom radu
prikazan je nacin izdvajanja pogreske zaokruzivanja (koja je sastavni dio svakog numerickog
prorauna) i procjena utjecaja loSe odabranog numerickog modela na gubitak znacajnih
znamenaka.

2 Broj uvjetovanosti kao ocjena pogreske
Poznato je iz numericke analize [3,4], gornja se granica ukupne pogreske zaokruzivanja prilikom

rjeSavanja linearnog sustava algebarskih jednadzbi Ku = f moze prikazati u obliku dokazane
nejednakosti:
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gdje je u rjesenje, matrica K i vektor f su ulazni podaci, x(K) = ||[K™1||||K]| broj uvjetovanosti
sustava, a ||-|| neka vektorska ili matri¢na norma. Ako relativna pogreska ulaznih podataka ne
prelazi vrijednost strojne preciznosti, tada prema [5] izraz (1) mozemo zapisati kao
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gdje je p broj znacajnih znamenaka strojnoga zapisa i S broj o¢ekivanih to¢nih znamenaka
rezultata. Logaritmiranjem izraza (2) dolazimo do ,,jednostavnoga“ izraza za procjenu gubitaka
znacajnih znamenaka s = p —logk(K). Jednostavnost izraza kvari netrivijalan nacin
odredivanja broja uvjetovanosti, jer treba invertirati matricu, Sto je za velike sustave spor i
memorijski zahtjevan postupak.

lako postoje misljenja da je gornja granica pogreske (2) previse pesimisticna odnosno
presigurna, pa ¢ak i da pogreska zaokruzivanja ne moze ugroziti dobivene rezultate [6], Cini se
da treba biti oprezan. U nastavku je opisana primjena egzaktne aritmetike na prognozu pogreske
temeljene na izrazu (2).
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3 Realizacija postupka

Temeljna je zamisao odrediti sve ¢lanove osnovnog sustava K, u i f u obliku cijelih brojeva i
razlomaka, ¢ime isklju¢ujemo utjecaj pogreske zaokruzivanja. Tako realizirani sustav i njegovo
rjeSenje nazivamo etalonom. Da bismo proveli postupak moramo upotrijebiti programske pakete
koji podrzavaju simbolicku algebru, a sustav mozemo rijesiti izravnim ili obratnim postupkom.
U potonjem slucaju komponente vektora u takoder su racionalni brojevi. Pozeljno je da etalon
opisuje neki realni problem.

Nakon §to smo K i f realizirali racionalnim brojevima koristimo ih kao ulazne podatke za
numericki proracun i pohranjujemo ih u strojnom obliku dvostruke preciznosti. Budué¢i da
zapisivanje brojeva u memoriji racunala sadrzi pogresku zaokruzivanja nastaje perturbirani
sustav koji ¢e tijekom rjeSavanja primjenom nekoga numerickog postupka vise ili manje
akumulirati pogresku. Na kraju iz usporedbe cjelobrojnog i numerickog rjesenja mozemo odrediti
tocan gubitak znacajnih znamenaka odnosno iznos pogreske.

Gomilanje pogreske u racunskim operacijama moze biti brzo i znacajno ako je rije¢ o lose
uvjetovanom sustavu ili o nestabilnom algoritmu koji dodatno inducira pogreske. Brojne analize
iz podruc¢ja proracuna gradevinskih konstrukcija potvrduju vezu izmedu loSe uvjetovanosti
sustava i loSeg projektiranja odnosno modeliranja, ¢ak iako podrazumjevamo stabilan postupak
proracuna [2].

Za realizaciju etalona odabran je Lagrangeov trikubi¢ni konacni element u obliku kvadra.
Element je C° kompatibilan s koordinatnim funkcijama u obliku Lagrangeova polinoma trec¢eg
stupnja. Sadrzi 64 pravilno rasporedena ¢vora sa tri translacijska stupnja slobode $to ukupnu daje
192 nepoznanice. Formulacija kona¢nog elementa pri kojemu su eliminirani svi utjecaji koji
pogorsavaju broj uvjetovanosti, a clanovi matrice krutosti odredeni u obliku racionalnih brojeva
dana je u [7]. Kao opterec¢enje odabrano je ¢isto savijanje kojemu pripada analiti¢ko rjesenje koje
ne sadrzi beskonacne vrijednosti, a desna je strana sustava odredena obrnutim postupkom. Modeli
su pridrzani minimalno potrebnim brojem pravilno rasporedenih veza.

Uspostavljene su dvije grupe ectalona: dobro uvjetovani modeli s Lagrangeovim
elementima jednakih stranica i modeli kod kojih je omjer stranica izrazito nepovoljan (izduZeni i
plocasti elementi) ¢ime je pogorSana uvjetovanost sustava.

Numericki proracuni provedeni su programskim paketom Wolfram Mathenatica na dva
nacina: izravnim multifrontalnim postupkom IMF (algoritam pod naredbom LinearSolve uz
Stedni zapis matrice) i klasicnom metodom konjugiranih gradijenata CG [8] (programiranom u
Mathematici).

4 Rezultati proracuna

Dio rezultata proracuna - usporedbe etalonskih i numerickih rjeSenja (dobivenog IMF
postupkom) do stupnja diskretizacije 7x7x7 preuzet je iz [7, 9]. Prosirenje na veé¢e modele i druge
numericke postupke realizirano je radnom stanicom nabavljenom sredstvima istrazivackog
projekta Hrvatske zaklade za znanost [10].

Osnovni podaci o proracunskim modelima s procjenom gubitka znacajnih znamenaka
prema izrazu log k(K) priloZeni su u tablici 1. Za proracun broja uvjetovanosti upotrijebljen je
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algoritam pod naredbom MatrixConditionNumber uz izbor norme dva. Spektralna norma ili
norma dva odabrana je jer daje najmanju vrijednosti broja uvjerovanosti [5].

Tablica 1. Osnovni podaci o diskretizaciji uz teorijsku procjenu broja izgubljenih znacajnih

znamenaka

Stupanj Broj Broj Broj izgubljenih znamenaka log x (K)
diskretizacije | elemenata | nepoznanica Kocka Ploca Stap
Ix1x1 1 186 4,5 9,5 8,7
2x2x2 8 1023 52 9,7 8,8
3x3x3 27 2994 5,6 10,0 9,1
4x4x4 64 6 585 6,0 10,2 9,3
5X5x5 125 12 282 6,2 10,5 9,5
6X6x6 216 20 571 6,5 10,7 9,7
TXTxT 343 31938 6,7 10,9 9,9
8x8x8 512 46 869 6,8 11,0 10,0
9%x9x9 729 65 850 16,7 17,8 16,9
10x10%10 1 000 89 367 7,3 10,8 10,6
11x11x11 1331 117 096 7,2 11,4 10,4
12x12x12 1728 151953 7,3 11,5 10,5

Rezultati su ocekivani u dva smjera: s poveéanjem stupnja diskretizacije raste broj
racunskih operacija i gomilanje pogreske zaokruzivanja, a sustav postaje losije uvjetovan uz isti
stupanj diskretizacije ali lo§ oblik elementa.

Blagi porast procjene gubitaka znacajnih znamenaka kod vec¢ih modela poremecen je
skokom broja uvjetovanosti kod diskretizacije 9x9x9 koji procjenjuje gubitak svih znacajnih
znamenaka strojnog zapisa dvostruke preciznosti (¢ak i za model kocke). Pretpostavljamo da
dijagonala matrice krutosti sadrzi ¢lan male vrijednosti u odnosu na ostale pa raste raspon vlastith
vrijednosti. Omjer maksimalne i minimalne vlastite vrijednosti direktno utjece na vrijednost broja
uvjetovanosti [2,11].

Usporedba procijenjenog i stvarnog gubitaka znacajnih znamenaka za pojedine modele
prikazana je na slici 1. Ekstrapolacija procjene gubitka odredena je na temelju prvih sedam
stupnjeva diskretizacije [7].

Iz grafickoga prikaza vidljivo je da su tocni gubici znamenaka vrlo blizu teorijske
procjene. Kod losije uvjetovanih modela (plocasti i Stapni elementi) s veliki brojem nepoznanica
(> 90 000) tocan broj i procjena se podudaraju. Nesto vece odstupanje primje¢ujemo kod modela
ploCe i Stapa s manjim brojem nepoznanica, te kod modela kocke, bez obzira na stupanj
diskretizacije, §to potvrduje tvrdnje o vecoj ,,otpornosti rijedih i/ili pravilnih mreza na pogresku
zaokruzivanja.

Skok to¢nog broja izgubljenih znamenaka za diskretizaciju 9x9x9 svih modela zabiljezen
je samo kod rjesavanja IMF postupkom, dok za CG taj stupanj diskretizacije nije problematic¢an
i nema gomilanja pogreske zaokruzivanja. Ovaj je rezultat oCekivan jer je poznat utjecaj
dekompozicije matrice na gubitak znamenaka [2, 5].
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Slika 1. Ovisnost teorijske procjene i to¢nog gubitka znamenaka o broju nepoznanica za model:
a) kocke, b) ploce i ¢) Stapa

5 Zakljucak
Prema rezultatima u ovom radu neizbjezna pogreska zaokruzivanja sigurno smanjuje to¢nost

naSih numerickih proracuna. Na jednostavnom primjeru cistog savijanja, diskretiziranog s
nekoliko stotina do 1,5 10° nepoznanica, rijeS§enog primjenom dvostruke preciznosti, todan



6 9. susret Hrvatskog drustva za mehaniku
11.1 12. srpnja 2019., Zagreb

gubitak znacajnih znamenaka iznosi 5 za dobro te 11 za loSe uvjetovane modele, pri ¢emu
teorijska procjena prema normi dva dobro prognozira vrijednost gubitka. Jasno, pomak opterec¢en
pogreskom zaokruzivanja ulazni je podatak za proracune reakcija, deformacija, naprezanja i
unutarnjih sila.
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