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Kratki teorijsko—povijesni uvod

Iteracijski pristupamo realnom, simetricnom sustavu
Ax = b,

reda n. Trenutacno rjeSenje i rezidual su:

X(i+1) = X@@) T P()s

rir) = b — Axiiy.
Prirast rjeSenja prikazemo diskretiziranim Ritzovim postupkom:

Po) = 2@ aw,
gdje su
D) = [dra) Do) - Pmi) ]

aG = [ane) G20 - Gm) -
gt Hrzz ’ ’ ’



Kratki teorijsko—povijesni uvod

Ako su poopcena Ritzova matrica i vektor opterecenja
A T P T
A(z) = CI)(i) A‘I)(z) 1 I‘(z) = (I)(i) I‘(i),
oboje reda m, funkcional opadanja energije unutar koraka jest:

ar(I;) A(i) ag) — a'(I;-) f‘(i).

N | =

Af(aw)) =

Iz uvjeta najveceg opadanja dobivamo mali sustav (m « n)

Amai) = I,
koji treba rijesiti u svakom koraku. Potom odredimo
PG),  X(i+1) 1 T(g1)-

Prekid postupka: [r(;[2 < &[r(g)|2-
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Kratki teorijsko—povijesni uvod

Prosirenja:
X(i+1) = X(@) T W) P(i)
Li+1) = (i) — W6 APe),
gdje je w(;) € (0,2) faktor relaksacije poznat iz postupka SOR.
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Kratki teorijsko—povijesni uvod
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(Received 19 May 1978)

Abstract—A method of solving a set of linear ions through iterati process is described. In every step of the
process the Ritz method is applied. With a suitably chosen dure for g dinate vectors, the process
is efficient when applied to nonlinear and in some cases even to linear problelm Present experience is limited, and
no objective criteria have been developed for ana pmm judgment of coordinate vectors what would very probably
contribute to the effici . Some d algorithms can be interpreted as special cases of this
procedure.

@ povratak postupku: rane devedesete
@ motivacija: rad S. Poli¢a na plo¢ama umjerene debljine
@ pristup metodom konacnih razlika

o rijeseno 1,6 - 10° jednadzbi
Syt Hrzz G



Kratki teorijsko—povijesni uvod

PROGRAM GCGMETHOD

cHHHHHHHHHHH BRI R

c iterativni algoritam za rjesavanje velikih sustava

c linearnih algebarskih jednadzbi oblika ’Ax=b’ sa

c simetricnom i pozitivno definitnom matricom sustava ’A’
c izradili: Prof.dr. Josip Dvornik dipl.ing.gradj.
c Damir Lazarevic dipl.ing.gradj.

CHIHHHHHHHHHHHBR AR
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)

CHHHFHHHAHHHHBHHHH B R HH R A H R AR BRI B

c NM - broj koordinatnih vektora
c sve potrebne vektore smjestamo u
c dinamicki alocirani vektor °’L’

CHIHHHHHHHHHH B R BRI

PARAMETER (NM=5, NMAX=100000000)
g Hrzz  COMMON L(NMAX) e



Kratki teorijsko—povijesni uvod

I1=2%K+1
I2=T1+K
I3=I2+N+1
I4=I3+2*N
I5=I4+2*N
I6=I5+2%N
I7=I6+2*N
I8=I7+2*N*NM
I19=18+2*N*xNM
I110=19+2x%N
I11=I10+2*NM*xNM
I112=I11+2*NM
I113=I12+2*NM
I114=I13+NM-1

CALL INPUT ( N,K,I14,L(1),L(I1),L(I2),L(I3),0M1,0M2,EPS1,EPS2 )

CALL SOLVER ( N,NM,0M1,0M2,EPS1,EPS2,L(1),L(I1),L(I2),L(I3),
* L(I4),L(15),L(I6),L(I7),L(I8),L(I9),L(I10),L(I11),

* L(I12),L(I13) )
gt Hrzz Wy



O koordinatnim vektorima

povremena primjena kroz strucni rad zavoda
povratak drugi put: 2014. godine

istrazivacki projekt HRZZ—a: 2015. godine
poboljsana inadica: IRM (Iterated Ritz Method)

nije rije¢ o iteraciji po potprostorima

najblizi su projektivni postupci
Sve je u koordinatnim vektorima
Uvjet konvergencije:
@) =[] £ [ro]-
MoZe ih biti i viSe, samo moraju biti linearno nezavisni:

i) = [Pre) pe-1) P60 Pae oo |- »
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O koordinatnim vektorima

e matrica P: ,jeftina” i dobro aproksimira A !
@ tvorba: SOR, SSOR, ICC, AMG, SAl, ¢ak i losi postupci, ...
e preduvjetovanje: P = M~L, (M"'Ax = M~'b)
o realizacija: razliciti redoslijedi nepoznanica
Ovisno o ®(;) neki su postupci posebni slu¢ajevi IRM-a:
o Gauk-Seidel: ®(;) = [e(i)] 1wy =1
SOR: kao GS ali w(;) # 1
najstrmiji silazak: ®;) = [r(i)]
Jacobi: ®(;) = [D_1 r(i)]
konjugirani gradijenti: ®(; = [r(i) P(i—1)]
Krilovljevi postupci: ®(;y = [ro) Are) A?rg ... |

projektivni postupci,. ..
iyt Hrzz o



Trenutacno stanje postupka

@ jedan ili dva vektora vjerojatno premalo

o visSe vektora: veCe smanjenje energije, ali ,,skuplji” korak
o teZnja: mali broj u¢inkovitih vektora (m < 10)

@ skup potencijalno dobrih vektora je golem

o teorija i kriteriji izbora optimalnog potprostora nepoznati
Trenutacéno stanje postupka
Vektori generirani postupkom SSOR (2 < m < 10):
¢1,5) = Lg' DUg" r(),
¢;) = Lg' DU (Ag; 1),  J=2,...,m—1,
P, (5) = P(i-1)

o8, Hrzz gdje je € ¢ (0,2) lokalni faktor relaksacije. or
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Realizacija 1 testiranje

Ukratko o realizaciji i testiranju

e gfortran, 64-bitne inacice: Ubuntu (5.3.1) i OS X (6.1.0)

@ Stedni zapisi matrice: CSC ili CSR, adresirano 512 GB RAM-a
@ spajanje s FEAP—om (8.4.1)

@ provjere na:

o vrlo malim modelima (korak po korak)
e razliCito generiranim ravninskim i prostornim reSetkama
e raznovrsnim modelima iz naSe prakse

@ nuzno: poznata je ovisnost o naravi problema

o konvergencija ovisi o razdiobi krutosti, lezajeva i optereéenja
@ rijeseno preko 107 (ekstrem 1,9 - 10%) jednadzbi

@ broj uvjetovanosti 10® < k(A) < 101!

@ popunjenost matrice: od 10~* do 107

11



Realizacija 1 testiranje
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Realizacija 1 testiranje
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Realizacija 1 testiranje




Realizacija 1 testiranje
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energija

Realizacija 1 testiranje
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Realizacija 1 testiranje
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Realizacija 1 testiranje
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Real a 1 testiranje
| FEAP ]

IRM(10)

residual
o
9
3
8

A IRM
1e05 || |
1e-06

1000 2000 3000 4000 5000 6000
step

temeljna prednost: vrlo stabilan postupak

dobri rezultati za veliki £(A) i mali €

razlog: ne primjenjuje se rekurzivna A-ortogonalizacija
manja osjetljivost na gomilanje pogresaka zaokruzivanja

provjere uz primjenu egzaktne aritmetike (Mathematica)

ulazni podaci i tijek prora¢una: cijeli brojevi i razlomci
‘-i. Hrzz g
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Primjena egzaktne aritmetike
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Primjena egzaktne aritmetike

Ir i) |2
A HI‘(O) P
10710
IRM-CGpT CGpr
IRM-CGg
1
CGgm
10—20_
k(A) = 6,4-10%2
Yy

Syt Hrzz B
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Buduéi razvoj

Teznja: povecati omjer Ar(;)/At(;) (malo brzih koraka)
Putovi napretka

e traganje za boljim vektorima (zapravo matricom P)

@ primjena zamisli spektra reziduala

donji dio gornji dio
spektra spektar spektra
reziduala

‘-'. Hrzz



Buduéi razvoj

Minimizacija kvadrata reziduala

fx) = EXTAX — xTh.

rir = (b — Ax)T (b — Ax) = b™b — 2xTAb + xTA%x

1
g9(x) = ixTAzx —xTAb

A%2x = Ab,

@ polazni sustav loge preduvijetovan s A: k(A2?) = k(A)?

e A? vise popunjena od A
@ isti vj i (Aj)a2 = (}\?)A
Syt Hrzz -’
o 24



Buduéi razvoj

min f(x): energija pada monotono, rezidual nepravilno

min g(x): oboje pada monotono (IRM stabilniji i ¢esto brzi)
ne primjenjujemo rezidual A r, negor

istoznaéno preduvijetovanju s A~!

vra¢a uvjetovanost izvornoga sustava
‘-'. Hrzz SF
=



Buduéi razvoj

I (5)ll2
|r (o)l

T /\\/A 72 260 360

s min g(x)
na min f(x)

log

s min f(x)
na min g(x)

10710

»preskakanje” min g(x) min f(x)

gt Hrzz wfv



Buduéi razvoj

Optimizacija koda

prof. Fresl sa suradnicama

brizljivo programiranje (20% brzi korak)

bitni nacini programskog prevodenja i povezivanja

1 ucinci optimizacijskih opcija
@ ponesto u posebnom c¢lanku

Sto jos?

brojna testiranja i usporedbe s drugim postupcima

paralelizacija: svakom koordinatnom vektoru procesor

obeava primjena na nelinearne probleme

‘-i. Hrzz g
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Nenade, nedostajes nam — jako!

Kratica projekta: YODA.

Hard to see, the dark side is.

YoDA
Georg Lucas: Star Wars, Episode I:
The Phantom Menace (1999.)

Syt Hrzz e
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