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Predgovor

Namjena je mini-simpozija razmjena iskustava medu istraZivaCima iz podrucja
suvremenih postupaka proracuna, uz raspravu o nekim trendovima u gradevinarstvu.
Skup je ujedno i zadnja sastavnica istrazivackoga projekta Novi, ucinkoviti iteracijski
postupak proracuna konstrukcija — poopcenje suvremenih postupaka, koji je financirala
Hrvatska zaklada za znanost od 2014. do 2019. godine.

Ritzov postupak i njegove inacice primjenjuju se uspjesno za diskretizaciju kontinuiranih
problema, ali primijeceno je da sama zamisao i interpretacija postupka nemaju Siru
primjenu u podrucju rjeSavanja sustava algebarskih jednadzbi. Na Katedri za statiku,
dinamiku i stabilnost konstrukcija Zavoda za tehnicku mehaniku zagrebackoga
Gradevinskog fakulteta razvijen je Iterirani Ritzov postupak (engl. Iterated Ritz Method
— IRM), novi iteracijski algoritam utemeljen na razvoju prirasta rjeSenja unutar skupa
Ritzovih vektora u svakom koraku iteracije. Postupak predstavlja poopcéenje brojnih
iteracijskih postupaka, daje motivaciju za njihovo poboljsanje, a kao samostalan pristup
obecava u linearnim, nelinearnim i optimizacijskim problemima. Pokazuje dobre
rezultate u primjeni na velike sustave slabo popunjenih matrica iz konstruktorske prakse.
Istrazivanje i realizacija algoritma nisu niti izbliza zavrSeni, nove zamisli su dobrodosle,
a mogucnosti suradnje s kolegama koji se bave proracunima velikih modela, poput
sudionika ovoga skupa, prakticno su neogranicene.

U tri pozvana predavanja i deset izlaganja prikazano je stanje razvoja nekih numerickih
i eksperimentalnih postupaka za rjeSavanje inZenjerskih problema. Skup je namijenjen
¢lanovima znanstvene zajednice koje Zelimo upoznati s rezultatima projekta. Nadamo
se da ce Siri pogled na prikazane inZenjerske probleme otvoriti nova podrucja primjene
predloZenog postupka i potaknuti njegov daljnji razvoj.

Clanovi projekta YODA zahvaljuju Gradevinskom fakultetu Sveudilista u Zagrebu na
financijskoj potpori za tiskanje Zbornika radova.

Uredivacki odbor skupa
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Iterirani Ritzov postupak: pocela, trenutacno stanje,
buduci razvoj

Josip Dvornik!, Damir Lazarevic!, Antonia Jaguljnjak Lazarevi¢?

1Sveuciliste u Zagrebu, Gradevinski fakultet
2Sveudiliste u Zagrebu, Rudarsko — geolosko — naftni fakultet

Sazetak

U ¢lanku je opisan razvoj novoga iteracijskog postupka za rjeSavanje sustava linearnih alge-
barskih jednadzbi, utemeljen na primjeni diskretnoga Ritzova postupka u svakom koraku.
Pogodan je za izrazito velike sustave slabo popunjenih, ¢ak lose uvjetovanih, matrica. Osim
vlastitih obiljezja posjeduje i svojstvo opcenitosti, jer su mnogi iteracijski postupci samo po-
seban slucaj ovoga pristupa. To pomaze drugacijoj interpretaciji tih postupaka, sto doprinosi
razumijevanju njihovih prednosti i nedostataka, a time i zamislima poboljSanja. Algoritam je
realiziran samostalno, a potom je pridruzen programu otvorena koda FEAP. Provedene su
raznolike provjere, posebice na prakti¢cnim modelima. Postupak je tek djelomice istrazen, ali
ve¢ pokazuje dobre rezultate.

Kljucne rijeci: Ritzov postupak, metoda konjugiranih gradijenata, postupak uzastopne
prekomjerne relaksacije, preduvjetovanje, to¢na aritmetika

Iterated Ritz Method: fundamentals, current state
and future development

Abstract

Development of a novel iterative solver for linear systems of algebraic equations, based on a
discrete Ritz method, is described. It is suitable for extremly large, even ill-conditioned, spar-
se systems. In addition to its own characteristics, it also has a feature of generality, as many
iterative methods are only special cases of this approach. It also helps in different interpre-
tation of these methods, which contributes to understanding of their advantages and limi-
tations, and hence gives motivation for their improvement. The algorithm was developed
independently, and then implemented into the open source finite element program FEAP.
Also, various checks were conducted, especially on practical models. Although the method
has been only partially studied, good results have already been obtained.

Key words: Ritz method, conjugate gradient method, Method of successive overrelaxation,
preconditioning, exact arithmetic
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1. Kratki teorijsko — povijesni uvod

Poznato je, rjeSavanje realnoga, linearnog sustava
Ax=b (1)

sa simetricnom i pozitivno definitnom (SPD) matricom, ekvivalentno je minimizaciji
pripadajucega funkcionala energije (kvadratne forme)

f(x):%xTAx—be. (2)

Godine 1978. J. Dvornik je objavio iteracijski postupak minimizacije izraza uteme-
lien na rjeSavanju maloga sustava jednadzbi unutar svakoga koraka [1]. Ukratko,
ako prirast rjeSenja u (i)-tom koraku prikaZzemo diskretiziranim Ritzovim postupkom

Py = Ppa, (3)

gdje je @ = [¢1.(i) ¢2m... ¢m,(l.)] matrica linearno nezavisnih koordinatnih vektora, a
a, vektor pripadajucih koeficijenata, smanjenje energije nakon prirasta (3) takoder
je kvadratna forma

A T
A =an Ty, (4)

of(a,, ) Z%a(Tf 3

)
gdje je &, -9),a0, poopcena (Ritzova) SPD matrica, a 7, = 9], poopceni (Ritzov) vektor
reziduala, oboje reda m. Minimizacijom (4) dobivamo sustav jednadzbi

A,a, =T, (5)

"3 =N

koji treba rijesiti u svakom koraku. RjeSenjem odredimo prirast (3), a potom i trenu-
ta¢nu aproksimaciju X=Xt @, Py gdje je wme(O,Z) faktor relaksacije, poznat
iz postupka uzastopne prekomjerne relaksacije (engl. successive overrelaxation)
koji moZe ubrzati konvergenciju. Odredivanje optimalnoga w,u svakom koraku nije
isplativo (koraka je manje, ali predugo traju), pa se prema numeri¢kim pokusima i
iskustvu bira konstantan iznos na pocetku proracuna. Rezidual obi¢no definiramo
rekurzivno kao T a)mApm i povremeno ga (svakih k koraka), zbog gomilanja
pogreSaka zaokruZivanja, obnavljamo iz uvjeta ravnoteze L. b- Axm. Iteracijski
slijed zavrsava ako je || r, ||2 <g || Ty || » gdje je r, poCetni rezidual (r,=b ako je u,
=0), a gje vrlo mali pozitivan broj.

Znaci, u svakom koraku tvorimo koordinatne vektore koji razapinju potprostor unu-
tar kojega smanjujemo energiju sistema. Zato treba rijesiti sustav (5). Ako je w =1,
rijec je o najve¢em smanjenju (lokalnom minimumu), sto za globalnu konvergenciju
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nije nuzno optimalno. Dimenzija sustava je mala, puno manja od broja nepoznanica
(), jer ga nekim (najéesée izravnim) postupkom treba rijesiti u svakom koraku. Time
postupno reduciramo energiju (2), do pronalaska globalnoga minimuma. Ocito je
rije¢ o kombinaciji iteracijskoga (preciznije, gradijentnog) i izravnoga postupka rje-
Savanja sustava. Pseudokod je prikazan u nastavku.

Iterirani Ritzov postupak

1: Potrebno: A, b, w, k, ¢

2: Rezultat: x;  pribliZno rjeSenje

3: i + 0 brojaé¢ koraka

4: X(; + 0 pocetno rjesenje nul-vektor

5 1 < b rezidual jednak opterecenju

6: repeat

7 B & [Drp dap 0 bmyy)  definiranje koordinatnih vektora
8: K(,»} +— ‘I’E)A'i'(i) tvorba .male” matrice sustava

9 T & «fbg)r{,-) tvorba . maloga” vektora desne strane
10:  ag) + K(_i)lf(,-} rjesavanje ,maloga” sustava

11:  pg « P;aE  odredivanje prirasta rieSenja

12:  X(31) & X(; + Wp(;)  proracun novoga pomaka

13:  if imodk # 0 then

14: T(iy1) ¢ ') — WAp)  rezidual rekurzivno
15 else

16: riy1) & b — Ax(yy) rezidual iz ravnoteze
17: end if

18: i+ i+ 1 povetanje brojaca koraka

19: until [|r(,-}||-3/[|r(g}||g < £

U radu [1] istaknuta je i opéenitost algoritma. Pokazano je, postupci GaulR—Seidela,
najstrmijega silaska i konjugiranih gradijenata mogu se interpretirati kao posebni
slucajevi pristupa. PredloZeno je nekoliko nacina tvorbe koordinatnih vektora, na-
pravljene su usporedbe medu postupcima, a rijeSeni su i karakteristicni primjeri.
Rad je zaklju¢en osvrtom na mogucénosti rjedavanja nelinearnih sustava. Clanak je
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1979. godine u izvornom obliku otisnut u ¢asopisu Computers & Structures [2]. Po-
Cetak prve stranice vidi se na sljedeéoj slici.

Computers & Structures Vol 10, pp. 217-223 0045-7949/79/0401-0217/$02.00/0
© Pergamon Press Lid., 1979, Prmited in Great Britain

GENERALIZATION OF THE CG METHOD APPLIED
TO LINEAR AND NONLINEAR PROBLEMS

Josip DVORNIK
Gradjevinski Institut, Janka Rakuse 1, 41000 Zagreb, Yugoslavia

(Received 19 May 1978)

Abstract—A method of solving a set of linear equations through i p! is described. In every step of the
process the Ritz method is applied. With a snmbly chosen procedm for generating coordinate vectors, the process
is efficient when applied to nonlinear and in some cases even to linear problems. Present experience is limited, and
no objective criteria have been developed for an a priori judgment of coordinate vectors what would very probably
contribute to the efficiency. Some standard iterative algorithms can be interpreted as special cases of this
procedure.

Na Zalost, rad je prakti¢ki ostao bez odjeka. Jedino je, prema Sturim podacima i sa-
znanjima J. Dvornika, osamdesetih godina postupak primijenilo nekoliko istrazivac-
kih ustanova, koje nisu publicirale podrucje i nacin primjene postupka. Prema nasim
saznanjima, ¢lanak je tih godina citiran tri puta [3-5].

Pocetkom devedesetih matematicar S. Poli¢ radio je na volumnom pristupu ploca-
ma umjerene debljine primjenom metode konacnih razlika. Dobivao je (za tadasnje
prilike) velike sustave, Siroke vrpce, pa su 1994. godine za njegove potrebe J. Dvor-
nik i D. Lazarevi¢ napravili poboljsanu inacicu postupka. Tada je, primjenom Sted-
noga zapisa matrice po redcima, rijeSeno pristojnih jednadzbi. Rezultati nikada nisu
objavljeni. PoCetak programa koji je primijenio Poli¢ priloZen je u nastavku.

PROGRAM GCGMETHOD

CHIHH R AR R

c iterativni algoritam za rjesavanje velikih sustava

c linearnih algebarskih jednadzbi oblika ’Ax=b’ sa

c simetricnom i pozitivmo definitnom matricom sustava ’A’
C izradili: Prof.dr. Josip Dvornik dipl.ing.gradj.
c Damir Lazarevic dipl.ing.gradj.

CHIHHHRHHH AR R

14
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IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)

CHIHHHHHHHHBEHHHHEHEEEHEEEEEHEEEEEEHEEREE

c NM - broj koordinatnih vektora
¢ sve potrebne vektore smjestamo u
c dinamicki alocirani vektor ’L’

CHIHHEEHE I IHHHHHHH

PARAMETER (NM=5, NMAX=100000000)
COMMON L (NMAX)
CHARACTER*12 NAME

WRITE(*,*)’ upisi ime input file-a: °’
READ (*,*) NAME

OPEN (1 ,FILE=NAME)
OPEN(2,FILE=’gcgsolve.par’)

CHERBBHHHH R FH R R BRI R BB R 3

c N - broj nepoznanica
c K - broj elemenata gornje trokutaste matrice ’A’
c razlicitih od nule

CHIHHHHE IR AR

READ(1,*)N,K

WRITE(*,*)’ upisi ime output file-a:
READ (*,%) NAME

OPEN (3,FILE=NAME)

CHIHHHHEHHE
c odredjivanje pocetaka svih vektora
CHIFFHHHHHHHHHHEE R

I1=2xK+1
I2=T1+K
I3=I2+N+1
I4=13+2*N
I5=I4+2xN
I6=I5+2*N
I7=16+2*N
I8=I7+2*N*xNM
I9=18+2*N*NM
I10=I9+2*N
I11=T10+2%NM*NM
I112=T11+2*NM
I113=I12+2*NM
I14=T13+NM-1

15
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Autori su se postupku vratili 2014. godine i na temelju dotadasnjih iskustava, ali i
novih zamisli, 2015. godine dobili istrazivacki projekt Hrvatske zaklade za znanost
Novi, ucinkoviti iteracijski postupak poracuna konstrukcija — poopcenje suvremenih
postupaka, u trajanju od Cetiri godine. IstraZivanjima su se pridruZzili N. Bi¢anic (koji
je iznenada preminuo 2016. godine), zatim A. Jaguljnjak Lazarevi¢, K. Fresl, M. Uros,
P. Gidak, E. Samec, M. Savor Novak i M. Demsi¢. Poboljsani postupak, skraé¢ena na-
ziva IRM (od engl. Iterated Ritz Method), pridruZen je programu otvorena koda za
realizaciju metode konacnih elemenata FEAP [6, 7]. Sredstvima zaklade nabavljeno
je moc¢no rac¢unalo pa su rijeSeni problemi reda veli¢ine od [8], do ¢ak nepoznanica
[9]. Dio novijih, kontrolnih proracuna atrija KneZeva dvora u Dubrovniku napravljen
je suvremenom inacicom postupka [10].

SRS
SN

Avay A
SRRERIRER

2. O izvornosti, konvergenciji i opéenitosti postupka

Lako je uoditi prirodnu i ne odve¢ tesku zamisao IRM-a. Unato¢ tomu, niti nakon
Cetrdeset godina, pristup i interpretacija nisu naisli na Siru primjenu medu istraZiva-
¢ima koji se bave iteracijskim postupcima rjeSavanja sustava [11, 12].

Nesluzbeno, prema jos$ jednoj povijesnoj crtici, rije¢ je o gotovo pedeset godina.
Naime, 1970. godine J. Dvornik prvi je put ¢uo o metodi konjugiranih gradijenata
od matematicara N. Ivancica [13], s kojim je radio u tadasnjem Institutu gradevinar-
stva Hrvatske. Nije bio zadovoljan svojim shvacanjem postupka, pa ga je pokusao
razjasniti na drugaciji, viSe interpretativan, inZzenjerski nacin. U traganju za zornijim
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Iterirani Ritzov postupak: pocela, trenutaéno stanje, buduci razvoj

predocenjem zapazio je ekvivalenciju algoritma s rjeSavanjem sustava reda dva u
svakom koraku, Sto se podudara s lokalnom minimizacijom energije u ravnini ra-
zapetoj s r, i Py Potom je uocio, i drugi osnovni iteracijski postupci mogu se
slicno interpretirati, a dovoljan je jedan vektor, rjeSavanje samo jedne jednadzbe u
svakom koraku. Uvidjevsi ove analogije postavio je logi¢no pitanje: Ako imamo po-
stupke s jednim ili dva koordinatna vektora, zasto ne pokusati s tri, Cetiri, pa i vise?
Tako je nastao IRM.
Postupak je samo povrsno sli¢an iteraciji po potprostorima u dinamici konstrukcija.
Tamo niz potprostora konvergira prema potprostoru vlastitih vektora i nakon ispu-
njenja kriterija podudara se s pribliznim rjeSenjem. Kod IRM-a priblizno konvergen-
tno rjesenje vektor je izvan potprostora, a potprostor ne treba konvergirati. Drugim
rijeCima, niz potprostora nema niti treba svojstvo konvergencije.
Za konvergenciju postupka dovoljan je (jedan) vektor potprostora koji nije ortogo-
nalan na trenutacni rezidual. To moze biti bas r, ili pomnozen nekom pozitivho
definitnom matricom. Ostali vektori biraju se slobodno (i razli¢ito su ucinkoviti), ali
moraju biti linearno nezavisni. Uzima se i Py doduse ortogonalan na rezidual, ali
doprinosi brzini konvergencije. Poznat je od ranije, pa je “besplatan”, za razliku od
ostalih vektora koje treba nekako generirati. Ako je proracun konvergentan, suma
rjeSenja malih sustava teZi prema rjesenju velikoga sustava, a suma prirasta energije
malih sustava monotono pada i teZi prema minimumu energije (2) velikoga sustava.
Prema matematickoj interpretaciji, postupak bi spadao u skup projektivnih postu-
paka [14, 15] kod kojih je projekcija -dimenzijskog prostora na tzv. potprostor pre-
traZivanja (engl. search subspace) dimenzije definirana uvodenjem dodatnih uvjeta.
Najcesce je rije¢ o ogranicenju Petrov—Galerkin: ortogonalizaciji reziduala na line-
arno nezavisnih vektora koji tvore tzv. potprostor ograni¢enja (engl. subspace of
constraints). Potprostori pretraZivanja i ogranicenja mogu se podudarati, pa je rije¢
o ortogonalnom projektivnom postupku.! To je slucaj IRM-a, ali samo ako je w =
1. Izvodom IRM-a iz Ritzova rastava (3), uz energijsku interpretaciju iteracije, uvjet
ortogonalnosti reziduala na potprostor nije potreban — proizlazi izravno iz postupka
[8]:
(D(T)r(wl) - (D(j) (b—AX,))
= Db A(X, 4P ;)

_ T T T

=@ b0 Ax;, ~D; AP, (6)
_ T T

=@, (b-Ax;)) -0, AD 2,

_ T A _ T —_

=@, —Ana,= Ol 1

=®@'r. —-®'r =0.

(OO GRONE

1 U protivnom, projektivni postupak nazivamo posrednim (engl. oblique).

17



Mini simpozij o numerickim postupcima

Ako je w # 1, ortogonalnost ne vrijedi. U ¢lancima o projektivnim postupcima ra-
spravlja se o konvergenciji, uz odredena svojstva sustava i potprostora, ali se za
tvorbu koordinatnih vektora upotrebljavaju rekurzije i ortogonalizacije (opéenito
transformacije), kojima se nepotrebno suzava podskup dobrih vektora i izbjegava
rjeSavanje maloga sustava. Time, prema nasim numerickim testovima, iskustvu na
prakti¢nim primjerima i strogim dokazima na posebnim slucajevima, postupci po-
staju manje stabilni od IRM-a. Za op¢i dokaz ove tvrdnje (i stabilnosti IRM-a opceni-
to), trebalo bi traZiti pomo¢ matematicara.

Ovisno o izboru matrice (D(a razlikujemo brojne iteracijske postupke. Analogije ne
sluZe brzoj realizaciji tih postupaka u odnosu na uvrijeZene nacine [16], nego dopri-
nose njihovu pojasnjenju i istiCcu opcenitost ovoga iteracijskog algoritma. | jedno-
struko ili visestruko preduvjetovanje (engl. preconditioning) sustava [17, 18] moze-
mo interpretirati primjenom (jednoga ili vise) koordinatnih vektora [8, 9]. Za IRM
preduvjetovanje ne znaci nikakvu bitnu promjenu algoritamskoga slijeda.

3. Sve je u koordinatnim vektorima

Mi bismo htjeli odrediti matricu (Dm tako da postupak bude brzi od postojecih.
Premda Zelimo da broj koordinatnih vektora m ostane malen, ¢ini nam se da je
samo jedan vektor (kao kod Jacobija, Gaull — Seidela, uzastopnoga prekoracenja i
najstrmijega silaska) ili dva (kao kod konjugiranih gradijenata) manje od optimuma.
Jasno, broj je vektora puno maniji od n, pa priblizni prirast P, moZe u ranoj fazi po-
stupka samo s vrlo malom vjerojatnoséu pronaci rjesenje x.

Zamislimo da dvama koordinatnim vektorima metode konjugiranih gradijenata do-
damo tredi. Time potprostor prosirujemo na tri vektora, pa je u usporedbi s onim
koji sadrzi samo dva razumno ocekivati ve¢e smanjenje energije po koraku. U naj-
gorem slucaju, doprinos dodatnoga vektora moze biti jednak nuli.? Tako razmislja-
juéi mozemo dodati Cetvrti, peti i sljedeée vektore, te ocekivati joS veée smanjenje
energije po koraku. Na taj bi nacin trebalo statickom sistemu u par koraka oduzeti
vecinu energije i “prigusiti ga” prema najnizoj tocki — rjesenju. OcCito je zamisao
o prosirenju potprostora privlacna, ali samo do neke mjere. S jedne strane, gene-
riranje vektora ne smije biti vremenski zahtjevno, a s druge strane, pretjerivanje
s njihovim brojem povecava mali sustav kojega treba rijesiti u svakom koraku. U
krajnjem slucaju, ako bi dimenzija potprostora bila jednaka broju nepoznanica, mi-
nimizirali bismo ukupnu energiju i odredili rjeSenje u prvom koraku (zbog pogresaka
zaokruzivanja mozda u drugom), ali po “cijeni” jednakoj ili ve¢oj od one za izravno
rjeSavanje sustava.

2 Mozemo zakljutiti i ovako: minimum funkcije energije u $irem potprostoru ne moze biti veci (viSe razine)
od minimuma u manjem potprostoru.
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Mala matrica A(0 moze biti singularna (ili skoro singularna — lose uvjetovana), ako
su neki koordinatni vektori tocno (ili priblizno) linearno zavisni. Ako ih je vise od
dva, nije jednoznacno definirano koji treba odbaciti. Tada bismo mogli razmisljati o
toc¢noj ili pribliznoj ortogonalizaciji takvih vektora, Sto “poskupljuje” korak.

Zato treba razmisljati o postupku tvorbe kojim nije (ili je rijetko) moguée generirati
(gotovo) zavisne vektore. Radi lakSe realizacije zamisli i tijekom proracuna mozemo
mijenjati nacin generiranja vektora. Ako se zavisnost ipak dogodi, postoji “spas u za-
dnji ¢as”, jer u postupku dekompozicije neke uporisne komponente (engl. pivots) od
Z\m postaju jednake (bliske) nuli. To moZemo prepoznati i upotrijebiti za izbacivanje
pripadajucih jednadzbi iz maloga sustava. Time smanjujemo dimenziju potprostora,
ali mala matrica postaje regularnai bolje uvjetovana. Ovaj se pristup pokazao brzim
i jednostavnim rjeSenjem problema linearne zavisnosti.

Skup iz kojega moZemo odabrati dobre koordinatne vektore iznimno je velik. Na
Zalost, nisu nam unaprijed poznati (i koliko smo upuceni nitko ne zna), kriterije za
izbor opcéeucinkovitih vektora. Niti je dovoljno poznata pozadinska teorija koja bi
olaksala biranje. Mogu¢nosti je mnogo i moZzemo se (za sada) zadovoljiti proved-
bom i usporedbom numerickih pokusa na brojnim primjerima. U pravilu, odredeni
podskup vektora za neke modele radi dobro, a za druge ne. U ovim uvjetima bili
bismo zadovoljni izborom dobrih vektora, a najbolji podskup (nekoliko brzih i o mo-
delima neovisnih vektora), bio bi ravan velikom otkriéu.

Dva su temeljna pristupa tvorbi koordinatnih vektora: opéi i posebni. U prvomu nisu
potrebni nikakvi dodatni podaci o modelu. Matrica sustava i vektor desne strane
dovoljni su za generiranje vektora. Ako je izbor vektora dobar, u vecini smo prak-
ticnih slucajeva zadovoljni s konvergencijom postupka. U drugom pristupu upotre-
bljavamo posebnosti koje vrijede za model koji rjeSavamo. Tada ocekujemo odli¢cnu
konvergenciju, ali samo za taj model (i moZda za mali skup njemu bliskih modela).
Postoji i mjesoviti postupak generiranja, kombinacija temeljnih pristupa. Neki nacini
realizacije opisani su u [8] i [9].

4. Trenutacno stanje postupka
Za sada su najbolji rezultati postignuti koordinatnim vektorima generiranim primje-

nom simetricnoga postupka prekomjerne relaksacije (engl. symmetric successive
overrelaxation) [19]. Dakle, prvi je vektor odreden kao

_1-1 -1
¢1'(1.) =L, DU, Ty (7)
a za ostale smo upotrijebili rekurzivnu formulu

8 =LaDUg (Ad, ;1 () J=2,.m, (8)
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gdje su L, i U, donja i gornja trokutna matrica od A s dijagonalnim elementima
pomnozenim faktorom Q. Rije¢ je o lokalnom faktoru relaksacije koji se ne mora
podudarati s globalnim w, niti mora lezati unutar intervala (0,2). Zapravo, upravo
istaknute trokutne matrice dobivamo ako napravimo prvi korak postupka obicne
prekomjerne relaksacije odozgo i odozdo, pocevsi od nul-vektora. Ovako generira-
nim vektorima pridruzen je i prethodni prirast rjesenja Py Upotrebljavali smo od
dva do deset koordinatnih vektora, uz w = 1i Q jednak 1ili 1,65 (pogledajte odjeljak
6).

Pojasnimo malo umnoZak u zagradi. Buduci da jedan korak u smjeru vektora ¢, daje
trenutalni prirast pomaka a¢,, gdje je o neki broj, rekurzivna formula za rezidual
daje - aA¢,. Ako na izraz primijenimo simetricnu prekomjernu relaksaciju, zbog
(7) dobivamo drugi vektor kao ¢,=¢-a L;lDU;l(A¢1). Vektor ¢, vec sudjeluje u tvor-
bi potprostora, a « utjeCe samo na duljinu novoga vektora (ne mijenja potprostor
koji taj vektor prosiruje), pa ¢, i @ moZemo izostaviti. Time dobivamo oblik (8). Brza
realizacija ovoga pristupa, koju bi trebalo dodatno istraziti, jest umjesto A upotri-
jebiti D.

5. Ukratko o realizaciji i testiranju

PriloZeni pseudokod realiziran je programskim jezikom gfortran [20]. Upotrijeblje-
na je 64 bitna Ubuntu inacica 5.3.1 i OS X inacica 6.1.0. Nakon provjere programa
na malim sustavima, generirali smo matrice krutosti i opterecenja velikoga broja
ravninskih i prostornih resetkastih nosaca. S jedne strane, Stapove smo postavljali
klasi¢no, tako da resetke tvore dobar staticki sistem. S druge strane, radi svjesnoga
pogorianja uvjetovanosti sustava, broja x{(A), Stapovima velikih razlika u krutostima
nepravilno smo spajali udaljene ¢vorove. Time smo tvorili nelogic¢ne resetke koje ne
mozZemo smatrati konstrukcijama. Na taj smo nacin program testirali na, s numeric-
koga gledista, dobrim i loSim modelima. Upotrijebili smo potpuno knjizenje matrice
po stupcima, a probali smo i po redcima [21]. Sli¢ni nacini spremanja postoje i u
FEAP-u, Sto je olaksalo spajanje koda s tim programom. Upotrijebili smo inacicu
8.4.1 [7]. Spajanje, programsko prevodenje i povezivanje s FEAP-om takoder je re-
alizirano gfortran-om.

6. Rezultati proracuna prakticnih modela

Nakon temeljnih provjera, analizirali smo nekoliko modela iz konstruktorske prak-
se na kojima smo radili prijasnjih godina (slike 1. do 8.). Radi jasnoce, na slikama
su izostavljeni prikazi opterecenja i lezajeva. Nepoznanice su pomaci, a ponegdje i
kutovi zaokreta. Popunjenost matrice krutosti odredena je kao omjer broja ¢lanova
Stednoga zapisa i broja svih elemenata matrice. Osnovni podaci o modelima priloZe-
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ni su u tablici. Istaknimo jos, najvedi k(A), odreden kao omjer ekstremnih uporisnih
komponenata pri dekompoziciji matrice A, iznosi 10* (primjer 6.), a najmanji 103
(primjer 4.).3

Broi slike Broj Broj Broj Broj ¢lanova Popunjenost

) ¢vorova elemenata nepoznanica Stednog zapisa | matrice
1 lijevo 1030301 1000 000 3060 300 123 026 091 1,31-10°
' desno 276 244 1461134 820 446 17 723 235 2,63-10°
5 lijevo 713078 278 499 206527 3826 156 8,97 - 10°
' desno 11844 11 664 69 984 1635876 3,34-10*
3 lijevo 3018 960 2918 728 8955 164 358 190 300 4,47 - 10°
' desno 486 1782 2754 54 594 7,20 - 103
4. 132 651 125 000 397 947 15692 116 9,90 -10°
5. 10329 16 104 61776 1434 447 3,76 - 10"
6. 21420 27 411 117 936 3133980 2,25-10*
7. 43 815 43 072 258 954 7053951 1,10 - 10*
8. 79 162 74 247 289 986 10251174 1,22 -10*

Modeli sadrze Stapne, ploSne i volumne elemente velikih razlika u krutostima, Sto
je za staticke sisteme u gradevinarstvu uobicajeno. Primjerice, Cesto spajamo ele-
mente velike uzduZne krutosti (debelih armiranobetonskih zidova) i male fleksijske
krutosti (tankih Celi¢nih limova) u ne bas uvijek optimalan oblik mreze. Zato je veliki
k(A) za modele gradevinskih konstrukcija neizbjezan. Takoder, razdioba je vlastitih
vrijednosti modela jednoli¢na, Sto je svojstvo dobro osmisljene konstrukcije, jer go-
milista vlastitih vrijednosti nepovoljno utjecu na dinamicki odziv i stabilnost (osjet-
ljivost) statickoga sistema.

Raznovrsne su provjere iteracijskih algoritama nuzne, jer je poznata njihova ovisnost
o naravi problema. Odnosno, mogu se prilagoditi za izrazito brzo rjesSavanje tipi¢nih
primjera, s unaprijed poznatim podacima kojima namjestimo klju¢ne parametre po-
stupka. Medutim, ¢im problem odstupa od ocekivanoga, ucinkovitost pada.

Na slikama 1. do 3. priloZene su razdiobe vertikalnih pomaka modela [pod a)], te
ovisnosti logaritma omjera reziduala || ri" ! || r, ||2 i energije (I, - 3 AIT)/I1, o bro-
ju koraka [pod b) i c)]. Crvena boja oznacava podrucje najmanjih, a ljubicasta naj-
vecih pomaka. Provedeni su proracuni IRM-om s dva, Cetiri, Sest i deset koordinat-
nih vektora (argument uz IRM) i Q =1,65 te metodom konjugiranih gradijenata bez
dijagonalnoga preduvjetovanju (CG) i s njim (CGD). Na slikama pod b) i c) moZzemo
uociti: s povecanjem potprostora opada broj potrebnih koraka, odnosno vece je
smanjenje reziduala i energijske norme po koraku. Cak i za dva koordinatna vektora
postupak brze konvergira od CG i CGD (koje takoder interpretiramo s dva vektora).

3 Dekompozicija matice sustava napravljena je samo radi procjene .
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Broj koraka za € < 10® (w =1 Q=1,65)
Broj slike
cG CGD IRM(2) IRM(4) IRM(6) IRM(10)
1 lijevo 580 567 243 102 67 38
" desno > 10* 5083 2381 1097 682 410
) lijevo >10° 53002 24 9995 8608 5166 2871
* desno 11091 8 966 4124 1381 888 498
lijevo 2157 1936 623 208 126 71
desno 2769 987 703 269 169 94

Na slikama 4. do 8. dodani su rezultati proracuna postupkom najstrmijega silaska
(SD), Jacobijevim postupkom (JAC) i metodom konjugiranih gradijenata s blok—¢vor-
nim (engl. block nodal) preduvjetovanjem (CGBN). IRM proracuni napravljeni su za
Q =1i prema broju iteracija postupak ostaje u prednosti. Opadanje energije slicno
je kao naslikama 1. do 3., pa smo funkcije izostavili. Za odabrane primjere proracuni
postupcima SD, JAC i CG presporo konvergiraju — potreban broj koraka nismo pri-
lagali. Istaknimo jos, rezultati svih primjera podudaraju se s rjeSenjima dobivenima
izravnim i iteracijskim postupcima koji su standardni dio FEAP-a.

Broj Broj koraka za € < 10% (w =Q=1)
slike 1 g CGD IRM(2) IRM(4) IRM(6) IRM(10)
4. 1396 1394 456 305 233 159
5. 2049 757 704 235 141 79
6. 4155 3114 1303 502 324 167
7. 4682 4040 1509 501 300 166
8. 5708 5155 1559 565 313 191

Treba priznati, postoji bolje preduvjetovanje metode konjugiranih gradijenata, pri-
mjerice (ne uvijek stabilnim) nepotpunim rastavom Choleskoga (engl. incomplete
Cholesky factorization) [22], zatim primjenom algebarskoga visemreZnog (engl. alge-
braic multigrid) postupka [23] ili priblizne inverzije (engl. approximate inverse) [24].

7. Bududi razvoj

Medutim, sigurno postoji bolji potprostor za IRM. Koordinatne vektore moZzemo ge-
nerirati bilo kojim od istaknutih ili drugim iteracijskim postupcima, pobrojavanjem
nepoznanica prema naprijed (engl. forward), unatrag (engl. backward), u skladu s
opadanjem komponenata reziduala, ili drugim obecavaju¢im redoslijedom. Poto-
nja dva pristupa iziskuju sortiranje Sto “poskupljuje” korak. Zato se moze razmis-
ljati o povremenoj obnovi reziduala, opcenito redoslijeda obilaZzenja nepoznanica.
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Slika 1. Proracun modela kocke (lijevo) i strojarnice HE Rama (desno; prikazana je samo polovina
modela) [28]: a) razdioba vertikalnih pomaka, b) opadanje reziduala, c) smanjenje energije
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Slika 2. Proracun atrija Knezeva dvora u Dubrovniku (lijevo) [29] i kupole dvorane “Kresimir Cosi¢”
u Zadru (desno) [30]: a) razdioba vertikalnih pomaka, b) opadanje reziduala, c) smanjenje
energije
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Slika 3. Proracun podzemnoga kamenoloma Kanfanar s okolnim podrucjem (lijevo; unutarnje prosto-
rije i stupovi nisu vidljivi) [31] i krovista buducega stadiona Kantrida na Rijeci (desno) [32]: a)
razdioba vertikalnih pomaka, b) opadanje reziduala, c) smanjenje energije
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lika 5. Kosarkaska dvorana Cibona [33]: a) model, b) opadanje reziduala
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Slika 6. Nadogradnja zgrade Euroherc osiguranja u Zagrebu [37]: a) model, b) opadanje reziduala
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Slika 8. Temelj i generator u tvornici SMIT transformers u Nijmegenu (presjek) [36]: a) model,
b) opadanje reziduala

MoZemo raditi i viSe ciklusa za tvorbu jednoga vektora. Primjerice, nekoliko puta
naprijed—nazad s razli¢itim iznosima Q. Time izgladujemo koordinatne vektore pai
rezidual, Sto doprinosi brzini konvergencije.

Postupci koji sluZze generiranju ne moraju biti optimizirani, kao za slu¢aj neovisne
primjene. Vrijede ¢ak i oni koji se ne upotrebljavaju samostalno, jer nisu dovoljno
brzi, robusni, numericki stabilni i sli¢no. Za IRM su dovoljni razmjerno “grubi” koor-
dinatni vektori koji se medusobno nadopunjuju u smislu smanjenja reziduala uzduz
razlicitih dijelova spektra.

Preciznije, ako r, rastavimo na vlastite vektore v, odA (j=1, ..., n), trebalo bi for-
mirati dva ili tri koordinatna vektora koji izgladuju donji dio spektra reziduala (malih
vlastitih vrijednosti k].) i dodati jos dva, tri, specijalizirana za gornji dio spektra, veli-
kih kj (slika 9.). Ne mora pri tome pojedini vektor dobro aproksimirati A r,, nego
potprostor koji razapinju svi vektori treba sadrzavati sto bolju aproksimaciju toga
umnoska. Njima bi trebalo dodati i Py~ bit uspjeSnosti metode konjugiranih gra-
dijenata. Sli¢no ucinku vecega broja ciklusa kod tvorbe jednoga vektora, ovdje svi
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vektori izgladuju potprostor. S porastom njihova broja (i/ili ciklusa za jedan vektor),
glatkoca reziduala raste, a broj koraka pada.

donji dio gornji dio
spektra spektar spektra
reziduala

Aj

Vame

Slika 9. Skica ¢estoga oblika spektra reziduala modela gradevinskih konstrukcija

Ako se netko sjeti boljega skupa (s jednim ili vise) koordinatnih vektora, bez teskoca
moze formirati matricu (D(,-) i upotrijebiti opisani postupak. Na taj na¢in IRM moZemo
smatrati opéim iteracijskim algoritmom, kojemu kao ulazne podatke (osim nuznih koje
trebaju svi iteracijski postupci), zadajemo i koordinatne vektore, odnosno potprostor.
Primjena egzaktne aritmetike. U raspravama o stabilnosti iteracijskih postupaka,
pa i IRM-a, programi s egzaktnom aritmetikom mogu pomodi, jer eliminiramo po-
gresku zaokruZivanja. Samo trebamo to¢nu prezentaciju ulaznih podataka (primje-
rice u obliku racionalnih brojeva) i sve se veli¢ine racunaju to¢no. Promotrimo jed-
nostavan cjelobrojni primjer:

4 -1 -1 1
A=-1 3 -1|, b=|2]| (9)
-1 -1 2 5

Broj uvjetovanosti je malen, x(A) = A /A, = 5,95, gdje su A nul-tocke vlastitoga
polinoma. Rjesenje potrazimo postupkom CG i IRM-om s dva koordinatna vektora,
TP,y Sto je (istaknuli smo) ekvivalentno CG-u. Postupak smo nazvali IRM-CG
[25]. Oba pristupa daju tocan rezultat nakon tri koraka, odnosno Xy = [31/1342/13
69/13]". To je u skladu s poznatim teoremom M. R. Hestensa i E. Stiefela [27], jer
sustav sadrZi tri nepoznanice. Pocetna relativha norma reziduala jednaka je (cjelo-
brojnoj) jedinici, a ostale su redom /179 /16,19 /567+/358 /15 i (cjelobrojna) nula.

Unesimo (samo) u prvom koraku cjelobrojni poremecaj A - ortogonalnosti za oba
postupka, nazovimo ga o. Primjerice, poremetimo trecu komponentu prirasta rje-
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Senja Py & Pyt 0. To u realnomu numerickom okruzenju odgovara gubitku or-
togonalnosti zbog gomilanja pogresaka zaokruZivanja, izrazenoga kod velikih i slabo
uvjetovanih sustava. Tada se IRM—CG ponasa stabilnije od CG-a (slika 10.). Zbog po-
remecaja vie ne vrijede pretpostavke teorema iz [27] i premda je rije€ o egzaktnoj
aritmetici, nisu dovoljna tri koraka niti se moZe pronaci egzaktno rjesenje. Kriterij
konvergencije moze biti neubicajeno malen (uzmimo ¢=10%°), jer sustav rjesavamo
bez pogreske zaokruZivanja, ali trebamo viSe koraka i vremena za proracun. To je
razumljivo, jer rastu cijeli brojevi, zatim onih pod drugim korijenom, te brojnici i
nazivnici koji odreduju to€ne vrijednosti svih varijabli. Medutim, manji € znaci sve
vecu prednost IRM—-CG-a.

broj koraka (i)

Y

IRM-CG
Hru;yH-_‘ ! R
g Hr'{(y Iz CG IRM-CG CG(d=1)
S d=10 =
Y !( ) (6=1)
t =t |
zbog § zbog rekurzivne

A -ortogonalizacije

Slika 10. Egzaktno opadanje reziduala uz poremecaj p, ,, +1

Razlika nastaje, jer u istaknutoj ravnini IRM—CG nalazi to¢no rjeSenje unutar koraka
(zato se rjesava sustav reda dva), a CG samo priblizno rjeSenje (odredeno rekurziv-
nom A — ortogonalizacijom, premda je provedena egzaktno). Drugim rije¢ima, zbog
o, CG rekurzijom dobiva egzaktnu gresku koja u svakom koraku egzaktno raste. Kod
IRM-CG-a ona postoji samo u prvom koraku (gdje je i uvedena), a bududi da se re-
kurzija ne upotrebljava, te greske u ostalim koracima nema (ne nasljeduje se). Zato
se IRM—-CG bolje “oporavlja” od (moZemo reci i perturbacije) 6.

LeZi li poremecaj ortogonalnosti u ravnini razapetoj vektorima Py i o primjeri-
ce u prvom koraku unesemo P & Pyt Ty IRM-CG daje egzaktno rjesenje u tri
koraka, kao da poremecaja nema, a CG “osjec¢a” teskocu (slika 11.a). Ako zadamo
poremecaj ortogonalan na ravninu, uzmimo Py <& Py, X Ty IRM-CG daje toc¢no
rjeSenje u Cetiri koraka (posljednja relativna norma reziduala je cjelobrojna nula), a
CG ne konvergira (slika 11.b).

Promotrimo jedan veci, realisti¢niji primjer — kocku s minimalno potrebnim brojem
lezajeva, optereéenu jediniénom silom na vrhu (slika 12.). Diskretizirana je Lagran-
geovim C° kona¢nim elementom sa 192 stupnja slobode. Unutarnji ¢vorovi nisu
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kondenzirani, a matrica krutosti odredena je egzaktno, racionalnim brojevima [37].
Vektor opterecenja takoder je tocan, zadan cijelim brojevima. Kocka je pridrzana
minimalnim brojem opruga cjelobrojnih krutosti, kojima smo utjecali na x(A). Su-
stavima 192 nepoznanice. Problem je rijeSen postupcima IRM—CG i CG, egzaktnom
aritmetikom (indeks E) i primjenom dvostruke toc¢nosti (indeks DT), uz £=10"°. Bez
obzira na k(A), tijek to¢noga proracuna podudara se za oba postupka i zavrSava
nakon 188 koraka. Rijec je o broju nepoznanica umanjenom za Cetiri, koliko je “ne-
aktivnih” %j, onih kojima pripada v, b jednak (u egzaktnoj aritmetici cjelobrojnoj)
nuli [25, 26]. lli drugacije, potreban broj koraka jednak je broju “aktivnih” vlastitih
vrijednosti, za koje je v b=04

a) b)
CG

broj koraka (i)

Y
\

broj koraka (i)

CG IRM-CG

log llr)ll2 log llryll2
e (o)ll2 lIro)ll2

Y

Y

I P
I -

zbog 4 i rekurzivne A-ortogonalizacije

Slika 11. Egzaktno (ne)opadanje reziduala uz poremecaj: a) Py + Ty b) Py, XTI,

Zanimljiva je velika razlika u broju koraka izmedu to¢noga i numerickih pristupa, ¢ak
i za dobro uvjetovani primjer. A osim numeric¢kog, drugoga prakti¢cnog nacina pro-
racuna nemamo. Ocito, povecanje to€nosti na vise od Sesnaest znamenaka moze
biti opravdano.® | dok se u numerickom okruzenju za dobro uvjetovani model funk-
cije opadanja reziduala gotovo podudaraju (slika 12.a), za losije uvjetovani model
IRM-CG je stabilniji (slika 12.b). Naravno, u oba slucaja numericka su rjesenja bliska
i zanemarivo odstupaju od tocnoga. Isticemo, rije¢ je o malim primjerima. Ako bi
rezultati sa slike 12. vrijedili za velike sustave, postupci bi bili neucinkoviti. A znamo
iz prakse, upravo je suprotno — broj koraka puno je manji od broja nepoznanica.

4 Ako optereéenje moZzemo prikazati linearnom kombinacijom / vlastitih vektora, primjenom egzaktne ari-
tmetike postupci daju to¢no rjesenje nakon ¢ koraka.

5 S porastom broja znacajnih znamenaka krivulje numerickih pristupa medusobno se priblizavaju i teze
prema krivulji egzaktnog pristupa. Radi preglednosti slika, rezultate proracuna s pove¢anom tocnoséu
nismo priloZili.
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Zasto je tako vidi se na slici 13. Skicirano je tipicno ponasanje reziduala za veliki broj
stupnjeva slobode (aktivnih vlastitih vrijednosti /).

I ll2
log
a) A HT(O]HQ
164 188 405 420
IRM—CGpT (i)
CGpr
10-10
IRM—-CGp l
10720 | i
CGy ] 1;7*
A
D
. *
00
H%)Hf !
b) [z oy ll2

10-10

IRM-CGpyp CGpr

IRM—-CGg,
i
CGg

10720 +

0o

Slika 12. Opadanje reziduala uz egzaktni i numericki pristup CG-u i IRM-CG-u za razli¢ite uvjetovano-
sti modela: a) x(A) = 7,7-10%, b) x(A) = 6,4-10"

Minimizacija kvadrata reziduala. Rjesenje sustava (1) ne minimizira samo (2) nego
i kvadrat duljine reziduala:

T
r'r= (b—Ax) (b—Ax)=bTb—2xTAb+xTA2x. (10)
Pronalaskom egzaktnoga rjesenja vrijednost funkcionala je to¢no, a u slu¢aju nume-

rickoga rjesenja, priblizno jednaka nuli. Ako izraz pomnozimo s 1/2 i zanemarimo
konstantu b™b (jer ¢e derivacijom is¢eznuti) dobivamo kvadratnu formu
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g(x):%xTAzx—xTAb, (11)

koja podsjeéa na (2), samo A? i Ab zamijenimo s A i b. Minimizacijom (10) ili (11)
dobivamo

A’x=Ab, (12)

$to je zapravo (1), loSe preduvjetovan matricom A, jer je A? vise popunjena i kva-
dratno slabije uvjetovana od A, odnosno x(A?) = x(A)?. Matrice imaju iste vlastite
vektore, a vlastite vrijednosti od A? jednake su kvadratu vlastitih vrijednosti od A.
Zato su familije elipsoida f{(x) = ci g(x) = c (c je konstanta) medusobno centri¢ne, a
druga je familija izduljenija od prve, jer su duljine poluosi jednake vlastitim vrijed-
nostima. Naravno, elipsoidima pripada zajednicko srediste — rjeSenje (slika 14.a).

N e
“ HrI:O]Hﬂ {‘ {l}

numericki

\
egzaktno

-— —
— =

o0

Slika 13. Skica tipicnoga opadanja reziduala pri rjeSavanju velikih sustava

Ako problem rjeSavamo minimizacijom f{x) ili g(x), primjenom IRM-a rjeSenju pri-
lazimo na razlicite nacine, jer se lokalni minimumi energije i kvadrata reziduala u
potprostoru koordinatnih vektora ne poklapaju (slika 14.b). U prvom slucaju norma
energije monotono pada, a norma reziduala je vrlo nepravilna funkcija koja tijekom
postupka moZe znacajno rasti. Tada je trenutacno rjesenje grubo i konvergencija je
spora. U drugom slucaju obje su funkcije glatke i monotono padaju, Sto postupak
Cini stabilnijim i ¢esto brzim od prvoga pristupa. Zato o¢ekujemo dobro ponasanje
i pri rjeSavanju nelinearnih, posebice o putu ovisnih (engl. path dependent) pro-
blema. Primijetite joS, postupak vrijedi i za nesimetri¢cne matrice, samo u gornjim
izrazima umjesto A? treba upotrijebiti nesimetri¢ni umnozak ATA.
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Zasto je ponasSanje dobro, a minimizacijom rjeSavamo sustav losije uvjetovan od
izvornoga? Naime, buduéi da ne primjenjujemo rezidual sustava (12), jednak Ar,
nego r, sustava (1), to je istoznac¢no preduvjetovanju (12) matricom A%, ¢ime vrada-
mo uvjetovanost izvornog sustava.

Tijekom istrazivanja uocili smo i mjeSoviti nacin koji moZe ubrzati IRM: u nekim ko-
racima minimizirati f(x), a u nekim g(x) (slika 14.b). Koordinatni vektori ne moraju
biti isti za obje minimizacije. Prelazak s jedne minimizacije na drugu ovisi o obli-
ku funkcija reziduala i energije, a kriterije prelaska, na¢ine njihove automatizacije i
prikladne vektore upravo istrazujemo. Ovaj je pristup zapravo poopéenje postupka
Barzilai—-Borwein [38].

Slika 14. Graficki prikaz mjesovitoga postupka IRM s dva koordinatna vektora u primjeni na sustav
od tri nepoznanice: a) elipsoidi f(x) = ci g(x) = ¢, b) presjek ravninom koordinatnih vektora

8. Zakljucak

U skladu s opisanim svojstvima i nasim iskustvima, iterirani Ritzov postupak moze
imati prednosti kod rjeSavanja velikih linearnih sustava. Neki nasi primjeri imali su
preko 10% nepoznanica, popunjenosti oko 107. Tumacenje postupka blisko je inZe-
njerskomu nacinu razmisljanja, Ritzovoj energijskoj interpretaciji, za razliku od pri-
mjerice metode konjugiranih gradijenata koja se uobic¢ajeno pojasnjava geometrij-
ski, u apstraktnomu n-dimenzijskom prostoru.

Ovaj postupak ne bi smio biti losiji od metode konjugiranih gradijenata (s preduvje-
tovanjem i bez njega). Odnosno, dobro proSirenje potprostora ne donosi pogorsanje
konvergencije. Pri tomu mozemo upotrijebiti vise nacdina generiranja koordinatnih
vektora. Kao da radimo s nekoliko iteracijskih postupaka istodobno. Dobrim izbo-
rom vektora konvergencija je puno brza od konvergencije pojedinac¢noga postupka.
Ponovno pokretanje (engl. restart), poznato iz metode konjugiranih gradijenata,
kojim se zbog gubitka ortogonalnosti ponovno zapocinje postupak, ovdje nije op-
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ravdano. Rekurzivna ortogonalizacija se ne upotrebljava, a iz prethodnoga koraka
nasljedujemo samo prirast pomaka koji poboljSava trenutacno rjesenje.
Preduvjetovanje postupka nije potrebno, ali se takvi algoritmi mogu uspjesno pri-
mijeniti za tvorbu vektora, bez transformiranja sustava koje prati preduvjetovanje.
Budu¢i da ne zahtijevamo ortogonalnost medu iteracijskim velicinama, dodatno
ubrzanje treba ocekivati u primjeni na nelinearne probleme. Naime, tada se gube
svojstva ortogonalnosti na kojima ustrajavaju brojni iteracijski algoritmi. Zbog toga
se postupak mozZe uspjesno primijeniti i u podrucju optimizacije.

Jasno je, izrazito velike sustave nije ekonomiéno rjesavati jednim procesorom. Tada
paralelan pristup postaje nuznost. Zanimljivo bi bilo svakomu koordinatnom vekto-
ru pridruziti njegov procesor.

Radi brojnih mogucnosti, joS smo u intenzivnoj istraZivackoj fazi algoritma (vec
samo izmjene iznosa Q i ® izrazito utjeCu na brzinu konvergencije, a o boljim koor-
dinatnim vektorima i nacinima njihova generiranja da ne raspravljamo), joS nema
smisla usporedivati IRM s drugim izravnim i iteracijskim postupcima. To je moguce
napraviti tek nakon brizljivoga programiranja, programskoga prevodenja i poveziva-
nja konacne inacice programa, s uklju¢enim optimizacijskim opcijama koje doprino-
se brzini izvodenja koda [39].
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Ovaj je rad financirala Hrvatska zaklada za znanost projektom IP — 2014 — 09 — 2899.
Zahvaljujemo prof. dr. sc. Sonji Gorjanc na pomoci oko geometrijske interpretacije
postupka.
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O optimizaciji programskoga koda iteriranoga
Ritzova postupka
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Sazetak

U radu su prikazana tri primjera optimizacije kéda u realizaciji iteriranoga Ritzova postupka
(IRM) i njegove inacice istovrijedne metodi konjugiranih gradijenata (IRM—-CG) u program-
skom jeziku C++. Nakon opisa osnovnih shema pohranjivanja rijetko popunjenih matrica,
ukljucujuéi posebnosti simetricnih matrica, prikazano je izraCunavanje umnoska rijetko po-
punjene matrice i vektora, izracunavanje umnoska rijetko popunjene i pune matrice te ispi-
tivanje zadovoljenja uvjeta za prekid iteracije. Optimizacije su provedene radi ublazavanja
»uskih grla” u algoritmima IRM-a i IRM—-CG-a.

Kljucne rijeci: iterirani Ritzov postupak, metoda konjugiranih gradijenata, rijetko popunjena
matrica, optimizacija programskoga kéda

On programme code opimisation for Iterated
Ritz Method

Abstract

In the paper, three code optimisation examples in implementation of Iterated Ritz Method
(IRM) and nonrecursive equivalent of conjugate gradient method (IRM—-CG, as a special case
of IRM) are presented in programming language C++. After describing the basic storage sc-
hemes for sparse matrices, including particularities of symmetric matrices, calculation of
sparse matrix and vector product, calculation of sparse and full matrix product and testing
the condition for terminating the iteration are shown. Optimisation was carried out to miti-
gate bottlenecks in IRM and IRM—CG algorithms.

Key words: Iterated Ritz Method, conjugate gradient method, sparse matrix, programme
code optimisation
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1. Uvod

U radovima [2], [3], [5] autori su pokazali da je iterirani Ritzov postupak (IRP ili IRM,
od engl. Iterated Ritz Method) vrlo ucinkovit za rjeSavanje izrazito velikih sustava
linearnih jednadzbi

Ax =Db. (1)

U rjeSavanju malih sustava brzina toliko ne dolazi do izrazaja, bududi da je i primjena
manje ucinkovitih postupaka dovoljno kratkotrajna.

Sustavi nelinearnih jednadzbi rjesavaju se iteracijskim postupcima. U veéini se po-
stupaka te jednadzbe na neki nacin zamjenjuju ili aproksimiraju linearnima. Primje-
rice, interpretiramo li Newton—Raphsonov postupak geometrijski, rec¢i éemo da se
hiperplohe, koje su grafovi nelinearnih funkcija, zamjenjuju dirnim hiperravninama.
Kako su ti postupci iteracijski, u svakomu koraku postupka nastaje sustav linear-
nih jednadzbi koji treba rijesiti. Slicno tome, pri nalazenju oblika kabelskih mreza i
konstrukcija od platna nelinearne se jednadzbe ravnoteZe uvodenjem gustoca sila i
gustoda naprezanja lineariziraju [12], [10]. Primijenimo li metodu gustoda sila itera-
cijski [6], [14], sustavi linearnih jednadzZbi rjeSavat e se vedi broj puta. Brzina rjesa-
vanja sustava linearnih jednadZbi ponovno ¢e stoga dobiti znacajnu ulogu.

U sljedec¢emu je odjeljku prikazana programska realizacija algoritama IRM i njegove
inacice istovrijedne metodi konjugiranih gradijenata u jeziku C++ uz primjenu ma-
tricne biblioteke Eigen. U odjeljcima 4., 5. i 6. opisani su primjeri optimizacije koda
za izraCunavanje umnoska rijetko popunjene matrice i vektora, za izraunavanje
umnoska rijetko i gusto popunjene matrice te za kriterij prekida iteracije. Odjeljak
3. svojevrstan je uvod u odjeljke 4. i 5.; u njemu su opisane osnovne sheme pohra-
njivanja rijetko popunjenih matrica.

2. Realizacija u programskom jeziku C++

Autori algoritma IRM programski su kod razvili u programskom jeziku Fortran 90
(podrobnije, primjerice, u odjeljku 8. u [2]). Programska je podloga ovoga rada reali-
zacija algoritma u kddu napisanomu u jeziku C++ [13] uz primjenu biblioteke matric-
nih razreda i funkcija Eigen [8]. U oblikovanju i programskoj realizaciji biblioteke
primijenjene su neke napredne sastavnice jezika C++, ponajprije razredi—predlosci
(engl. class templates), nasljedivanje razreda (engl. inheritance) i njihove meduigre
(primjerice, nasljedivanje razreda kojemu je izvedeni razred parametar—predlozak,
nazvano curiously recurring template pattern) te preopterecivanje operatora (engl.
operator overloading) uz predloske izraza (engl. expression templates) [15].
Sazetosti i Citljivosti kdda radi uvest éemo nazive za tipove podataka:
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typedef int index_t; // cijeli brojevt
typedef double scalar_t; // pseudorealni brojevs
typedef Matrix<scalar_t, Dynamic, 1> vector_t; // vektori

typedef Matrix<scalar_t, Dynamic, Dynamic, ColMajor> dense_matrix_t;
// gusto popunjene matrice
typedef SparseMatrix<scalar_t, ColMajor> sparse_matrix_t;
// rijetko popunjene matrice

Primjena biblioteke Eigen omogucava gotovo doslovan prijepis pseudokdda (iz, pri-
mjerice, [4]) u programski kéd:

1 vector_t solve (sparse_matrix_t const& A, // matrica sustava
2 vector_t const& b, // wvektor slobodnih Elanova
3 vector_t const& x0, // pretpostavka Tjedenja
4 scalar_t tolerance, // toénost

5 index_t max_steps // dopudteni broj koraka

6 ) {

7 index_t i = O;

8 vector_t x = x0;

9 vector_t r = b - A * x; // rezidual

10 scalar_t q = r.dot (r) / r.dot (A * r);

11 vector_t p = q * r; // prirast rjeSenja: najstrmiji silazak
12 while (r.norm() >= tolerance * b.norm() && i <= max_steps) {
13 X += p; // pobolj3ana aproksimactija Tjeienja

14 r=>b- A % x;

15 dense_matrix_t F = [¢pg ¢ -+ P q]; // baza potprostora
16 dense_matrix_t FTAF = F.transpose() * A * F;

17 // matrica maloga sustava
18 vector_t FTr = F.transpose() * r;

19 // slobodni &lanovi maloga sustava
20 LLT< Ref<dense_matrix_t> > 11t (FTAF);

21 // rastav prema Choleskomu
22 a = 11t.solve (FTr); // uwvrdtavanje unazad

23 p=F % a; // prirast rjedenja

24 ++1i;

25 }

26 return x;

27 }

(Ipak, redak 15. nije programski kod, nego saZzeta zamjena za nekoliko zamrsenijih
i necitljivijih redaka u kojima se oblikuju bazni vektori potprostora i svrstavaju u
matricu F.)
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Poseban slucaj, ali i inacica iteriranoga Ritzova postupka postupak je koji su autori
nazvali nerekurzivnom istovrijednicom postupka konjugiranih gradijenata, s akroni-
mom IRM—CG [4]. Potprostor pretraZivanja razapinju (samo) dva vektora: trenutac-
ni rezidual i prirast rjeSenja u prethodnomu koraku. S pomodu nekoliko algebarskih
akrobacija, podrobnije opisanih u [4], autori su umnoZak triju matrica u retku 16.
zamijenili umnoskom matrice i vektora te izbjegli mnoZenje matrice i vektora u ret-
ku 14., tako da petlja, kao i u klasicnoj metodi konjugiranih gradijenata, sadrzi samo
jedno mnoZenje matrice i vektora:

1 vector_t solve (sparse_matrix_t const& A,

2 vector_t const& b,

3 vector_t const& xO0,

4 scalar_t tolerance,

5 index_t max_steps

6 ) A

7 index_t i = 0;

8 vector_t x = x0;

9 vector_t r = b - A *x x;

10 vector_t alpha = A * r;

1 scalar_t q = r.dot (r) / r.dot (alpha);

12 vector_t p = q * r;

13 vector_t beta = A * p;

14 while (r.norm() >= tolerance * b.norm() && i <= max_steps) {
15 X += p;

16 r -= beta;

17 alpha = A * r; // jedino mmnoZenje matrice i vektora
18 scalar_t FTAFOO = r.dot (alpha);

19 scalar_t FTAF11 = p.dot (beta);

20 scalar_t FTAFO1 = r.dot (beta);

21 scalar_t FTr0 = r.dot (r);

22 scalar_t detFTAF = FTAFOO * FTAF11 - FTAFO1 * FTAFO1;
23 scalar_t a0 = FTrO * FTAF11 / detFTAF;

24 scalar_t al = -FTrO * FTAFO1 / detFTAF;

25 p=a0 *xr + al * p;

26 beta = a0 * alpha + al * beta;

27 ++1i;

28 }

29 return Xx;

30 }
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FTAF00, FTAF11l i FTAF01 komponente su matrice FTAF (redak 16. kdda za
IRM); komponenta FTAF10 jednaka je komponenti FTAF01. FTr0 prva je kom-
ponenta vektora FTr (redak 18. kéda za IRM); druga je komponenta jednaka nuli.
Redci 22., 23. i 24. prijevod su u kdd izraza za rjesSenje sustava dviju jednadzbi pri-
mjenom determinanata (Sto je za tako mali sustav optimalan nadin rjeSavanja).

3. Rijetko popunjene matrice

Razmjerno je mali broj komponenata matrica, struktura kojih ocrtava povezanost
¢vorova u mrezama kabela, konac¢nih razlika ili konacnih elemenata, razlic¢it od nule,
pa se u memoriju racunala pohranjuju samo te, od nule razli¢ite komponente. Takve
se matrice nazivaju rijetko popunjenima.

Nekoliko je shema pohranjivanja rijetko popunjenih matrica [11]. Najjednostavniji
je koordinatni zapis (engl. coordinate format) u kojemu se pohranjuju trojke brojeva
— vrijednost od nule razli¢ite komponente te indeksi retka i stupca u kojima se ona
nalazi. Struktura podataka najéesce sadrZi tri niza: niz vrijednosti od nule razlicitih
komponenata (u bilo kojemu poretku), niz indeksa redaka (u poretku koji odgovara
poretku vrijednosti) i niz indeksa stupaca (takoder u odgovarajuéemu poretku). Pri-
mjerice, moguci je koordinatni zapis matrice

10. 0. -2. -3. 0.
0. 40. 0. -5. 0.
2. 0. 60. O 0.
3. 0. 0. 80. 0.
0. 0. 7. 0. 90

prikazan na slici 1. Niz sadrZi vrijednosti komponenata, niz pripadajuce indekse re-
daka, a niz pripadajuce indekse stupaca (u skladu s jezikom C++ indeksiranja pocinju
nulom). Duljine sva tri niza jednake su broju od nule razli¢itih komponenata matrice.

A [10./40.| 2. 60. -5.] 3. 80. 7. -3./90.]-2.

r ' 0122 /1{3/3[4/0 40

J 101702310323 /4|2

Slika 1. Koordinatni zapis rijetko popunjene matrice
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U mnogim algoritmima treba pristupiti svim od nule razli¢itim komponentama odre-
denoga retka ili stupca. Komponente nizova u koordinatnomu zapisu svrstavaju se
stoga po redcima ili po stupcima (slika 2: svrstavanje po stupcima). Time se smanju-
je broj pretrazivanja — treba naci prvu komponentu retka ili stupca; ostale uzasto-
pno slijede. Komponente mogu biti poredane i u svakomu retku ili stupcu (slika 3).

A [10.) 3. | 2. 40./60.|-2.| 7. |80.]-5.-3.]90.

r o 3 2|1 2 04 3|1 0]4

J(0]0|0O|1]2|2|2(|3|3|3 4

Slika 2. Koordinatni zapis sa svrstavanjem po stupcima

A |10.] 2. | 3. |40.|-2.]60.| 7. |-3.|-5./80.|90.

I (0(23]1(]0(2[4/0]1]3 4

J 10001 (2223|334

Slika 3. Koordinatni zapis sa svrstavanjem po stupcima i s poretkom u svakomu stupcu

Jos se ucinkovitiji pristup svim od nule razli¢itim komponentama retka ili stupca
ostvaruje s pomocu saZetih zapisa. U saZetomu zapisu po stupcima (engl. compres-
sed sparse column format, kratica CSC) nizovi A i | sadrZe, kao i u koordinatnomu za-
pisu, vrijednosti komponenata matrice i indekse njihovih redaka, svrstane po stup-
cima, pa su njihove duljine jednake broju od nule razli¢itih komponenata. Niz J pak
sadrZi indekse pocetnih komponenata pojedinih stupaca u nizovima A i | (slika 4).

0 1 2 3 1 5 6 7 8 9 10

A |10.] 2. 3. 40. -2.160.| 7. |-3.|-5./80.90.

I (0(2]3]1({0(2|4]01|3|4

J 10|3(4]|7|10]|11

Slika 4. SazZeti zapis po stupcima
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Dok u koordinatnomu zapisu sa svrstavanjem po stupcima treba pretraZiti niz kako
bi se pronasla poc¢etna komponenta stupca j, u sazetomu zapisu po stupcima njezin
je polozaj J[j1. Broj od nule razli¢itih komponenata stupcajizracunava se prema izra-
zu J[j+1] - J[j]. Kako bi se mogao izracunati broj komponenata u zadnjemu stupcu,
nizu J dodaje se indeks zamisljenih komponenata neposredno iza zadnjih kompo-
nenata nizova A i | (sivo na slici 4.); pri indeksiranju koje pocinje nulom taj je broj
ujedno i broj od nule razli¢itih komponenata matrice. Duljina je niza za jedan veda
od broja stupaca matrice.

Sazeti zapis po redcima (engl. compressed sparse row format, CSR) prikazan je slici
5. Komponente pojedinih redaka ili stupaca u sazetim zapisima mogu (kao na slika-
ma 4.i5.), ali i ne moraju biti poredane.

0 1 2 3 4 3 6 7 8 9 10

A |10.|-2./-3.(40.|-5.| 2. |60.| 3. 780. 7. 190.

J|10]2(3|]1(3]0/2[0|3 |24

1 lol3]5]7]9]11

Slika 5. SaZeti zapis po redcima

Ako je matrica simetri¢na, dovoljno je pohraniti od nule razli¢ite komponente na
dijagonali i ispod nje, u strogo donjemu trokutastom dijelu. Primjerice, pohraniti
treba samo deblje otisnute (engl. bold) komponente matrice

10. 0. 2. 3. 0.
0. 40. 0. 5. 0.
2. 0. 60. 0. 0.
3. 5 0. 70 8.
0. 0. 0. 8 90

sazeti je zapis po stupcima prikazan na slici 6.

Pohraniti se, naravno, mogu i samo komponente gornjega trokutaskog dijela — na
dijagonali i iznad nje. Pohranjivanjem dijela simetri¢ne matrice Stedi se memorijski
prostor, a moZze se, ovisno o nacinu i redoslijedu izracunavanja vrijednosti kompo-
nenta, skratiti i vrijeme izvodenja programa.
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I |0/3|,5|6(8]|9

Slika 6. SaZeti zapis po stupcima donjega trokutastog dijela simetricne matrice

4. MnozZenje matrice i vektora

Po broju operacija (mnoZenja i zbrajanja brojeva), a time i vremenski, u algoritmi-
ma IRM-CG i IRM najzahtjevniji su postupci mnozenje matrice i vektora i mnozenje
matrica. Za smanjenje vremena rjesavanja velikih sustava jednadzbi treba svakako
pokusati skratiti trajanje izracunavanja umnoska triju matrica u retku 16. i izracuna-
vanja umnoska matrice i vektora u retku 14. kdda za IRM te matrice i vektora u retku
17. k6da za IRM—CG, jer se ta izraCunavanja ponavljaju u petljama while. Zelimo li
pak algoritme IRM i IRM—-CG upotrijebiti u iteracijskoj primjeni metode gustoca sila
ili u nekom iteracijskom postupku rjesavanja sustava nelinearnih jednadzbi, vazni-
ma postaju i mnoZenja matrice i vektora izvan te petlje (redci 9. i 10. u IRM te redci
9.,10.i13. uIRM-CGQ), jer se sustavi linearnih jednadzbi rjeSavaju u svakomu koraku
vanjske petlje [6], [14].

U vedini udzbenika linearne algebre (primjerice [9]) umnoZak matrice A i vektora r
definiran je izrazom

n-1
o= a r=a -r zaie[0,m-1]; (2)
i=0

i-ta komponenta rezultata a skalarni je umnoZak j-toga retka matrice a, i vektorar,
pa se matricom “prolazi po redcima”.

Vektori r i a@ pohranjeni su kao gusto popunjeni. Ako je matrica A pohranjena kao
gusto popunjena (krace: kao puna) matrica, s vrijednostima svih komponenata u
jednomu nizu, njezinim se komponentama u tom nizu pristupa neposredno, indek-
siranjem, pa su polozZaji komponenata i-toga retka pri pohranjivanju po redcima
i-n+j, a i+j:m pri pohranjivanju po stupcima (indeksiranja pocinju nulom). | ako je
matrica A rijetko popunjena i pohranjena saZzetim zapisom po redcima, pristup je
komponentama trazenoga retka neposredan: poloZaj je vrijednosti (u nizu A) i in-
deksa stupca (u nizu ) prve od nule razli¢ite komponente u i-tomu retku /[i]. Poloza-
ji vrijednosti i indeksa stupaca ostalih od nule razli¢itih komponenata toga retka u
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nizovima A i | slijede uzastopno, do poloZaja /[i+1]-1. “Doslovni” je “prijevod” mno-
Zenja u programski kod:

for (int i = 0; i < m; ++i) {
alphali] = 0;
for (int j = I[il; j < I[i + 1]; ++3)
alphaljl += A[j] * r[J[j1];

}

Primjenom biblioteke Eigen to se moZe napisati kao

for (int i = 0; i < A.outerSize(); ++i) {
alphali] = 0;
for (typename sparse_matrix_t::InnerIterator j (A, i); j; ++j)
alphal[i] += j.value() * r[j.index()];
}

Ako je sparse matrix t rijetko popunjena matrica pohranjena sazetim zapi-
som po redcima, to jest, uz

typedef SparseMatrix<scalar_t, RowMajor> sparse_matrix_t;

Funkcija .outerSize () daje broj njezinih redaka, a ako je matrica pohranjena po
stupcima,

typedef SparseMatrix<scalar_t, ColMajor> sparse_matrix_t;

funkcija .outerSize () daje broj stupaca .Innerlterator je tip podataka je-
dinka kojega (j) ima ulogu kazaljke koja u matrici pohranjenoj po redcima prolazi
redom svim od nule razli¢itim komponentama odredenoga retka, pa funkcija
.value () daje vrijednost komponente, a funkcija .index () indeks stupca u
kojemu se komponenta nalazi. Ako je matrica pohranjena po stupcima, kazaljka
prolazi svim od nule razli¢itim komponentama odredenoga stupca, pa funkcija
.index () daje indeks retka u kojemu je komponenta. Naravno, ako je matrica
pohranjena po stupcima, navedeni kdd nema smisla, barem ne kao mnozZenje
matrice i vektora. Osim ako... Vratit ¢emo se na to.

Ako je matrica pohranjena saZetim zapisom po stupcima, pristup je komponentama
nekoga retka znatno sporiji, jer komponente toga retka treba traZiti u pojedinim
stupcima (Stovise, stupac e se pretraziti i ako se u njemu ne nalazi ni jedna kompo-
nenta retka). Stoga ¢e i mnoZenje matrice i vektora biti znatno sporije nego uz ma-
tricu pohranjenu po redcima. No, umnozak matrice A i vektora r moZe se definirati
i izrazom

n—1
a:er a ; (3)
j=0
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vektor a, rezultat, linearna je kombinacija stupaca a, matrice A, pri cemu su koefici-
jenti te linearne kombinacije komponente vektora r [1]. Za jednostavnu i u¢inkovitu
programsku realizaciju tako definiranoga mnozenja pogodno je prethodno definira-
ti programsku funkciju koja izraCunava

a=ca

gdje je ¢ broj, a puni, a a rijetko popunjeni vektor (rijetko popunjeni vektor pohra-
njuje se u koordinatnom zapisu s pomoc¢u dva niza — niza vrijednosti od nule razli-
¢itih komponenata i niza njihovih indeksa).

Ako je matrica A simetri¢na, onda je A = AT, pa za matricu pohranjenu po stupcima
mozemo pisati

alpha = A.transpose() * r;

Sto ima isti ucinak kao prije navedeni programski kod koji smo za po stup-
cima pohranjene matrice proglasili besmislenim. Funkcija .transpose ()
ne oblikuje novu matricu; njezin je rezultat samo drugi pogled na postojecu
matricu u kojemu su uloge redaka i stupaca zamijenjene.

Ako je pohranjen samo trokutasti dio simetricne matrice, nisu sve komponente po-
jedinih redaka (u zapisu po redcima) ili stupaca (u zapisu po stupcima) smjestene
uzastopno. Primjerice, ako je simetricna matrica pohranjena u zapisu po redcima
kao gornja trokutasta matrica, uzastopno su smjestene dijagonalna komponenta i
komponente retka desno od nje. Komponente retka lijevo od nje nalaze u se pret-
hodnim redcima kao komponente stupca s istim indeksom. Nalazenje tih kompo-
nenata usporit ¢e mnozenje matrice i vektora. PretraZivanje se moZze izbjeéi primje-
nom svojstva distributivnosti i kombinacijom mnoZenja prema izrazima (2) i (3):

1 alpha.setZero();

2 for (int i = 0; i < m.outerSize(); ++i) {

3 typename sparse_matrix_t::InnerIterator j (A, i);
4 alpha[i] += j.value() * r[j.index()];

5 ++j;

6 for (; j; ++j) {

7 alphal[i] += j.value() * r[j.index()];

8 alphal[j.index()] += j.value() * r[il;

9 }

10 }

Svojstvo distributivnosti daje

Ar=(L+D+U)r=Lr+Dr+Ur
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gdje su D, L i U dijagonalna, strogo donja trokutasta i strogo gornja trokutasta ma-
trica. Bududi da je matrica A simetri¢na, L= UT, pa je

Ar=U"r + Dr + Ur (4)

Komponente umnoska Dr izracunavaju se u retku 4. (Pretpostavljeno je da su sve
dijagonalne komponente matrice razlicite od nule,* tako da je prva pohranjena
komponenta svakoga retka dijagonalna komponenta). Komponente umnoska Ur
izracunavaju se prema izrazu (2) u retku 7. u unutarnjoj petlji for (s kazaljkom j),
dok se pribrojnici izraza (3) za umnoZak U'r izradunavaju u retku 8. u istoj petlji, pri
¢emu pohranjeni redci matrice Uimaju ulogu stupaca matrice U". Kako se oba izra-
cunavanja izvrSavaju u istoj petlji, vrijednosti komponente matrice A (j .value ())
i indeksu njezina stupca (7 . index () ) pristupa se samo jednom.

Lako je vidjeti da programski kéd ne treba mijenjati za simetri¢nu matricu koja je
pohranjena kao donja trokutasta matrica u zapisu po stupcima, ali je njegova inter-
pretacija drugacija:

Ar=Lr+Dr+L'r (5)

Komponente umnoska Dr ponovno se izracunavaju u retku 4. Pribrojnici izraza (3) za
umnozak Lr izracunavaju u retku 8., dok se komponente umnoska Lr prema izrazu
(2) izraCunavaju u retku 7., pri cemu pohranjeni stupci matrice Limaju ulogu redaka
matrice L.

(Pisanje koda za pohranjivanje simetricne matrice kao donje trokutaste matrice u
zapisu po redcima ili kao gornje trokutaste matrice u zapisu po stupcima prepusta-
mo radoznalim citateljima. Napomenut éemo ipak da je zadaéa nesto teza, jer su
dijagonalne komponente sada posljednje pohranjene komponente redaka ili stu-
paca.)

U biblioteci Eigen trokutasta matrica moZe preuzeti ulogu simetricne (u stvari,
hermitske) matrice primjenom predloska funkcije .selfadjointView<> ().
Ako smo, primjerice, simetricnu matricu pohranili kao donju trokutastu matricu,
njezin je umnoZzak s vektorom

alpha = A.selfadjointView<Lower>() * r;

1 U matricama sustava jednadzbi ravnoteZe u metodi gustoca sila i u inacicama i izvedenicama metode
pomaka dijagonalne su komponente zbrojevi gustoca sila ili krutosti elemenata priklju¢enih u ¢vorove
uvjete ravnotezZe kojih pojedine jednadzbe izrazavaju.
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5. MnozZenje triju matrica

Redak 16. kdda za IRM izradunavanje je umnoska triju matrica, FTAF. Matrica A je
rijetko popunjena, dok je matrica F puna.

MnoZenje matrica nije komutativna, ali jest asocijativna operacija, pa se umnozak
moze izraCunati kao (FTA)F ili kao F'(AF), pri cemu su F'A i AF pune matrice. U¢inko-
vitiji je drugi nacin.

Naime, u izraCunavanju umnoska dviju matrica, F'A ili AF, unutarnjom petljom, u
kojoj se izracunava vrijednost neke njegove komponente, upravlja prva, lijeva ma-
trica — prolazi se redom po svim pohranjenim komponentama njezina retka. Ako
je lijeva matrica puna, a desna rijetko popunjena, za mnoge komponente retka lije-
ve matrice ne postoje odgovarajuée komponente u stupcu desne matrice, ali se to
moze otkriti samo tako da ih se potraZi. Ako je pak lijeva matrica rijetko popunjena,
u petlji se prolazi samo po od nule razli¢itim komponentama retka rijetko popunje-
ne matrice i po odgovarajué¢im komponentama stupca desne, pune matrice. Stoga
¢emo, ako je matrica A pohranjena po redcima, redak 16. kdda za IRM zamijeniti
redcima

dense_matrix_t AF = A *x F;
dense_matrix_t FTAF = F.transpose() * AF;

a ako pohranjena po stupcima, redcima

dense_matrix_t AF = A.transpose() * F;
dense_matrix_t FTAF = F.transpose() * AF;

6. Uvjet prekida iteracije

U oba se postupka petlja while prekida kada broj koraka dosegne zadani dopuste-
ni broj koraka (3to je osiguranje za slucaj divergencije) ili kada euklidska norma re-
ziduala postane manja od odabranoga praga. Za prag se obi¢no uzima umnoZzak za-
dane to¢nosti i norme vektora desnih strana sustava jednadzbi, pa je uvjet prekida

[ri<zllb],
odnosno, petlja se ponavlja dok je
Irizzllb].
IzraCunavanje euklidske norme vektora ukljucuje izracunavanje drugoga korijena:

[[r{=vr-r.
Korjenovanje se moze izbjeci uzme li se za uvjet prekida

r-r<z’b-b.
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7. Umjesto zakljucka

U radu smo, bez Zelje za izvornosc¢u i ve¢im znanstvenim doprinosima, opisali pri-
mjere optimizacije programskoga koda razvijenog u jeziku C++, domisljene u poku-
Sajima ublaZzavanja “uskih grla” u algoritmima IRM—CG-a i IRM-a — mnoZenja matri-
ce i vektora i mnoZenja triju matrica (mnoZenje dviju matrica mozZe se interpretirati
kao uzastopno mnozenje matrice i vektora, stupaca desne matrice). Inacice nekih
od prikazanih zamisli za mnoZenje matrice i vektora ugradene su u biblioteku Ei-
gen. lako primjena takve pouzdane (dobro testirane) i optimizirane biblioteke velike
izrazajnosti? olaksava razvoj ucinkovitih programa, moguce je daljnje fino ugadanje
kéda. Primjerice, iako je mnoZenje matrica asocijativno, u umnosku triju matrica
trajanje proracuna moze bitno ovisiti o redoslijedu mnoZenja.
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Abstract

In the first part of the presentation an overview of different models for modelling chlori-
de induced corrosion of reinforcement in concrete developed in the past will be shortly
presented. Subsequently, coupled 3D chemo-hygro-thermo-mechanical model for concrete
will be presented. The model is aimed to simulate complex non-mechanical and mechanical
processes before and after depassivation of steel reinforcement. It was implemented into a
3D FE code and its application and performance will be illustrated through several numerical
examples for natural and accelerated corrosion.

Key words: concrete, durability mechanics, corrosion of reinforcement, numerical simulations

Modeliranje korozije armature u betonu: proslost,
sadasnjost i buducénost

Sazetak

U prvom je dijelu izlaganja ukratko dan pregled razlicitih modela za modeliranje korozije
armature u betonskim konstrukcijama uzrokovane agresivnim djelovanjem klorida. Nakon
toga je prikazan spregnuti tzv. 3D kemo-higro-termo-mehanicki model za beton. Cilj je mo-
dela simulirati sloZene mehanicke i nemehanicke (transportne) procese prije depasivacije
Celicne armature i nakon nje. Model je implementiran u 3D FE program za nelinearnu analizu
betonskih konstukcija, a njegova primjena i performanse prikazani su na nekoliko numerickih
primjera za slucajeve prirodne i ubrzane korozije.

Kljucne rijeci: beton, mehanika trajnosti, korozija armature, numericka simulacija
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1. Introduction

Durability of reinforced concrete structures is mainly influenced by the corrosion of
steel reinforcement. Especially vulnerable are structures exposed to harsh sea cli-
mate conditions or highways and garages treated with de-icing salts during winter
seasons [1]. Reinforcement corrosion can be initiated by: (i) the carbonation of the
concrete and (ii) the penetration of chlorides from de-icing or sea salts. Both pro-
cesses can destroy the inherent, thin, corrosion-protective oxide layer of the steel
embedded in the concrete. After destruction of this oxide layer (depassivation),
the so-called active corrosion phase, in which the steel is gradually converted into
corrosion products (rust), initiates. The resulting consequences are: (i) reduction of
the steel cross section by conversion of iron into iron oxides, (ii) cracking and pos-
sibly spalling of concrete cover due to the increasing the volume of the corrosion
products in relation to the steel and (iii) reducing the bond strength between rein-
forcement bar and concrete. Consequences, durability, failure capacity and ductility
of concrete structure can be significantly reduced.

In addition to the macro-cell corrosion of the steel reinforcement, in the case of
chloride-induced corrosion the local (pitting) corrosion also occurs [2]. This type
of corrosion is particularly dangerous as it causes local damage resulting in a large
decrease in ductility and reduction of the cross-section of the reinforcing steel bar.
The chemical processes leading to the pitting corrosion of steel reinforcement in
concrete are known. However, only a few numerical studies exist at present. The
main reason for this is high complexity of the processes, for which the relevant
parameters are very difficult to determinate. This type of corrosion is decisive for
the decrease of ductility and reduction of the cross-section of reinforcement bars.
It has significant influence on the safety of reinforced and pre-stressed concrete
structures. Therefore, the existing macro-model needs to be further extended, so
that the pitting corrosion can also be simulated. Using such model in combination
with experimental tests the conditions that are responsible for the initiation and
progression of pitting corrosion can be more effectively studied.

According to current research status, there is only one coupled 3D CHTM model
capable of simulating all relevant non-mechanical and mechanical processes and
their interaction. This model was developed at the Institute of Construction Mate-
rials, University of Stuttgart, and implemented into the 3D FE code [3][4][5]. Over
the past years, the model has been calibrated, verified and further improved based
on the extensive experimental tests [6]. In the following its theoretical background
and application is presented.
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2. Chemo-hygro-thermo-mechanical model for concrete

The above mentioned 3D chemo-hygro-thermo-mechanical model couples the
physical and electrochemical processes with the mechanical behavior of concrete
(damage). In the model the transport of capillary water is described in terms of
volume fraction of pore water in concrete by Richard’s equation [7], based on the
assumption that transport processes take place in aged concrete, i.e., the hydration
of cement paste is completed:

00,
ot

where 6 is volume fraction of pore water (m? of water/m? of concrete) and D, (6,
is capillary water diffusion coefficient (m?/s) described as a strongly non-linear
function of moisture content. Transport of chloride ions through a non-saturated
concrete occurs as a result of convection, diffusion and physically and chemically
binding by cement hydration product [4]:

:V'[Dw(‘gw)vew] (1)

HW ac;c — V '[QWDC (9\4}7 T)VCC :|+ DW(HW)V GWVCC _ ag;b (Za)
oC,
a;b =k, (aC,-C,) (2b)

where C_is concentration of free chloride dissolved in pore water (kgCl-/m? pore
solution), D (6 ,T) is the effective chloride diffusion coefficient (m?/s) expressed as
a function of water content and concrete temperature T, C, is concentration of
bound chloride (kgCl-/m? of concrete), k_is binding rate coefficient, a = 0.7 is con-
stant [3].

Assuming that oxygen does not participate in any chemical reaction before depassi-
vation of steel, transport of oxygen through concrete is considered as a convective
diffusion problem:

oC

0,22V [6,D,(0,)VC,]+D,(8,)V6,VC, (3)

where C_is oxygen concentration in pore solution (kg of oxygen/m? of pore solu-
tion) and D (6,) is the effective oxygen diffusion coefficient [3], dependent on con-
crete porosity p__and water saturation of concrete Sw.
Based on the constitutive law for heat flow and conservation of energy, the equa-
tion which describes temperature distribution in continuum reads:

oT

AT+ (T)=cp—-=0 (4)
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where A is thermal conductivity (W/(m K)), c is heat capacity per unit mass of con-
crete (J/(K kg)), p is mass density of concrete (kg/m?) and W is internal source of
heating (W/m3). More detail related to the strong and weak formulations of the
processes up to the depassivation of reinforcement can be found in Ozbolt et al. [3].
The corrosion of steel is activated with the depassivation of the steel reinforcement
in concrete. The non-mechanical processes important for the propagation stage of
steel corrosion in concrete are: (1) Mass sinks of oxygen at steel surface due to ca-
thodic and anodic reaction, (2) The flow of electric current through pore solution
and (3) The cathodic and anodic potential.

The oxygen consumption at the cathodic and anodic surfaces is a result of the fol-
lowing reactions of dissolved oxygen in the pore water with the electrons on the
cathode:

2H,0+0, +4e” —40H™ (5)

The transport of hydroxyl ions to the anode, where corrosion products forms:

Fe?* +20H" — Fe(OH), (6)
4Fe(OH), + O, +2H,0 — 4Fe(OH), (7)
It can be calculated as:
oC <k

D,(S,.p.,)—= =—k,i k. =829x10"* £ (8a)

an cathode C

oC, . _ s kg
DO (SW’pCUﬂ - = _kala ku - 4.14X 10 ~ (8b)

6” anode C

where n is outward normal to the steel bar surface and j_and i_ are cathodic and
anodic current density (A/m?), respectively. The constants k_and k_ are calculated
using the stoichiometry of chemical reactions (Egs. 5-7) and Faraday’s law.
According to Butler — Volmer kinetics, in the present model kinetics of reaction at
the cathodic and anodic surface can be estimated from:

G, 23 @0~V P,
Cnb

=i, 23(0-d, )/, (9)

lu = lan
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where C  is oxygen concentration at surface of concrete element exposed to sea
water (kg/m3), @ is electric potential in pore solution near reinforcement surface
(V), i, and i , are the exchange current density of the cathodic and anodic reaction
(A/m?), @,_and @, are the cathodic and anodic equilibrium potential (V), 8_and 3,
are the Tafel slope for cathodic and anodic reaction (V/dec), respectively.

The electric current through the electrolyte is a result of motion of charged parti-
cles and, if the electrical neutrality of the system and the uniform ions concentra-
tion are assumed, can be written as:

i=-0(S, p.,, VP (10)
where ois electrical conductivity of concrete. The equation of electrical charge con-
servation, if the electrical neutrality is accounted for and the electrical conductivity
of concrete is assumed as uniformly distributed, reads:

V@ =0 (11)

Rate of rust production J, (kg/m?2s) and mass of hydrated red rust per related
surface (A) of rebar m_(kg), respectively, are calculated as:

J, =5.536x107i,
m, =J AtA,

(12)

where At is time interval in which the corrosion is taking place. The coefficient of
proportionality between the anodic current density i and rate of rust production
J is calculated using the stoichiometry of chemical reactions and Faraday’s law [4].
The distribution of corrosion product (red rust) R (kg/m? of pore solution) into the
pores and through the cracks in concrete has been mathematically formulated as a
convective diffusion problem:

0, Z—If =V:[6,D,VR]+D,(0,)V6,VR (13)

in which D_is the diffusion coefficient (m?®/s) of corrosion product. It is important
to note that the Eq. (13) does not directly describe the transport of the red rust,
but rather the distribution of the rust formed in the concrete pores and cracks as a
consequence of soluble species, which can dissolve in concrete pore solution and
subsequently migrate in pores and cracks, reacting with oxygen in the pore water
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[8]. Detailed experimental and numerical investigations have been carried out re-
cently in order to calibrate the present model with this respect [6].

The microplane model for concrete with relaxed kinematic constraints [5] is applied
in the mechanical part of the model. One-dimensional corrosion contact elements
are employed in the model to account for the inelastic strains due to the expansion
of corrosion products. They are placed radially around the bar surface and their
main function is to simulate the contact between reinforcement and the surround-
ing concrete. These contact elements can take up only shear forces in direction
parallel to reinforcement axis and compressive forces perpendicular to the adjacent
surface of the reinforcement. The inelastic radial expansion due to corrosion Al is
calculated as:

m. [ 1 0523
Al =—- {___\J (14)
A\ p. P

where p = 1.96x103 (kg/m®) and p_= 7.89x103 (kg/m?) are densities of rust and
steel, respectively, 0.523 is the ratio between the mass of steel (m ) and the corre-
sponding mass of rust (m ) over the related surface of reinforcement A_that corre-
sponds to the contact element. For more detail see [3] [4].

3. Numerical case study

The application of the presented 3D CHTM model is here demonstrated through
numerical study of the pull-out of the reinforcement bar from a beam-end spec-
imen. The specimen is first exposed to aggressive environmental conditions,
which caused corrosion of embedded reinforcement bar. Subsequently the bar
is pulled out from the specimen and for the different levels of corrosion the
numerical results are compared with the test results obtained by Fischer at al.
[9]. The experiments were carried out under accelerated corrosion, which ap-
proximately corresponds to the severe splash natural conditions.

Only two specimen types with four bars arranged in corners are studied. In the first
specimen type, the diameter of the reinforcement bar is 12 mm with a concrete
cover of 20 mm ($p12/20 mm) and in the second, the bar diameter of 16 mm with
a cover of 35 mm (¢16/35 mm) is used. The total embedment length of the rein-
forcement in both cases is 180 mm, whereas the rest of the length is isolated with
a plastic sleeve (Figure 1). For more detail see [5] [9].
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Figure 1. a) Geometry of the beam-end specimen, b) and pull-out loading condition (Fischer et al. [9])

In the analysis is assumed that certain length sections of the bar are activated
as anode (depassivated) at the start of the analysis, i.e. the processes before
depassivation of reinforcement are not computed. This predefined position of
anode and cathode (Figure 2a), assuming initially un-cracked concrete, is kept
unchanged during the computation. In this way after depassivation only the
electric potential, current density, distribution of oxygen and cracking of con-
crete are calculated. More detail related to the position and size of anodic and
chatodic areas can be found in [10].

One of the aims of the study was to investigate the influence of the position
of anode along the cross-section of the bar reinforcement. Therefore for each
specimen (reinforcement diameter) three configurations of the anodic surface
over the circumference are assumed (see Figure 2b).

ANODE : ANODE ANODE

| +~ %
a) b) / 2\ / @ S 12\,
+ t
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A4, ! M /
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N
CATHODE

2C

|
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Figure 2. Assumed anodic and cathodic regions: a) along the length, b) along the cross-section of the
reinforcement bar
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Fischer at al. [9] 1B
Figure 4. Comparison of the crack patterns in the cross section at the beam’s mid-span for the cases
1A-C with the experimental results

Fischer et al. [9]
Figure 5. Comparison of the crack patterns in the cross section at the beam’s mid-span for the cases
2A-C with the experimental results

Because of the complexity of the model and in order to reduce the computa-
tional time only half of the specimen is modeled (Figure 3a). Eight-node solid 3D
finite elements are used to model the concrete and the reinforcement bar. To
simulate the expansion due to the formation of corrosion products, 1D radially
oriented corrosion contact finite elements are used with a length of 0.1 mm.
These elements can take up radial forces (only compressive) and shear forces
in direction of reinforcement axis (see Figure 3b). Experimentally observed and

62



Modelling corrosion of steel reinforcement in concrete

numerically predicted crack patterns in the mid cross section of the specimen,
7 years after depassivation of reinforcement, are shown in Figure 4 and Figure
5. For the first specimen ($12 / 20 mm) the position of anode 1A and 1C leads
to a similar crack formation around the reinforcement bar, whereas type 1B
gives better agreement with the experimental crack pattern. For the type 2,
the case 2B leads to the best agreement with the test data. The above present-
ed results show that the position of cathode and anode in the case 1B for the
first specimen (¢12 / 20 mm) gives the best agreement with the experimental
results. Therefore this case is chosen to demonstrate the effect of distribution
of corrosion products over the cracks. Two cases are considered: (a) transport
of rust is neglected and (b) transport is accounted for. The same as before, for
each case the beams are exposed to the corrosion processes over the period of
7 years. The damage (cracking) due to the expansion of corrosion products after
1 and 7 years, respectively, for the type 1B is shown in Figure 6. The numerical
results indicate a significant influence of the rust distribution on the corrosion
induced damage for the here studied type of chloride induced corrosion, with
relatively high saturation.

1 y, no transport 1y, with transport 7y, no transport 7 y, with transport

Figure 6. Predicted crack patterns due to corrosion induced damage after 1 and 7 years for specimen
type 1B

240 DAYS
1YEAR
1.5 YEARS
3 YEARS
A 7YEARS

4¢n

Radial pressure [N/mmz]
0°

180°
Figure. 7. Distribution of radial pressure and corresponding crack patterns
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In Figure 7 the distribution of radial pressure as a consequence of expansion of
corrosion products is plotted for the case 1B. The pressure is shown in the an-
ode-cathode transition zone. As expected, the pressure is not axial symmetrical-
ly distributed over the surface of reinforcement. The maximum radial pressure
of approximately 40 MPa is observed and it is obtained approximately 1.5 years
after the start of the corrosion phase.

After depassivation of reinforcement (corrosion phase), among other parameters,
the corrosion rate is strongly influenced by distribution of water and oxygen. For
instance, if the supply of oxygen is not sufficient the corrosion process will stop. In
the present numerical investigations the water saturation is assumed to be constant
during the corrosion phase (S, =50%). However, the distribution of oxygen depends
on the corrosion rate, which is in turn dependent on the mechanical properties of
concrete (cracking). More cracking causes better oxygen supply and consequently
leads to higher corrosion rate.

The distribution of electric potential (V), current density (A/m?) and oxygen (kg/
m? of pore solution) along 162 mm length of the reinforcement bar, starting from
the pull-out surface, are shown in Figure 8. Plotted are average values over the
corresponding cathodic and anodic cross-section of the bar. The distributions of
the current density and electric potential along the length of the bar show that
the highest electric potential and current density is predicted in the cathode-anode
transition zone.

The distribution of oxygen concentration along the reinforcement bar is shown in
Figure 9. It demonstrates significant effect of the corrosion induced damage and
the importance of coupling of transport processes with mechanical properties of
concrete. The consumption of oxygen reaches its maximum soon after the start of
the analysis (depassivation) and remains approximately constant until the first sur-
face crack appears. With the opening of the surface crack(s) the flow of oxygen rises
and consequently the concentration of oxygen at the reinforcement surface 7 years
after depassivation is almost identical as at the beginning of the corrosion process.
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Figure 8. Average distribution of: a) electric potential, b) current density over the reinforcement len-
gth for the specimen type 1B
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Figure 9. The distribution of average oxygen concentration for the specimen type 1B: a) over the bar
length, b) in the the time (length position = 24 mm)

From Figure 9a can be seen that the anodic and cathodic regions of the same bar
cross sections exhibit a different rate of oxygen concentration change. This is clearly
shown in Figure 9b where the average cathode and anode oxygen concentration is
plotted as a function of time for 1B case, in the cross-section of the anode-cathode
transition zone at 24 mm distance from the pull-out surface of the specimen. The
anodic region shows a higher consumption of oxygen at the beginning of the corro-
sion process. Due to the accumulation of the corrosion products in this area which
caused damage, the effect of cracking on oxygen distribution is faster compared to
the cathodic regions. These areas (cathode) are further away from the cracked con-
crete elements and therefore the increased ingress of oxygen through the cracks is
being manifested more slowly.

To demonstrate the influence of corrosion products transport through cracks on
bond resistance, the reinforcement bar is pulled out from the concrete specimens
(type 1B) at t =0 (reference), 1, 2, 3, 4, 5 and 7 years, respectively. The predicted and
experimentally measured (average) pull-out capacities and average crack widths
are shown in Figure 10 as a function average corrosion penetration. In spite of high
complexity of the problem, it can be seen that for both specimen types the numer-
ical prediction, for the case where the transport of corrosion products is accounted
for, exhibits nice agreement with the experimental data.
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Figure 10. Predicted and measured results for specimen 1B: a) The relative pull-out capacity as a
function of the average corrosion penetration, b) average crack width as a function of the
average corrosion penetration
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4. Conclusions

The coupled 3D CHTM model for analysis of non-mechanical and mechanical pro-
cesses related to the corrosion of steel reinforcement in concrete is briefly dis-
cussed. The application of the model is demonstrated through the example of
corroded steel reinforcement that is pulled out from the concrete beam-end speci-
men. For the assumed environmental conditions and material properties it is shown
that the predicted corrosion induced crack pattern depends on the geometry (bar
diameter and concrete cover), position of anode and cathode and on the transport
of corrosion products through cracks. As the results of numerical analysis show,
corrosion induced damage significantly reduces the pull-out capacity. The predicted
and experimentally measured pull-out capacity show very good agreement. More-
over, it is shown that during the active corrosion phase the corrosion rate depends
on corrosion induced damage and transport of corrosion products through cracks.
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Sazetak

Veza izmedu opterecenja i pomaka tradicionalno predstavlja model ponasanja gradevinskih
konstrukcija i koristi se u fazi dimenzioniranja. Analiza sigurnosti (izvedenog stanja) pretpo-
stavlja naknadna mjerenja na izvedenom objektu, no direktna mjerenja mnogih parametara
nisu moguca pa se koriste tkz., “inverzni modeli”. Rad prikazuje neke inverzne modele za
odredivanje parametara, tj., opterecenja, uz tretiranje greske mjerenja da bi se dobili rezul-
tati prihvatljive pouzdanosti.

Kljucne rijeci: inverzni model, mjerenja, parametri, opterecenje, greske

Estimation of parameters and loads from
measurements on structures and models

Abstract

Relation between load and displacement is traditionally used to model behaviour of stru-
ctures and is mostly used in the design phase of a structure. Analysis of safety, on the other
hand, requires measuring on the finished structure. However, direct measurement of many
relevant parameters is not possible and the “inverse model” has to be applied. This work
presents some inverse models for estimation of parameters and loads and explains how to
deal with errors in measurement to obtain reliable results.

Key words: inverse model, measurements, parameters, loading, error
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Uvod

Veza izmedu opterecenja i pomaka tradicionalno predstavlja model ponasanja gra-
devinskih konstrukcija. “Dimenzioniranje” konstrukcije podrazumijeva uporabu mo-
dela koji iz poznatoga opterecenja racuna pomake i potom unutarnja naprezanja,
na temelju ¢ega se procjenjuje zadovoljavaju li dimenzije konstrukcije trazene pa-
rametre sigurnosti (koji god da oni jesu). To je takozvani “model prema naprijed”
(forward model).

Kada je konstrukcija izvedena zanima nas njezina sigurnost, odnosno koliko pona-
Sanje konstrukcije odstupa od predvidanja iz proracuna. U stvarnosti, geometrija i
materijal konstrukcije vise ili manje odstupaju od racunskih vrijednosti, a upravo je
to odstupanje bitno za procjenu sigurnosti konstrukcije. Isto tako, kao opterecenja
na konstrukciju u fazi proracuna uzimaju se neka pretpostavljena opterecenja, za
koja, zbog linearnosti konstrukcije, mozemo reci da osiguravaju Zeljeno ponasanje
konstrukcije. U stvarnosti, kod mnogih konstrukcija nikada ne doznamo stvarno op-
tereéenje, primjerice kod konstrukcija optereéenih vjetrom. Ako nas zanima anali-
za zamora konstrukcije, treba znati opterecenje na nju. No, takvo opterecenje ne
mozZemo mjeriti, pa se moramo posluZziti indirektnim postupkom iz podataka koje
mozZemo mjeriti. Navedene probleme rjeSavamo odredivanjem trazenih parameta-
ra iz mjerenja, putem takozvanoga “inverznog modela” (inverse model). Pri tome,
parametri mogu oznacavati optereéenje na konstrukciju (jednostavniji problem) ili
unutrasnja svojstva konstrukcije, primjerice moment tromosti, uvjete oslanjanja,
geometriju (teZi problem). Osnovni problem pri formulaciji inverznoga modela nje-
gova je osjetljivost na greske, odnosno, takvi modeli ¢esto viSestruko pojacavaju
greske ulaznih veli¢ina i daju neupotrebljive rezultate.

U radu su predstavljeni primjeri odredivanja nepoznatoga optereéenja iz mjerenja
parametara konstukcije (pomaka). Odredivanje unutrasnjih parametara konstrukci-
je (primjerice, krutosti, temperature i sl.) zahtijeva slozenije inverzne modele koji se
ovdje nece opisati. Primjer inverznoga modela za odredivanje statistickih parame-
tara materijala prikazan je u Kozar, Tori¢ Mali¢, Rukavina (2018). Primjer inverznoga
modela za odredivanje kompleksnoga toplinskog koeficijenta difuzije iz mjerenja
temperature prikazan je u Lozzi—Kozar, KoZar (2017). Opceniti prikaz odredivanja
parametara kod modela difuzije temeljenih na diskretizaciji kona¢nim elementima
dan je u Kozar, Lozzi—Kozar (2017).

Prethodni se primjeri temelje na mjerenjima na konstrukcijama; mjerenja na mode-
lima podrazumijevaju uspostavljanje relacije izmedu parametara modela i parame-
tara stvarne konstrukcije. Detaljniji opis veze pomaka i opterecenja izmedu modela
i konstrukcije kod statickog i dinamickog optereéenja moZe se naci u Kozar (2016) i
Kozar, Rukavina, Tori¢ Mali¢ (2017).
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Znacaj mjerenja na konstrukcijama postajat ¢e sve veéi s porastom uporabe jeftinih
mjernih senzora povezanih u mreZu koja neprestano dostavlja velike koli¢ine poda-
taka mjerenja.

Svi primjeri nacinjeni su pomoc¢u programa Wolfram Mathematica (2017).

Rekonstrukcija statickoga opterecenja

Odredivanje podataka prema rezultatima mjerenja podrazumijeva vezu izmedu po-
dataka koji se mjere i rezultata mjerenja, Gibbs (2011). Tu vezu moZemo zapisati u
matri¢noj notaciji

y=H-x

gdje je H matrica mjerenja, y vektor mjerenih podataka i x vektor (vanjskih) parame-
tara koje Zelimo odrediti. Navedena jednadZba opisuje linearni problem mjerenja, a
matrica H nije kvadratna nego pravokutna (matrica H ima dimenziju m - n pri ¢emu
broj parametara “n” i broj mjerenja “m” obi¢no nisu jednaki). U pravilu, povoljno je
imati (znacajno) viSe mjerenja nego parametara koje treba odrediti, to jest m>>n.

Linearni problem mjerenja obi¢no se moze eksplicitno zapisati; tako formulirani
problemi opisuju primjerice problem odredivanja nepoznatoga opterecenja iz mje-
renja pomaka i sliéno. Nelinearni problemi zapisuju se implicitnom formulacijom

y=H(p)

i opisuju problem odredivanja vektora unutarnjih parametara p iz nekoga indirek-
tnog mjerenja, primjerice odredivanje modula elasti¢nosti iz mjerenja pomaka (uz
poznate sile opterecenja).

SloZeni problemi mogu se opisivati i kombinacijom implicitne i eksplicitne formu-
lacije

y=H(p)

U prikazanim jednadZbama dodali smo oznaku p za vektor unutarnjih parametara.
Navedene jednadzbe moZemo rjeSavati nekom od metoda optimizacije, primjeri-
ce metodom najmanjih kvadrata (engl. Least Squares, LS), odnosno odredivanjem
poopcene inverzne matrice HY (Moore—Penroseov inverz). Za nelinearni problem
mozZemo primijeniti neku varijantu metode najmanjih kvadrata, poput Levenberg—
Marquardtove metodu. Jasno je da su svojstva matrice H vazna za stabilnost i toc¢-
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nost postupka racunanja vektora parametara. Postupak mjerenja ima veliki utjecaj
na oblikovanje matrice H, a samim time i na uspjeSnost postupka, pa su izbor mje-
renih veli¢ina (primjerice, pomaci ili deformacije, pomaci, brzine ili ubrzanja itd.) i
nacin mjerenja vazna stavka postupka odredivanja parametara.

Kod analize optereéenja konstrukcije iz mjerenja pomaka, matrica H sastoji se od
komponenata matrice fleksibilnosti konstrukcije. Kod mjerenja deformacija, matri-
ca H ukljucuje konstante materijala i geometrijska svojstva konstrukcije (momente
tromosti poprecnih presjeka).

Navedene jednadZbe predstavljaju idealizirani problem, jer se u stvarnosti pojavlju-
je i utjecaj pogreske mjerenja (zbog razli¢itih razloga: nepreciznosti mjernoga ure-
daja, smetnji (Suma) prilikom mjerenja i sl.). Matematicki opis obi¢no ima aditivni
oblik

y=H-x+w

gdje je w vektor pogreske mjerenja. Pogreska mjerenja nepoznata je velicina, ali se
mogu prihvatiti neke pretpostavke koje olakSavaju odredivanje nepoznatih parame-
tara: w je stohasticka varijabla, najces¢e normalne (Gaussove) distribucije gustoce
vjerojatnosti.

Napomena: Ako se u jednadzbama eksplicitno ne pojavljuje pogreska mjerenja w,
to ne znaci da pogreSke nema; ona je sadrZana u vektoru y i utjeCe na rezultate. U
takvom slucaju pretpostavljamo da ne znamo niSta u pogreski mjerenja i nemamo
znanje kojim tu pogresku mozemo smanijiti.

Poznavanje statisticke raspodjele (funkcije raspodjele vjerojatnosti) pogreske mje-
renja w omogucava nam primjenu metode Monte Carlo u simulaciji postupaka mje-
renja. Takoder, omogucava nam primjenu nekog od postupaka za smanjivanje utje-
caja $uma mjerenja na rezultate. Cesto se primjenjuju teZinska metoda najmanjih
kvadrata (engl. Weighted Least Squares, WLS), metoda najvece vjerojatnosti ishoda
(engl. Maximum Likelihood, ML) i Bayesova metoda.

Metoda najmanjih kvadrata (LS)

Problem je opisan eksplicitno jednadZbom
y=H-x

Ako je m > n postupak metode najmanjih kvadrata ekvivalentan je rjeSavanju siste-
ma s pomocu poopcene inverzne matrice (Moore—Penroseov inverz)

X:H‘H.y
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gdje je
H? = (H"H)'H"
Ako je m > n, H9 = (HTH)*H" ima puni rang, pa se moze invertirati.

Procjenu greske dobivenih rezultata moZemo naciniti ako pretpostavimo da su me-
dusobna mjerenja na modelu neovisna; tada je kovarijanca Cov (y) jedini¢na matri-
ca, a kovarijanca parametara postaje

Cov (x) = c?(H'H)!

Na taj nacin moZzemo definirati podrucje 95% pouzdanosti dobivenih parametara
kao

Xos = X +1, 96-diag( (H'H)" )

Konstanta 1,96 rezultat je pretpostavke normalne distribucije za gresku mjerenja
kod koje onda vrijedi #Jtiggn exp[fé—]dg ~0,95.
o2

20°
Tezinska metoda najmanjih kvadrata (WLS)

U nasSim primjerima linearnih problema odredivanja optereéenja i pretpostav-
ke normalne distribucije pogreske mjerenja, metoda najvece vjerojatnosti ishoda
(Maximum Likelihood, ML) postaje teZinska metoda najmanjih kvadrata (Weighted
Least Squares, WLS). Formulacija teZinske metode najmanjih kvadrata dobiva se iz
razmatranja utjecaja izmedu pojedinih mjerenja.

Neka je funkcija gustoce vjerojatnosti za svako mjerenje. SloZena funkcija gustoce
vjerojatnosti za sva mjerenje tada je umnozZak vrijednosti za pojedina¢na mjerenja:

f(yx) :f1(y1x)~f2(y2x)~~-fm(ymx)

Funkciju f{y|x) moZemo odrediti samo kao vrijednost koja je proporcionalna vjero-
jatnosti da je vrijednost parametara unutar visedimenzionalnoga prostora dimenzi-
je m unutar kojega se nalazi to¢na vrijednost parametara x. Tako kazemo da je funk-
cija najvece vjerojatnosti (engl. likelihood function) L(x|y) = f(y|x). Uz pretpostavku
normalne distribucije pojedinacnih mjerenja, znamo da vrijedi

202

1
ff(yfx):a\/ﬂ
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Tada je
1 m (v, ~ (Hx),}
L S NG TR
(xy) o T Hexp[ 207 ]

m _ 2
Vidljivo je da vektor x dobivamo minimizacijom min 1%
i= o

To je ekvivaletno metodi najmanjih kvadrata za modificiranu matricu HW=H-W. Ma-
trica je teZinskih koeficijenata

1 0 0
04
0 B 0
W = o,
0 O A
(= O-m =

Varijance mjerenja moZzemo odrediti na razne nacine; najjednostavnije je (iako ne i
najispravnije) odrediti ih iz mjerenih podataka

10 12
u=—xy, >0 =—2(y,~uy
mi=1 mi=1

pri ¢emu je srednja vrijednost, a G je varijanca. Matrica tezinskih koeficijenata W
modificira problem i rjeSenje se dobiva kao i za metodu najmanjih kvadrata samo se
umjesto matrice H upotrijebi matrica HW.

Napomena: Ako se tezinska matrica malo drugacije definira, W = diag[1/c2] i P =
(H'WH)!, tada se Stedi na operacijama mnozenja.

Primjeri

Odredujemo nepoznatu silu F i moment M na konzoli preko mjerenja pomaka na
kraju konzole, slika 1.

Vektori mjerenja (pomaci) i parametara (sile opterecenja) su
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: L
q NM

Slika 1. Konzola s opterecenjem i pomakom

Da bismo jasnije prikazali metodu, nacinit ¢éemo simulaciju s poznatim opterece-
njem F i M. Mjerene progibe zamijenit ¢emo izraCunatim progibima na koje ¢emo
nadodati “pogresku” generiranjem slucajnih vrijednosti prema normalnoj distribu-
ciji. Na taj ¢emo nacin imati jasan uvid u greSku pojedine metode.

Pretpostavljamo opterecenje (neka su sve mjerne jedinice kompatibilne, pa ih mo-
Zemo izostaviti pri pisanju)

{F:1Q0}
X =
M=5,0

Pretpostavljamo parametre konzole L = 10,0, E = 10000. Pretpostavljamo mjerenje
u 3 tocke na konzoli x _={0,0; 1,0; 2,0}. IzraCun pomaka od sile i momenta na kraju
konzole daje pomake & ={0,358333; 0,303750; 0,250667}. Za mjerene vrijednosti

usvojit éemo 3, odnosno 4 znamenke (pretpostavljamo da je to to¢nost naseg ideal-
noga mjernog instrumenta). Tako imamo &_, ={0,358; 0,304; 0,251}i 6_, = {0,3583;
0,3037; 0,2507}.

Matrica mjerenja jest

5 L ;
H:{:aElf(X),zE/m(X),}'— L., m.

Indeks “i” ide po svim tockama mjerenja a funkcije su
2 2
f(x)=1—3—x+1 X1, m(x)=1—g+ x\.
2L 2\ L L L
Napomena: Matrica mjerenja H ovisi o poloZaju mjernih tocaka na konstrukciji.

0,0333333 0,005
H=| 0,02835 0,00405 |.
0,0234667 0,0032
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Rekonstrukcija metodom najmanjih kvadrata
Rekonstruirano je optereéenje iz podataka mjerenja s 3 to¢ne znamenke
(10,278
Y=131041]"
Rekonstruirano je opterecenje iz podataka mjerenja s 4 to¢ne znamenke
10,019
V=1 4,862
Podrucje 95% pouzdanosti dobivenih parametara jest

538,6
i1,96{ ' }

3722

Napomena: Varijanca nije ovisna o to¢nost mjerenja nego samo o matrici mjerenja
H.

Rekonstrukcija tezinskom metodom najmanjih kvadrata

Rekonstruirano je optereéenje iz podataka mjerenja s 3 to¢ne znamenke

10.931 2500,0 0,0 0,0
y= { 3 4364 } W=| 00 40000,0 0,0
’ 0,0 0,0  10000,0

Podrucje 95% pouzdanosti dobivenih parametara jest

+1,96 7,43 .
52,1

Rekonstruirano je optereéenje iz podataka mjerenja s 4 to¢ne znamenke
2500,0 0.0 0.0
10,031
Y=1 4778 I W= 00 100000 0.0
' 0.0 0.0 10000,0

Podrucje 95% pouzdanosti dobivenih parametara jest

+1,96 7,50 .
52,8
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Vidljivo je da metoda teZinskih koeficijenata donosi marginalno povecane toc¢nosti,
ali iznimno povedanje pouzdanosti rezultata. Isto tako, poveéanje tocnosti lagano
smanjuje interval puzdanosti.

Napomena: Matrica H nije ovisna o to¢nosti mjerenja, ali matrica mjerenja HW jest,
jer se tezinska matrica mijenja ovisno o podacima mjerenja.

Zakljucak

Prikazan je postupak odredivanja statickoga optereéenja na konstrukcije iz mjerenja
pomaka ako je matrica mjerenja linearna. Najjednostavniji postupak temelji se na
metodi najmanjih kvadrata, a rezultira zna¢ajnom varijancom odredenih parameta-
ra (opterecenja). Uvodenje matrice tezinskih koeficijenata utemeljene na rezultati-
ma mjerenja poboljsava varijancu (interval pouzdanosti) odredivanih parametara.
Moguce su i druge intervencije u postupak odredivanja parametara. Utemeljene
na metodi teZinskih koeficijenata, razvijene su Bayesova metoda i Kalmanov po-
stupak (filter). Bayesova metoda omogucava uzimanje u obzir deklarirane to¢nosti
instrumenta, pa tezinsku matricu ne odredujemo iz rezultata mjerenja nego iz po-
znate (tvornicki deklarirane) tocnosti instrumenta. Kalmanov postupak iteracijski
poboljsava toc¢nost i pouzdanost mjerenih podataka uzimajuci u obzir informaciju o
tocnosti koja se poboljSava sa svakim novim mjerenjem.

Dodatni uvid u kvalitetu modela i mjerenih parametara moZe se dobiti uvodenjem
“rezolucijske matrice podataka” koja pokazuje moZe li se iz parametara modela
rekonstruirati sve podatke mjerenja i “rezolucijske matrice modela” koja pokazuje
moze li se uz zadanu matricu mjerenja u potpunosti odrediti sve parametre modela.
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od pune opeke
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Sazetak

Na Gradevinskom fakultetu u Sarajevu izvrSeno je eksperimentalno ispitivanje obi¢noga i
ojacanog zida u stvarnoj veli¢ini (2,3/2,4/0,25 m) pri djelovanju cikli¢cnoga horizontalnog op-
terecenja u ravnini uz konstantni pritisak. Kod obicnih je zidova doslo do otkazivanja nosivo-
sti s pojavom karakteristi¢nih ukriZzenih pukotina, dok se kod zidova ojacanih armiranobeton-
skom oblogom javlja prevrtanje krutoga tijela. Numericka analiza provedena je primjenom
programa Diana 10.1 na makromodelima pri ¢emu je zide modelirano kao ortotropan i neli-
nearan heterogeni materijal koji moZe otkazati na smicanje, zatezanje ili pritisak.

Kljucne rijeci: zidovi od pune opeke, ab obloga, eksperimentalno ispitivanje, makro-modeli

Experimental and numerical analysis
of solid brick masonry walls

Abstract

An experimental investigation of strengthened and unstrengthened solid brick masonry
walls in full scale (2.3/2.4/0.25m) exposed to cyclic horizontal in — plane loading and con-
stant vertical pressure was conducted at the Faculty of Civil Engineering in Sarajevo. The
failure mechanism of an unstrengthened wall is typical with diagonal crack pattern, while
the walls strengthened with RC jacketing exhibit rocking. Numerical analysis was performed
using Diana 10.1 on macro-models where masonry is modeled as orthotropic and nonlinear
heterogeneous material which can fail in shear, tension or compression.

Key words: solid brick masonry walls, RC jacketing, experimental testing, macro-models
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1. Uvod

U seizmicki aktivnim podrucjima od klju¢ne je vaznosti otpornost gradevina na
djelovanje potresa. S obzirom na stupanj izgradenosti urbanih sredina, realna je
opasnost od ostecenja i rusenja u slucaju jakih potresa koji predstavljaju prirodnu
katastrofu. Pri tome su posebno ugroZene postojeée gradevine, od kojih je vecina
gradena bez primjene seizmickih propisa. Bosna i Hercegovina se nalazi u seizmicki
aktivnom podrucju jugoistocne Evrope, $to je i potvrdeno s nekoliko jakih potresa
koji su pogodili regiju u drugoj polovini prosloga stolje¢a. Mjerodavno vrsno ubr-
zanje tla (engl. peak ground accceleration, PGA) iznosi 0,10 — 0,20 g u najvecemu
dijelu BiH kao i susjednih zemalja, ali se ¢ak i PGA od 0,30 — 0,35 g mora uzeti u obzir
na pojedinim mikro—podrucjima (slika 1.).

Zidane konstrukcije predstavljaju tradicionalni nacin gradnje u regiji zapadnoga Bal-
kana, kao i u ve¢em dijelu Evrope. Najveci dio postojecih zgrada imaju zidanu no-
sivu konstrukciju, a takoder su i mnoge kulturnopovijesne gradevina, kojima je ova
regija izuzetno bogata, upravo sagradene kao zidane konstrukcije. Osim stoljetne
tradicije zidanih nosivih konstrukcija, treba istaknuti da je veliki broj visekatnih zida-
nih zgrada izgraden 50—ih i 60—ih godina prosloga stoljeca, prilikom masovne obno-
ve Evrope nakon Il. svjetskog rata. U pravilu je rije¢ o takozvanim obi¢nim zidanim
konstrukcijama (nearmiranim, neojacanim), koje su se pokazale ranjivima u slucaju
djelovanja jakih potresa.

Tradicionalne zidane zgrade imaju relativno masivnu, ali i krutu nosivu konstrukciju
kod koje se oste¢enja mogu pojaviti ve¢ pri umjerenim kretanjima tla. Tipicna oste-
¢enja javljaju se u obliku ukriZzenih dijagonalnih pukotina. Za povoljniji seizmicki od-
govor neophodno je poboljsanje duktilnosti nosive konstrukcije, $to rezultira veéom
disipacijom energije unesene potresom. Osim niskoga kapaciteta nelinearnoga po-
nasanja, mnoge se viSekatne stambene zgrade odlikuju neadekvatnim rasporedom
nosivih zidova u dva medusobno okomita smjera, promatrano u tlocrtu.

Radi poboljsanja svojstava duktilnosti i nosivosti mogu se primijeniti pojac¢anja zido-
va od opeke duktilnijim materijalima. Tradicionalno pojacanje zidova vrsi se armira-
nobetonskim omotacem (engl. jacketing), ali se mogu primijeniti i noviji materijali,
kao karbonske vrpce ili plasticne mreze. Medutim, evidentan je nedostatak istraZi-
vanja koja ¢e to potvrditi, posebno za odabrani tip zidova karakteristican za veliki
broj zgrada u nasoj regiji.

Poseban problem predstavlja modeliranje postojecih zgrada zbog nedostatka teh-
nicke dokumentacije i nepoznavanja mehanickih svojstava ugradenih materijala.
Stoga, seizmicka analiza i procjena sigurnosti zidanih objekata predstavlja komplici-
ran i izazovan zadatak za gradevinske inZenjere (Hrasnica, 2005).

Na Institutu za materijale i konstrukcije Gradevinskoga fakulteta u Sarajevu izvrSeno
je eksperimentalno ispitivanje obi¢nih zidova u punom mijerilu (2,3/2,4/0,25 m),
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tipi¢nih za nosive sisteme visekatnih zidanih zgrada iza Il. svjetskog rata, pri djelo-
vanju ciklicnoga horizontalnog optereéenja u ravnini. Radi poboljsanja nosivosti i
duktilnosti zidovi su konvencionalno ojacani jednostrano ili dvostrano oblogom od
armiranoga betona ili morta. Ispitivanje zidanih konstrukcija predstavlja primarni
aspekt verifikacije njihove seizmicke otpornosti, jer se karakteristike zida ne mogu
jednostavno dobiti homogeniziranjem svojstava morta i opeke (Tomazevic, 1999).

Slika 1. a) Mapa seizmickoga intenziteta BiH prema MSK-64, b) urusavanje dijela zgrade nakon potre-
sa u Banjoj Luci 1969. godine

2. Eksperimentalna ispitivanja zidova
2.1 Obi¢ni zid

Program eksperimentalnih istrazivanja ponasanja zidova odnosi se na ispitivanja
pod konstantnom vertikalnom silom koja se unosi na slobodnomu gornjem rubu
i ciklicnom horizontalnom statickom silom u ravnini zida. Intenzitet vertikalnoga
naprezanja priblizno je u granicama realnoga naprezanja u stanju eksploatacije.
Ukupno su ispitana Cetiri zida, dva neojacana (oznacena s W1 i W2) i dva ojacana
armiranobetonskom oblogom (W3 i W4). Geometrija zida prilagodena je opremi za
ispitivanje i odabrana tako da odgovara karakteristicnom zidu u izgradenom objektu
tipicnom za period iza Il. svjetskog rata. Dimenzije neojacanih zidova (W1 i W2) su
I/h/t = 233/241/25 cm, a konfiguracija testa za cikli¢no ispitivanje prikazana je na
slici 2.a. Za razliku od neojacanoga, ojacani zid dodatno ima obostranu betonsku
oblogu debljine 4-5 cm, armiranu s Q196 i spregnutu sa zidom odgovarajucim sidri-
ma. Odnos visine i duljine zidova priblizno je 1:1, tako da na osnovi geometrijskih
odnosa uzorci ne spadaju ni u vitke niti u duge zidove. Mehanicka svojstva kompo-
nenata zidane konstrukcije te modul elasti¢nosti i ¢vrstoca na pritisak zida ispitani
su prema odgovarajuéim evropskim normama, a dani su u (Medi¢, 2018).
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Zidovi u zgradama obicno su izloZeni relativno manjim naprezanjima na pritisak. Na
osnovi analize tipi¢ne zgrade, normalno naprezanje karakteristi¢no za zid iznosi oko
0,4 N/mm? (sila jednaka 230 kN), $to je oko 1/10 izmjerene tlacne Cvrstoce. Stoga
je ova veli¢ina vertikalnoga naprezanja nametnuta u testovima. Ojacani zidovi ispi-
tani su i pod naprezanjem od 0,8 N/mm? (sila jednaka 460 kN), jer pri nizemu nije
doslo do sloma. Intenzitet vertikalne sile (napona) ogranicen je kapacitetom prese
Amsler, koji je jednak 500 kN. Tipi¢ni program optereéenja prikazan je na slici 2.b. i
odnosi se na zid W1.

- a) b)

I I W1 - pomak vrha zida u vremenu (program opterecenja)
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Slika 2. a) Konfiguracija testa za cikli¢no ispitivanje zidova, b) tipicni program opterecenja

Slika 3. a) Zid W1 nakon ispitivanja, b) raspored i Sirina pukotina
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Kao sto je i o¢ekivano, obicni (neojacani) zid otkazuje na posmik s pojavom karakte-
risticnih ukriZzenih dijagonalnih pukotina. Na slici 3. prikazan je zid W1 nakon ispiti-
vanja, kao i detaljan raspored i Sirina pukotina. Pukotine se prvo pocinju javljati na
sredini zida, a u konacnoj fazi evidentirane su pukotine Sirine preko 40 mm. Konacna
je Sirina pukotina dvostruko veéa od nametnutoga pomaka (max 20 mm, slika 2.b.),
sto je uzrokovano akumulacijom plasti¢ne deformacije (klizanja) uzduz glavne kose
pukotine iz ciklusa u ciklus. Histerezna krivulja (dijagram sila—pomak vrha zida) pri-
kazana je na slici 4.

Dijagram sila - pomak za W1
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Slika 4. Histereza zabiljeZzena na neojaéanom zidu W1: V = 230 kN (o = 0.4 N/mm?)

Tijekom ispitivanja primije¢ene su raznovrsne specificnosti ponasanja zida. Pri ma-
lim vertikalnim tlacnim naprezanjima dolazi do otkazivanja klizanjem u spojnicama,
pri ¢emu opeke u pravilu ostaju neostecene. Pukotina se formira u jednoj horizon-
talnoj spojnici ili stepenicasto kroz horizontalne i vertikalne spojnice. Povecanjem
tlaénoga naprezanja, nakon pocetnoga klizanja u spojnicama, dolazi do rotacije
opeka, pri cemu se u opeci javljaju velika vlaéna naprezanja koje dovode do sloma.
Iznad odredene vrijednosti vertikalnoga opterecenja slom nastaje iskljucivo zbog
prekoracenja vlacne ¢vrstoce opeke. Za razliku od klizanja pri kojemu je energija di-
sipirana na trenje, histereza puna i globalno ponasanje duktilno (plasti¢no), vla¢ni je
slom opeke krhak i dolazi do degradacije krutosti karakteristicne za modele meha-
nike ostecenja (engl. damage). Na slici 3.b. moZe se uoditi da su pukotine posljedica
klizanja u spojnicama, ali i vlacnoga otkazivanja opeke, tako da je model ponasanja
kombinirani plasticnost-ostecenje.

Parametri nosivosti i deformabilnosti, dobiveni kao rezultat ispitivanja, prikazani su
u tablici 1. (tabela 1.), a odnose se na karakteristicnha grani¢na stanja (pojava puko-
tina, maksimalna nosivost, grani¢na nosivost). Za svako granicno stanje izdvojeni su
karakteristiCan pomak, horizontalna sila, sekantna krutost (odnos sile i pomaka) i
relativni pomak (rotacija). Takoder, navedena je pocetna elasti¢na krutost.
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Tablica 1. Parametri nosivosti i deformabilnosti zida W1

Pojava pukotina Maksimalna nosivost Grani¢na nosivost
O;'Laaka K, Ho | d, K., Hoold. | K. | H_ |d_ | K_
[kN/mm] | [kN] | [mm] [kN/mm] [kN] | [mm] | [kN/mm] | [kN] |[mm]| [kN/mm]
w1 116.3 56 0.9 62.2 120 12 10 105 20 5.25

Pomacid_,d, id _ odgovarajurelativnim pomacima_ =0.4%,8, =4.8%i6, =8.0%

k) Hm.

2.2. Ojacani zid

Radi usporedbe rezultata ojacani zidovi W3 i W4 ispitani su pod istim vertikalnim
opterecenjem kao i neojacani zidovi (o = 0,4 N/mm? odnosno V = 230 kN). Bududéi da
do sloma nije doslo, zidovi su dodatno ispitani pod dvostruko vec¢im opterecenjem
(o0 = 0,8 N/mm? odnosno V = 460 kN). Vertikalnu silu veéega intenziteta nije bilo
moguce nanijeti zbog ogranicenja kapaciteta hidrauli¢ne prese.

Ojacavanjem zida tip sloma promijenjen je u odnosu na prethodne zidove. Uzorak
W3 se ponasa kao kruto tijelo koje rotira oko ruba zida (engl. rocking), odnosno
diZe se iznad temeljne grede (slika 5.a.). Ta se vrsta otkazivanja naziva lomom na
savijanje i nastupa kada su prekoracena vlana naprezanja na spoju s temeljnom
gredom. U petama zida nisu primije¢ene pukotine izazvane tlaénim naprezanjima, a
nije uocen ni gubitak spoja izmedu obloge i zida (delaminacija).

[ ﬂa) \\‘ ! W= "‘:!’—-—-?—l L L v b)
: ¥ Histereza W3
' 456 \/ﬁ/
100 4 g
| =
| g . 7 d
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‘AI[ ¥ / E ‘_r—’ 150

200
2
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Slika 5. a) Ojadani zid W3: a) odizanje zida, b) histerezna petlja za V = 230 kN (o = 0,4 N/mm?)

Na slici 5.b. prikazan je dijagram sila—pomak zida W3. Nakon pocetnoga prirasta sile
nastupa smanjenje krutosti i gotovo horizontalan plato ,tecenja“ gdje se horizon-
talna sila blago povecava. Medutim, nelinearni odgovor nije posljedica degradacije
materijala s pojavom pukotina, ve¢ smanjenja pritisnute zone na spoju zida i teme-
lja (tzv. dekompresija). Histereza ima oblik S, karakteristi¢an za otkazivanje uzroko-
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vano savijanjem. Zid ima veliku duktilnost, ali je povrsina obuhvacena histerezom
odnosno disipacija uneSene energije mala. Na slici 5.b. moZe se uociti nesimetrija
histereze uzrokovana deformacijom pristroja, kao i proklizavanjem na spoju zida
i temelja. Rotacija zida kao krutoga tijela moze se sprijeciti sidrenjem armature u
podloZnu konstrukciju, Sto se preporucuje prilikom ojacanja gradevina.

3. Numericki modeli

3.1. Metoda konacnih elemenata i razredi modela za zidane konstrukcije

Ovisno o Zeljenoj to¢nosti ili jednostavnosti, za prorac¢un zidanih konstrukcija meto-
dom konacnih elemenata upotrebljavaju se tri vrste modela: detaljni mikromodel,
mezomodel (tzv. pojednostavnjeni mikromodel) i makromodel (slika 6.).

Zidni element
a) (opeka, blok, itd.) Vetikalna spojnica  b) Element Malter
Horizontalna [ I ot
jni 1 ontal
Jeore | | [ | [ | opeka/malter
il L

c) "Element" "Kontakt" d) Homogeni kontinuum
_________ [ T— IR | —
T i R IR
e o |l o s e oef T " T — [N I Sp——
""""""" i I A

Slika 6. Strategije modeliranja zidanih konstrukcija (Lourengo, 1996): a) uzorak zida, b) detaljni mikro-
model, c) mezomodel (pojednostavnjeni mikromodel), d) homogeni makromodel

U mikromodelu opeka i mort prikazani su elementima kontinuuma s odgovaraju¢im
elasticnim svojstvima i kriterijima sloma. Kontakt opeka—mort predstavlja ravninu
potencijalne pukotine/klizanja i modeliran je kontaktnim (engl. interface) elementi-
ma kojima se moZe simulirati diskontinuitet u polju pomaka. Diskretizacija modela
konacnim elementima uvjetovana je geometrijom pojedinih komponenata, tako da
je geometrija zida u cjelini uzeta u obzir, a numeric¢ki model sadrzi sve nacine otka-
zivanja zidane konstrukcije. Buduci da su spojnice vrlo male u odnosu na dimenzije
zidnoga elementa, modelu se namece vrlo rafinirana mreza koja ima izuzetne nu-
mericke zahtjeve u smislu racunalskoga vremena i memorije. Mikromodeliranje je
Cesta tehnika proracuna kod manjih konstrukcija ili se pak primjenjuje u izucavanju
doprinosa pojedinih komponenata kompozita globalnom ponasanju.

Mezomodel tretira opeku kao i detaljni model, medutim, spojnica mortom i kompo-
nenta kontakta homogenizirani su u jedan zajednicki kontaktni element nulte deblji-
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ne koji povezuje susjedne opeke. Radi zadrzavanja izvorne geometrije zida opeke su
uvecane za debljinu spojnice. Zid je, dakle, modeliran kao skup blokova povezanih
ravninama potencijalnih pukotina na mjestima spojnica. Raspored opeka utjece na
diskretizaciju modela, ali element koji predstavlja mort i kontakt nije u stanju opisati
Poissonov efekt morta na stanje naprezanja u opeci. Naime, u stvarnosti se fleksi-
bilan mort pod pritiskom istiskuje izmedu opeka i izaziva vlak u dva smjera okomito
na djelovanje tlacne sile. Element kontakta uobicajeno je formuliran tako da su po-
smic¢ni i normalni pomak neovisni (engl. uncoupled), pa normalni pomak ne izaziva
posmicnu trakciju. Stvarno troosno stanje naprezanja u opeci koja je, primjerice,
dio zidane prizme izloZene Cistom tlaku u numerickomu modelu postaje jednoosno
tla¢no naprezanje. Zbog toga primjenom pojednostavnjenoga modela nije moguce
obuhvatiti sve oblike sloma.

Tehnika makromodeliranja tretira stvarni heterogeni zidni panel kao homogeni (naj-
cesce anizotropni) kontinuum koji moze biti diskretiziran grubljom mreZzom neovi-
snom o rasporedu opeka. Takvo je modeliranje prikladno za slucajeve u kojima Zeli-
mo predvidjeti globalan odgovor realne visekatne zidane konstrukcije ili analizirati
utjecaj ,globalnih” parametara zida (¢vrstoéa na pritisak, geometrija konstrukcije)
na odgovor konstrukcije kao cjeline.

Opcenito, za korektnu realizaciju mikromodela treba poznavati veliki broj ulaznih
podataka koji se najc¢esée odreduju laboratorijskim ispitivanjima ili se pak preuzi-
maju iz dostupne literature. NaZalost, izbor podataka Cesto je vrlo teZak zadatak,
zbog velikoga rasipanja eksperimentalnih rezultata te upitne pouzdanosti izvedenih
testova. U praksi, pa i u znanstvenom istrazivanju, makromodeliranje je najcesci
pristup proracunu zidanih konstrukcija, zbog povoljnoga omjera izmedu trajanja
proracuna i razine to¢nosti. Medutim, nedostatak ve¢ine makromodela leZi u tome
da nisu u mogucnosti prikazati diskontinuitete koji se javljaju izmedu blokova ili di-
jelova zidane konstrukcije.

Neovisno o vrsti modela, za metodu konacnih elemenata upotrebljavaju se impli-
citni solveri koji formiraju globalnu matricu krutosti u svakom koraku uz zadovolje-
nje konstitucijskih jednadzbi, ravnoteze i kinematike. Proracunski problemi vezani
za konvergenciju i loSu uvjetovanost matrice krutosti mogu nastupiti ako se pojavi
omeksanje materijala. Ako je materijal nestabilan, to jest, ako se u konstitucijskom
zakonu javlja omeksanje (engl. softening), rezultati proracuna ovise o odabranoj
mreZi konacnih elemenata, odnosno nisu objektivni. Da bi se ovaj problem elimi-
nirao, u formulaciji MKE uvedena su takozvana ogranicenja lokalizacije (engl. lo-
calization limiters), gdje se pod terminom lokalizacija smatra pojava pukotine od-
nosno diskontinuitet u polju pomaka. Ograni¢enja se mogu svrstati u tri skupine
(Ibrahimbegovic¢, 2009), a jedna od najcesée primjenjivanih je metoda koju su razvili
Hillerborg i Bi¢ani¢, u kojoj se objektivnost mreZe s obzirom na neelasti¢nu disipa-
ciju osigurava primjenom modula omeksanja (engl. softening modulus) koji ovisi o
dimenziji kona¢nog elementa (engl. mesh—dependent).
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Opcéenito, kontaktni modeli u kojima je nelinearnost koncentrirana na odabranim
mjestima (primjerice spojnicama) numericki su stabilniji od kontinuum modela (Lo-
urencgo, 1996).

3.2. InZenjerski model zida

Nakon niza potresa izazvanih eksploatacijom zemnoga plina u zoni oko Groningena

i oStecenja na zidanim zgradama, DIANA FEA BV i TU Delft zajednicki su razvili inZe-

njerski model zida (engl. engineering masonry model, EM) posveéen isklju¢ivo ma-

kromodeliranju zidanih konstrukcija (Schreppers, Garofano, Messali, Rots, 2016).

Filozofija i parametri modela utemeljeni su na eksperimentima provedenima na

Tehni¢kom sveucilistu u Delftu (TU Delft, 2015). Konstitutivni model EM utemeljen

je na Total Strain Crack kontinuum modelu (DIANA, 2016) s razmazanim slomom

(engl. smeared failure) i moze se rabiti s elementima membrane (za ravninsko stanje

naprezanja) ili elementima ljuske (za prostorne modele). Uporaba modela posebno

je preporucena za staticku nelinearnu analizu pri cikliécnom opterecenju ili nestaci-
onarnu dinamicku analizu dijelova konstrukcije ili objekata u cjelini. Model EM ima
sljedede karakteristike:

¢ Anizotropija koja proizilazi iz razli¢ite krutosti u pravcu horizontalne i vertikalne
spojnice uzeta je u obzir.

e SadrZi odgovarajuce sekantne, elasticne i mjesovite histerezne krivulje za razli-
Cite oblike sloma.

e Postoje Cetiri moguéa smjera Sirenja pukotina (slika 7.): horizontalni, vertikalni i
dva dijagonalna naj¢e$¢e prema geometriji opeke.

e Kada dijagonalne pukotine nisu aktivne ili su isklju¢ene, model pretpostavlja da
krutost normalnih komponenti u x i y smjeru nije povezana s posmi¢nom kruto-
$¢u u ravnini. Dakle, model EM se ponasa kao ortotropni materijal s Poissonovim
koeficijentom jednakim nuli.

¢ Model obuhvata sljede¢e mehanizme sloma:

val¢ni slom u horizontalnoj spojnici,

drobljenje okomito na horizontalnu spojnicu,

vlacni slom u vertikalnoj spojnici,

drobljenje okomito na vertikalnu spojnicu,

vlaéni slom okomito na dijagonalnu stepenicastu pukotinu,

posmicni slom — klizanje.

oV kA wWwN R
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a)

Slika 7. Pravci u kojim je moguca pojava pukotine: a) horizontalno i vertikalno, b) dijagonalno pod
odabranim kutem (Schreppers, Garofano, Messali, Rots, 2016)

e Kad se dijagonalna pukotina aktivna i otvara, smanjuju se vlacno naprezanje u
ravnini okomitoj na pukotinu i posmi¢no naprezanje u dijagonalnoj ravnini. Kad
se pukotina zatvara, pretpostavlja se linearna krutost jednaka pocetnoj krutosti.
Dijagonalne pukotine u dugim zidovima mogu se dobro modelirati primjenom
ovoga kriterija, dok u slucaju vitkih zidova to ne mora biti slucaj. Stoga se ovaj
kriterij otkazivanja moze, ali i ne mora upotrijebiti.

e Posmicna naprezanja ogranic¢ena su standardnim Coulombovim modelom trenja
u kojemu figuriraju kohezija i naprezanja okomita na horizontalnu spojnicu.

Zakon ponasanja materijala u nelinearnom podrucju prikazan je na slici 8.

a) Napon o okomit na ravan pukotine b) €t Gpppsgc Erdno
A} T T
fo P Deformacia € \ [
okomita na l \—
ravan pukotine |
|
Gri/h I f
|
I~/ AT W ——— Oy
I Deformacia ¢ okomita Greith I
: na ravan pukotine |
L. s o o e | fe
1 > Napon o okomit
Qatezane  Eut na ravan pukotine
) Grith
)
C

Slika 8. InZenjerski model zida: a) vlak, b) tlak, c) posmik

88



Eksperimentalna i numericka analiza zidova od pune opeke

U slucaju vlaka (a sli¢no za tlak i posmik), konacna deformacija € , je ona pri kojoj je
pukotina otvorena i nije moguc prijenos naprezanja, te je definirana izrazom

gult =2_(3ft

hf,
gdje je h karakteristicna dimenzija vrpce u kojoj se materijal ostecuje, a vezana je
za dimenziju konacnoga elementa. Osteéenje se prema ovom modelu lokalizira u
odredenoj zoni h, a ne liniji kao u diskretnim modelima. Radi dobivanja objektivnih
rezultata koji ne ovise o veli¢ini kona¢noga elementa (diskretizaciji), odnosno pod
uvjetom da potrosnja energije pri otvaranju pukotine uvijek bude ista, za konstan-
tne hi G, dobiva se razli¢ita konacna deformacija € , (G, = [(o-de)-h - € ) pri cemu
se za h uzima h = V(2A) za 2D elemente s linearnom interpolacijom odnosno VA za
2D elemente visega reda (A je povrsina elementa) (Rots, 1997). Takva se formulacija
uklapa u standardnu mehaniku kontinuuma i lako se implementira u standardnu
metodu konacnih elemenata (Ozbolt, 2006).
Parametri koji su potrebni za definiranje EM modela navedeni su u tablici 2.

Tablica 2. Parametri EM modela

E [N/mm?] Youngov modul u smjeru x
o ) E, [N/mm?] Youngov modul u smjeru y
Elasti¢ni parametri
va [N/mm?] posmicni modul
p [kg/m?] gustoda
f. [N/mm?] vlacna ¢vrstoca u smjeru x
fty [N/mm?] vlaéna ¢vrstoca u smjeru y
Pukotine G, [N/mm] energija sloma pri vlaku
% HEADTP vrsta sloma u vertikalnoj spojnici
25 h [mm] karakteristi¢na dimenzija konacnoga elementa
é c [N/mm?] kohezija
%Co Smicanje 0[] kut unutarnjeag trenja
.é GfS [N/mm] energija sloma pri smicanju
:;f f IN/mm?] tlaéna évrstoca
n[/] faktor koji definira grani¢nu deformaciju
Drobljenje
G, [N/mm] energija sloma pri tlaku
A/ faktor koji definira karakter rastereéenja
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3.3. Makro — model ispitanog zida

Optereéenje i rubni uvjeti za obi¢ni (neojacani) zid odabrani su tako da Sto bolje
reproduciraju eksperimentalne uvjete. Prvo se preko armiranobetonskoga serkla-
Za na vrhu zida nanosi vertikalno optereéenje od 230 kN (0,40 N/mm?). Vertikalno
opterecenje odrzava se konstantnim, a horizontalna se sila nanosi pod kontrolom
pomaka u gornjemu lijevom kutu. Pomaci su naneseni cikli¢no, najcesce s tri ponav-
lianja, a amplitude pomaka povecavaju se iz serije u seriju. Svi ¢vorovi na gornjemu
rubu kruto su povezani, tako da imaju iste horizontalne pomake i dopustenu rota-
ciju. U kontinuum modelima, zidovi su modelirani dvodimenzionalnim elementima
(ravninsko stanje napprezanja) s 8 ¢vorova prosjecne dimenzije 0,1 m. Provedena
je kvazistaticka implicitna nelinearna analiza s Newton—Raphson iteracijskom she-
mom u koju je ukljuéena kako materijalna tako i geometrijska nelinearnost. Para-
metri modela prikazani su u tablici 3., a na slici 9. prikazano je polje pomaka i polje
glavnih deformacija.

Tablica 3. Odabrani parametri za makromodel obi¢noga zida

Parametar Vrijednost
E, 4e+09 N/m?
E, 4e+09 N/m?
ny 1,6e+09 N/m?
p 2000 kg/m3
" 90000 N/m?
G, 10 N/m
HEADTP No
h Rots
c 90000 N/m?
® 0,78 rad
G 20 N/m
f 6,48e+06 N/m?
n 4
G, 40000 N/m
A 1

S modelom EM moguce je kao opterecenje nanijeti stvarne protokole opterecenja
bez problema s divergencijom pri velikim pomacima, Sto rezultira tocnijim oblikom
sloma. Veza sila—pomak na vrhu zida konzistentna je s rezultatima testova, odnosno
dobiva se relevantna disipacija energije (slika 10.). Medutim, raspored pukotina je
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a) b) [N-PLANE COM
Load-step 130, Load-factor -1.6000
Total Strains E1

DX
(mm)
060 E1
Bos g
'e-
gg: 2.80e-03
. 2.32e-03
030 I 183603
023 1.34e-03
0.15 ; 8.586-04
I 008 IZ_’ I37Ze—OA
000 -1.14e-04
Slika 9. a) Horizontalni pomaci (korak 150), b) glavna deformacija E1 (korak 130)
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Slika 10. Usporedba rezultata numerickoga makromodela i eksperimenta za W1
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Slika 11. Usporedba rezultata numerickoga modela i eksperimenta: a)
deformacija, b) oblik sloma zida W1

akumulirana posmicna
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,razmazan“ na odredenu Sirinu (Sto ovisi o diskretizaciji) ili je difuzan i geometrijski
nije tocan u usporedbi s eksperimentom (slika 11.). Eksperimentalno se pukotina
lokalizira dijagonalno, dok je numericki dobivena kosa pukotina koja ne spaja kuteve
zida (slika 11.).

Na ojacanim zidovima nije doslo do otkazivanja nosivosti, nego se zid zaokrece kao
kruto tijelo (engl. rocking). Problem je lako numericki modelirati primjenom linear-
noelasticnoga modela za zide i Mohr—Coulombovoga kontakta na spoju zida i pod-
loge (engl. interface opening mode — gapping).

4. Zakljucak

Poteskoce u modeliranju zidanih konstrukcija uzrokovane su kompozitnom priro-
dom zida koje se sastoji od elemenata (opeka) te horizontalnih i vertikalnih spojnica
ispunjenih mortom. Mehanicka svojstva zida ovise o karakteristikama komponena-
ta, ali i o nacinu izgradnje. U stvari, tehnika zidanja (paralelnost stranica, zapunje-
nost spojnica mortom itd.) moze imati presudan ucinak na svojstva zida, Sto dodat-
no utjeCe na nepouzdanost i varijabilnost parametara zida. Samo se u nelinearnoj
analizi moze pratiti ponasanje zidane konstrukcije koja prolazi kroz vise stadija:
elasti¢nu fazu, pojavu pukotina i drobljenje te globalni slom. Jednostavniji konsti-
tucijski modeli laksi su za primjenu, ali daju slabiji uvid u ponasanje konstrukcije. S
druge strane, uporaba sloZenijih modela pretpostavlja detaljno poznavanje pona-
Sanje materijala, znacajan utro$ak vremena, a u slucaju primjene u projektantskoj
praksi zahtijeva i iznadprosje¢no obrazovanoga inZenjera koji poznaje nelinearne
konstitucijske modele i napredne tehnike prora¢una. To implicira opseZne programe
istrazivanja, kako na razinu pojedinih komponenata, tako i na razini konstrukcije,
kako bi se dobili ulazni podaci i utvrdila valjanost numerickih rezultata prema ek-
sperimentalnima.

Tip je sloma za cikliéno horizontalno optereéenje na neoja¢anim zidovima posmi-
¢an, s dijagonalno ukrizenim pukotinama. Dijagonalne pukotine ¢esto prati lokalno
drobljenje i prevrtanje. Krivulje histereze su pune, odnosno znacajna je disipacija
unesene energije.

Na ojacanim je zidovima otkazivanje uvjetovano savijanjem odnosno prevrtanjem
zida kao krutoga tijela. U eksperimentima nije registrirano odvajanje obloge od ti-
jela zida. Povecanjem vertikalnoga naprezanja na ojacanim zidovima raste nosivost
na horizontalne sile, tako da je uporaba oja¢anja opravdana uz vodenje racuna o
kakvodi spoja obloge i zida.

Nearmirani su zidovi pokazali znacajnu duktilnost, znatno veéu od predvidene u
normama. Kod ojacanih zidova moZe se ocekivati i ve¢a duktilnost za opterecenja
do sloma. Prema ovim rezultatima, faktor ponasanja koji se uzima u seizmi¢kom
proracunu moZze biti znacajno veci nego $to je dan u Eurokodu 8.
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Upotrijebljeni numeric¢ki model zida dobro reproducira eksperimentalni cikli¢ni od-
govor zida u smislu ¢vrstoée i opisa histereznih ciklusa. Takoder, model je u stanju
predvidjeti post—vrino ponasanje bez problema stabilnosti proracuna pri omeksa-
nju materijala. Homogenizirani makromodeli imaju sljedeée prednosti u odnosu
na druge klase modela: jednostavna mreza i geometrija; krace vrijeme proracuna i
manji zahtjevi za memorijom; to¢nost pri proracunu veéih elemenata konstrukcije
ili objekata u cjelini. Kada se upotrebljavaju makromodeli, pretpostavljeno je da su
konstrukcija, opterecenje i rubni uvjeti takvi da se mort i opeka ne moraju zasebno
diskretizirati, $to je ujedno i nedostatak makromodela.
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using resonant method
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Abstract

Main aim of this work was to experimentally investigate steel fiber distribution in concrete,
i.e. fiber segregation and nonuniform distribution, as well as possible internal cracks, with
resonant frequency method (RFM). The RFM is based on determination of resonant frequen-
cies of vibration on specimens excited by impact hammer, which is basis for determination
of dynamic modulus of elasticity of FRC. Based on the reduction of dynamic modulus of
elasticity and change of frequency response curve some conclusions about presence of local
damage or defect are made. These conclusions are verified with x-ray scans of FRC prisms.

Kljucne rijeci: steel fiber reinforced concrete, resonant frequency, impulse excitation method,
dynamic modulus of elasticity

Detekcija ostec¢enja u mikroarmiranom betonu
primjenom rezonantne metode

Sazetak

Cilj je rada primjenom metode rezonantne frekvencije (MRF) eksperimentalno prouciti ras-
pored Celicnih vlakana u betonu, odnosno defekte nastale ugradnjom, kao Sto su segregacija
i nehomogena raspodjela vlakana. Istrazena je i mogucnost detekcije unutarnjih pukotina.
MRF se zasniva na odredivanju rezonantnih frekvencija uzoraka pobudenih na vibracije udar-
nim ceki¢em, iz kojih se dalje odreduje dinamicki modul elasti¢nosti. Na osnovi redukcije
dinamickog modula elasti¢nosti i promjene oblika frekvencijske krivulje odgovora doneseni
su zakljucci o prisutnosti lokalnih oStecenja. Zakljucci su potkrijepljeni rendgenskim slikama
uzoraka.

Key words: beton armiran celicnim vlaknima, mikroarmirani beton, rezonanatna frekvencija,
metoda impulsne pobude, dinamic¢ki modul elasti¢nosti
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1. Introduction

Fiber reinforced concrete (FRC) as a high strength concrete is used in structures
where superior mechanical properties to that of plain concrete are needed. It
shows improved performance in cracking and shrinkage, as well as high ductility
and tensile strength. However, there are also some drawbacks related to FRC. One
of the major drawback is determination of fiber volume fraction as well as achieve-
ment of uniform distribution of fibers in the FRC mixtures. For example, as shown
on Fig.1, non-uniform distribution can cause segregation in one side, which has as a
consequence weak zone on the other side, with just a few fibers or even none. On
the other hand, if fiber content is very high or fibers are too large, during concrete
casting they can easily group into fiber balls and form areas only with fibers and air.

Figure 1. Steel fiber segregation in tensile zone of damaged beam

2. Resonant frequency method

In concrete testing non-destructive methods have very important role. The reason
is that they are repetitive on the same specimen (structure) and enable application
of other testing methods afterwards, because specimen remains undamaged. Over
the past years many non-destructive methods developed such as surface hardness
method, penetration resistance method, pull-out, brake-off test, pulse-echo, impa-
ct-echo method, ultrasonic pulse velocity method, resonant frequency method [1].
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Unlike other above mentioned methods, resonant frequency method (RFM), it is
not influenced by many factors, i.e. it is not dependent on moisture content, textu-
re and surface smoothness, loading rate etc. [1],[2]. It depends only on specimen
size and shape, and boundary conditions. Therefore, RFM is very fast and reliable.
Also this method is very convenient for concrete structures, while for other mate-
rials different methods are used [3]. Hence, resonant frequency method [1] is used
to obtain dynamic modulus of elasticity of FRC .

2.1. Specimens geometry and dimensions

All test specimens are prismatic beams with dimensions 100x100x400 mm as shown
in Fig.2. Firstly, before testing each specimen, on the specimen surface grid with 15
nodes is drawn, to exactly determine position of accelerometers and impact points.
Nodes along longer edge of the beam determine positions for accelerometers (Fig.
2, nodes 1to 5, and 11 to 15), and nodes placed on the midline are nodes of impact
application (Fig. 2, nodes 6 to 10).

Figure 2. FRC prism specimen

Figure 3. Steel fiber types used in specimens, up: 13 mm straight fibers; down: 30 mm hooked fibers

Specimens are made according to mixtures presented in Table 1. Two types of mi-
xtures are used, marked as CM1 and CM2. Concrete mixtures CM1 and CM2 have
the same constituents with the same portions except for the steel fibers. In CM1 are
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embedded short steel fibers of length 13 mm and diameter 0.2 mm, while in CM2
long hooked steel fibers of length 30 mm and diameter 0.6 mm, Fig.3. Further, in
CM1 fiber content is higher (200 kg/m?3) than in CM2 (only 78 kg/m?3). More details
can be found in [4],[3].

Table 1. Concrete mixture for FRC specimens

Ccm1 CM2
Material Content [kg/m?] Content [kg/m?3]

Cement 435.2 435.2

Silica flume 108.8 108.8
Water 272 272
Steel fiber 200 78

Quartz sand 1312 1312
Superplasticizer 48 48

Although many specimens were tested, to give clear comparison only result of
three tested specimens are shown: 1. specimen with smaller fibers, homogenous
and solid, 2. specimen with smaller fibers, homogenous with crack and 3. specimen
with larger fibers, homogenous and solid. They are named as given in Table 2. and
shownin Fig.6 and Fig.7.

Table 2. Specimenslabel

Mixture label cMm1 cMm2
3A

Specimen label SK-2
3C

2.2. Test procedure

On the impact hammer different tip can be mounted, i.e. with different mass and
stiffness. After preliminary testing it is decided that hard rubber impact tip sho-
uld be used [4][3]. The test setup consists of impact hammer (noted as 1 in Fig.4),
specimen with attached accelerometers (noted as 2 in Fig.4), data acquisition de-
vice (noted as 3 in Fig.4) and computer with commercial or own software for data
analysis. The specimen is placed on the soft foam of density 39.64 kg/m? in such a
way topermit free vibration.

The test is performed in the way of impacting the concrete surface with hammer
giving impulse (force) loading to the specimen. The head of impact hammer is equ-
ipped with a force sensor in order to measure and register impulse loading, Fig.5.
Accelerometers are attached to the top surface of the specimen in fixed points in
order to measure the output response. Impacts by the hammer are given at exactly
determined points, noted with numbers 6 to 10 in Fig.2.
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Figure 4. Setup of test for RFM
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Figure 5. RFM test procedure scheme

Dynamic response in time in the form of acceleration is measured. From time do-
main, response is transformed into frequency domain with use of fast Fourier tran-
sform. Resonant frequency is manifested as a resonant peak in frequency response
curve, Fig.5. Based on the theoretical relations between them, modulus of elasticity
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is obtained from fundamental frequency [1]. Dynamic modulus of elasticity is calcu-
lated from resonant frequency of specimen before and after damage occurs. Based
on the variation of dynamic modulus of elasticity and frequency response curve
shape presence of local damage or defect can be determined [5].

3. Test results

In Fig. 6-8 frequency response curves together with X-ray scans and photos of spe-
cimens are given. X-ray scans are used to verify obtained results and given conclusi-
ons, since they give real insight into fiber distribution in each specimen. More about
X-ray scans of specimens can be found in [6],[7].

3.1. Dynamic modulus of elasticity

Once the fundamental resonant frequency is determined from frequency response
curves, Fig.6 and Fig.7, and knowing specimen dimensions and density, dynamic
modulus of elasticity can be easily calculated by using the equations prescribed in
standards [8] and [9][8]. Values of calculated dynamic modulus are summarised in
Table 3.

Table 3.Dynamic modulus of elasticity

Specimen fr [kHz] Ed [GPa] ASTM C215 Ed [GPa] EN 14146
3A 1.14 27.07 28.96
3C 1.6 27.66 29.04
SK-2 1.6 19.42 20.25

3.2. Result discussion

First, in Fig. 6 specimens 3A and 3C are shown. Note that main difference is that 3C
is solid and 3A is cracked. Further, 3C is tested with hard impact hammer tip and 3A
with soft one. It can be noted that in damaged specimen 3A resonant frequency is
lower than in solid specimen 3C, and consequently dynamic modulus is lower, Table
3. Further, softer tip causes more small peaks in frequency response curve which
indicates presence of smaller voids filled with air.

Secondly, in Fig. 7 frequency response curves for specimens 3C (smaller fibers, lar-
ger content) and SK-2 (larger fibers, lower content) are given. Note that here both
specimens are homogenous and solid. As expected, they have the same resonant
frequency, Fig. 7, but because of different density, dynamic modulus of elasticity di-
ffers. Namely, specimen with smaller fibers has higher density than specimen with
large ones, because smaller fibers are better distributed in concrete, which does
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not contains any air voids, and consequently is less porous. Thus, specimen with
smaller fiber has higher elasticity modulus (29.4 GPa) than specimen with larger
fibers (20.25 GPa), although as mentioned before resonant frequency is the same
for both, Table 3.
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Figure 6. Frequency response and X-ray scan: comparison of specimens 3C (left) and 3A (right)
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Figure 7. Frequency response and X-ray scan comparison of specimens3C (left) and SK-2 (right)
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4. Conclusion

In this work resonant frequency method is used for detection of damage and casting
defects in FRC specimens. Dynamic response is measured as acceleration-time cur-
ve. Resonant frequency is obtained as resonant peak in frequency response curve.
Dynamic modulus of elasticity is calculated from resonant frequency of specimen
before and after damage occured. Based on the reduction of dynamic modulus of
elasticity and change of frequency response curve some conclusions about damage
or defect presence aregiven. With resonant frequency method defects can be dete-
cted in such a way that smaller defects (air voids, inhomogeneity) are indicated with
change in frequency response curve shape, while larger defects (such as cracks) are
indicated with reduction in resonant frequency, and consequently dynamic modu-
lus. Further, it can be concluded that with softer impact hammer tip smaller defects
and voids can be detected, while stiffer tip is more convenient for detection of local
failures. It is confirmed that resonant frequency method gives accurate values of
dynamic modulus. These conclusions are verified by result comparison with x-ray
scans of FRC specimens, which give real insight into fiber distribution in each spe-
cimen.

Application of the procedure presented in this work is versatile. RFM is used here
to assess mechanical properties of FRC concrete and their reduction due to local fa-
ilure and casting defects. Moreover, RFM can be used to study creep and relaxation
of concrete as well as variation in dynamic modulus due to fatigue or cyclic loading.
It is applicable for laboratory testing of different concrete mixtures and specimen
dimensions as well as in situ measurements for known boundary conditions.
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Abstract

Concrete is very strain rate sensitive material, especially in tension. In this work the effect of
dynamic loading on concrete properties in terms of rate dependent failure mode, resistance,
tensile strength and fracture energy will be presented. Through own experiments and nume-
rical modeling of L-specimen it is shown that inertia effects are responsible for progressive
increase of resistance and rate dependent failure mode. Numerical results and their com-
parison with experiments show that the true fracture energy and tensile strength increases
approximately linear in semi-log scale with strain rate and that approximately follow rate
dependent constitutive law used in the computation.

Key words: concrete, dynamic loading, L-specimen, experiments, numerical modeling, tensile
strength, fracture energy, failure patterns

Utjecaj dinamickog optereéenja na svojstva betona

Sazetak

Beton je materijal iznimno osjetljiv na brzinu deformacije, posebice kada je izloZen vlaku. U
ovom radu e se prikazati utjecaj dinamic¢kog opterecenja na svojstva betona ovisnih o brzini
kao sto su oblik sloma, nosivost, vlacna ¢vrstocéa i energija loma. Primjenom vlastitih ekspe-
rimenata i numerickog modeliranja betonskog uzorka L-oblika pokazano je da su za progre-
sivni rast nosivosti i nacin sloma uzorka odgovorni inercijalni efekti. Numericki rezultati i nji-
hova usporedba s eksperimentima pokazuju da prava energija loma i prava vlac¢na ¢vrstoc¢a
s porastom brzine deformacije rastu priblizno linearno u polu-logaritamskom mijerilu te da
slijede konstitutivni zakon ovisan o brzini deformiranja koji je koristen u numerickoj analizi.

Kljucne rijeci: beton, dinamicko opterecenje, uzorak L-oblika, eksperimenti, numericko
modeliranje, vlacna ¢vrstoca, energija loma, oblik sloma

105



Mini simpozij o numerickim postupcima

1. Introduction

Concrete is the most widely used construction material in the world due to its nu-
merous advantages such as strength, stiffness, durability, dimensional stability and
economic efficiency. Hence, it is important to realize that concrete structures are
more often expose to various types of dynamic loads rather than static loads. The
behaviour of concrete structures under dynamic loads is complex due to signifi-
cant sensitivity of concrete to strain (loading) rate. The rate dependent response
of concrete can be explained by three different effects [1]: (1) through the viscous
behaviour of the bulk material between the cracks (creep of concrete or viscosity
due to the water content), (2) through the rate dependency or rate sensitivity of the
growing micro-cracks (influence of inertia at the micro-crack level) and (3) through
the influence of inertia effects, which can significantly change the state of stresses
and strains of the material. The first effect is important for relatively low loading
rates and the last two effects dominate for medium and high loading rates (e.g.
dynamic loading). Thus, under high loading rate two different mechanisms influen-
ce the structural behavior. First is the strain rate influence on strength, stiffness and
ductility, and second, the inertia effects activated, which influence the resistance
and failure mode of concrete structure. In numerical modeling, the first two effects
can be accounted for by the constitutive law. The third effect should be automati-
cally accounted for through dynamic analysis, where the constitutive law interacts
with structural inertia [1-5].

The experimental evidence shows that concrete exhibits the strongest influence
of loading rate under tensile load [6]. Since concrete is inherently weak in tension,
the response of concrete under tensile loading is key to understanding and using
concrete in structural elements. To experimentally study uniaxial tensile behavior
of concrete is difficult, therefore, various testing techniques and specimen types,
for instance drop hammer test [7], splitting test etc. [8], as well as different measu-
rement methods have been used. These studies usually investigate the differences
between tensile strength and fracture energy under static and dynamic loading and
suggest some simple relations to predict behaviour of concrete under high loading
rates. Principally, experiments show that apparent strength and fracture energy in-
crease with increase of strain (loading) rate and that for strain rates larger than
approximately 10/s both increase progressively with increase of strain (loading) rate
(Figure 1, DIF is defined as the ratio between dynamic and corresponding quasi-sta-
tic value). To this end, there is no clear consensus on the reason for this progressive
increase of dynamic strength and fracture energy under high loading rates, hence,
it is generally argued on the fundamental cause of progressive increase. Due to the
complexity arising from the composite nature of the concrete material, behaviour
of concrete structures under dynamic loading is very difficult to understand only
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from experiments. Hence, in order to overcome the limitations of experimental te-
sts, numerical methods can be helpful.
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Figure 1. a) Dynamic increase factor (DIF) for tensile strength as a function of strain rate - test data
([9]) and b) rate dependent fracture energy ([7])

On the other hand, numerically the problem can be solved relatively easily if the
numerical model is able to capture the dynamic fracture behavior realistically. The
main advantage of numerical modeling is that the influence of individual parameters
can be studied separately and in more detail. This provides better understanding of
the concrete properties, e.g. tensile strength and fracture energy, and influence
of inertia on the same. Therefore, numerical analysis has become increasingly im-
portant in understanding concrete behaviour under dynamic loading. Many rese-
archers have proposed various numerical models to predict response of concrete
under dynamic loading. However, only very limited studies aimed at understanding
the complete fracture of concrete and influence of dynamic loading on the failure
mode, see for example [3]. Hence, numerical modeling of concrete fracture under
dynamic loading is still a challenging topic. Considering results from a large amo-
unt of experimental data under different loading (strain) rates, the dynamic incre-
ase factor (DIF) of concrete strength and fracture energy is analytically determi-
ned and explicitly accounted for as a part of the various different constitutive laws
used in standard computational codes. In such way, structural response depends
on the used constitutive model. In addition, such material models are capable of
giving correct prediction on structural resistance and load carrying capacity, namely
apparent strength, while realistic information on change in failure mode and crack
pattern of a structure and/or its structural elements cannot be captured. Princi-
pally, high loading tends to change failure mode from mode-I to a mix-mode failure
(Figure 2) [10]. The main reason are structural inertia forces at the crack tip which
prevents mode-| propagation and force crack to split (branch) into two new cracks.
Hence, for a model to be realistic, it should be able to correctly account for the

107



Mini simpozij o numerickim postupcima

interaction between inertia effect and constitutive law, and it should realistically
capture phenomena such as crack branching or change of failure mode due to the
increase of loading rate ([3]). Only such FE model is able to predict concrete beha-
viour under a wide range of loading rates for a variety of different loading rates.
Since experimental and numerical fracture studies exists manly for mode-I fracture,
complete study of fracture behavior of concrete will be presented through analysis
of L-shaped specimen. L-shaped specimen poses a very interesting problem from
the point of view of dynamic fracture of concrete [2,5]. Both static and dynamic
experimental and numerical 3D FE analysis will be shown to identify the influence
of loading rate on the rate dependent failure mode and material properties, namely
tensile strength and fracture energy. While the idea of influence of loading rate on
tensile strength and fracture energy of concrete is not a new one, it requires new
understanding. Therefore, in order to enhance understanding of the dynamic fra-
cture of concrete, the question that naturally arises is should the observed dynamic
increase factor of tensile strength and fracture energy of concrete be attributed as
inherent material property (i.e. it can be attributed to only the strain rate effect) or
rather to structural effect due to inertia? Based on the results evaluated from expe-
riment and numerical analysis the main conclusions will be presented.

Figure 2. Failure mode a) mode-I (at impact velocity of 2.64 m/s), b) mix-mode (at impact velocity of
50 m/s) [10]

2. L-shaped concrete specimen

The L-shaped specimen is often used as benchmark test for the validation of nu-
merical models for cracking of concrete under static loading [11]. OZbolt et al. [2]
numerically studied the influence of displacement rate on the crack propagation
of L-specimen. It is reported that structural inertia forces are responsible for the
change in crack propagation, i.e. the crack propagation is changing from horizon-
tal direction (under static loading) to a vertical (under dynamic loading). Recently,
comprehensive experimental and numerical study of dynamic fracture of L-shaped
concrete specimen was presented and discussed [12]. Hence, in the present paper
summary of results is given.
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2.1. Experimental study

The dimensions of the tested specimen and test-set up are shown in Figure 3. The
specimen was fixed with steel plates rigidly bolted to the supporting plate. The
average material properties of tested concrete mixtures are summarized in Table
1. Loading on the specimen was provided by means of machine actuator (loading
piston) in upward direction (see Figure 3). The displacement rate measured on the
tested specimens ranged from 0.25 mm/s (quasi-static loading) up to 2400 mm/s.
A more detailed description of material properties, specimen geometry, test setup
and measuring instrumentation are presented in [12].
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Measure of vertical
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Load

105 150 105 240 application
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Figure 3. Geometry and test setup of L-specimen

Table 1. Average mechanical properties of experimental concrete mixtures

Batch Density Tensile splitting strength Compressive strength
p, kg/m’] f,p [MPa] f. [MPa]
1 2205 3.5 51.4
2 2214 3.5 56.4

A total of 12 experimental results obtained from performed tests are analyzed. Fi-
gure 4 shows the plot of measured peak load as a function of the displacement rate
in semi-logarithmic scale. From experimental results it is clear that peak load is rate
dependent. The peak load varies from approximately 4 kN for quasi-static loading to
130 kN for displacement rate of 2400 mm/s. Hence, for relatively low displacement
rates the peak load increases proportionally with increase of displacement rate and
for higher displacement rates, higher than 100 mm/s, the peak load increases pro-
gressively.

In Figure 5 are shown typical crack patterns observed for different displacement ra-
tes. It can be noted there is a significant difference in the failure patterns and crack
propagation between the low and higher displacement rates. In general, there is
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a tendency that with the increase of loading rates the failure mode changes from
horizontal to vertical, i.e. for relatively low loading rates there is only one crack that
is approximately perpendicular to the loading direction, however, with increase of
displacement rate the crack becomes more inclined with respect to the loading di-
rection. Furthermore, in most cases with higher displacement rates crack branching
with numerous small cracks were observed. Such a phenomenon was also reported
in [3] with the compact tension specimen exposed to high loading rates
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Figure 4. Peak load measured for different displacement rates
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Figure 5. Typical crack patterns for different displacement rates

2.2. Numerical study

In order to overcome limitations of experiments and to gain a better understanding
on the structural response above mentioned tests are also simulated numerically.
The comparison of numerical results against experiment is performed in terms of
rate dependent peak load, tensile strength, fracture energy and the failure mode.
The geometry, boundary conditions and loading are same as in the experiments.
The overview of concrete properties used in the finite element study are summa-
rized in Table 2. In the present numerical model rate dependency is accounted for
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through the rate dependent microplane model for concrete [13], while explicit
dynamic analysis is performed to account for the influence of inertia (more details
see [14]). In static and dynamic analysis standard four node solid elements are used
(see Figure 6). To obtain results objective with respect to the element size, crack
band approach is employed as a regularization method (smeared crack approach)
[15].

500

250

250
Figure 6. 3D FE model and boundary conditions

Table 2. Overview of the material properties used in numerical analysis

Young’s modulus, E_[GPa] 32.2
Poisson’s ratio (assumed value), v_ 0.18
Mass density, p_ [kg/m?] 2210
Tensile strength, f, [MPa] 3.12
Compressive strength, f, [MPa] 46.25
Fracture energy, G, [J/m?] 58.56

Figure 7 shows comparison between crack patterns obtained from the FE analysis
and experiments for different displacement rates. Note that the crack (dark zone)
is indicated in terms of maximum principal strains that are larger than critical strain
e_=w_/h that corresponds to critical crack opening. The critical crack opening w_ is
assumed to be 0.1 mm and h is the average element size (smeared crack approach).
Obviously, results of numerical simulations are consistent with the results obtained
from the experiment. For quasi-static and relative low loading rates there is only
one crack which is nearly horizontal, perpendicular to the loading direction, howe-
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ver, with increase of loading rate the crack becomes more inclined, parallel to the
loading direction. As the loading rate increases, the direction of the critical principal
tensile stresses change due to the presence of inertia, see [3]. As can be seen from
Figure 7, in case with highest loading rate there is also crack branching observed.

0.25 mm/s (quasi-static) quasi-static

o A

a . SR 0
. SERRERREEd ROOIIRT 53 :':::':‘%‘ B
SRR A‘A‘thﬁ .v.v.%.v&"",é'A'A';’e'e«v .‘%"l”
AT A T AT e
»::«»:aa,='~"¢1.'me. RO R R 'Js‘v.é‘ineh—
ERRE bR "AVA'A"‘“a. ....‘v,. e
; s Y mw.-.vp i »'c R
25 RERRCEK ,.1 .v.q,‘%._ B mv '»‘ OO R
i 5 S e e T LD XKL
§ I 5 .,,,5.&'; R St LXK 4; et
= BROKAS %r-vm-.v.v.v e Ay S At st s
- TR v-'m‘",nv s ‘,'A KA «'M'A KASRORH
g';"‘ q.u AV'A‘AVAV‘ AA REOOCKRE
| TAVAVAV 7 e S A
I RO et AL s e e
; v“‘e'_e'..,..m:um»...e‘ AR
i ! E KRR KRR Nk
: ST gt R ey i
- - i — WK VaViuva? ‘Al ]
":En‘ga‘»%.":..&'?’e'l
‘ e m»'uee:,e#e Ko
: XK

L
R AR Ak
.mv.v.v.mv...., &
V,.VAV.VAVA'AV A'AVA'A'AVA'AV
l A " <
OO RERRERR
AX v‘.‘m-mvmv S
£ é.mm T TATATAVAVAV e
KRR -““u.uv.
£

XK

s

m.-_-,;,w..

#

&

740 mm/s

R A O O
paTa AT A
22 T CTAATLATATAS:

b)

e ' SR
u‘ KX

o FEPRORORRO0)
R ROOR R
L A'AVA».» v A :
:’0“'&':':4

& 4.4uv

a A AATAATIN S e avava,
5 el mnv“*vg;‘.. m...“ 00
&t S GERE VAT
5! CHEEEEO AL S e
3 15{{3 <nv1 e A TATaN
-mn T ST

Kk R
V ARIRA]
ER AR ARAR
;0'1 % !mnﬁz mmv"m

.m’ 2
vnn S0 3

A 1»14‘.».4'4'1- &
K ‘u SRR

,«

2T

A
RRIRAI X 'A‘F:‘n'.\u

iv TATATATAS A TAN AT VAT
BROCOO RO Y
s
B <>.=':u i vmmmvm:s:
EERERRY T
EERS Mv.v.vmmm e
[NV S AV ATAYAYAT AT AVAVAYAYAYA

2400 mm/s

c) S e S
S “""'ﬁlv“ mv«vé SRR KB
R R A 'v " OOLI KN SRR
=:==%§A'A'4u¢:'«'€ s OO ‘:m'z“ RSO
ERRERSP A0 :I:::;: el
ERRERH '.E»"Avm;v .uv. Ay AR
SRRSO R
%ﬂ.‘.v i IR R
SN 54
SRR SKLKER
ERDX R
A 0‘4 RS

B ¥, S S
S LR
LI b m"" Vs
PR ROROCE
v C BEOLRIERE
D ABECKRIRER]
06 v o "s*“é»ﬁ‘ué!::ie
e, .:a‘ KKK DRI
2L SRR
B vmmv. ]
e AN

pOeX

R

v.W.A...,‘,e.m. o
RO ORI
"Av‘v‘ o muv it

227 Iil'é"' i
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Comparison of measured values of peak load with computed one as a function of
applied loading (displacement) rate is shown graphically in Figure 8a), in semi-loga-
rithmic plot. The trend in both cases shows that the peak load increases with the
increase of displacement rate, as expected. This increase becomes more pronoun-
ced when the displacement rate is greater than 100 mm/s while for displacement
rates higher of approximately 1000 mm/s this increase is progressive. It isimportant
to note that increase coincides with moment when crack propagation is changing
direction from horizontal and tends to become vertical. Finally, progressive increase
of peak load is observed when the crack propagates almost vertical.

In order to provide more insight on the structural inertia effects the evaluation of
tensile strength is performed by considering the stress-strain response of a single
finite element at the onset of cracking. Hence, Figure 8b) shows DIF for peak loads
(DIF is defined as the ratio between dynamic and corresponding quasi-static value)
measured in the analysis and experiment as a function of strain rate and DIF for ten-
sile strength of concrete. Up to the strain rate of approximately 10/s there is linear
increase in DIF for peak load which nicely follow the rate dependent constitutive
law for tensile strength. On the contrary, for strain rates of approximately 10/s and
higher there is significant increase of peak load. Since the rate dependent consti-
tutive law is approximately linear in semi-logarithmic scale, these suggest that the
progressive increase of load is related to inertial effects activated due to cracking
of concrete.

Numerically obtained DIF for true tensile strength and fracture energy evaluated
from a single finite element as a function of strain rate are shown in Figure 9 (plo-
tted in semi-log scale). As can be seen, there is no progressive increase of the true
strength and true fracture energy with increase of strain rate [13]. This was expe-
cted since this response is coming out from constitutive law without the contribu-
tion of inertia [13].
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Figure 8. Comparison between numerical and experimental results for a) peak load at different loa-
ding rates b) DIF for peak load as a function of strain rate and DIF for tensile strength
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Figure 9. Numerically obtained DIF a) on tensile strength and (b) fracture energy as a function of
strain rate

3. Conclusion and recommendations

In the present paper the influence of dynamic loading on the concrete properties
through numerical and experimental study of the L-specimen is presented. Both,
experiments and numerical analysis show that loading rate significantly influences
the failure mode of the L-specimen. Numerically obtained crack patterns corres-
pond very well with the experimentally observed. Hence, it is shown that relati-
vely simple modeling approach based on continuum mechanics, rate dependent
microplane model and standard finite elements is capable to realistically replica-
te complex phenomena related to dynamic fracture of L-specimen. As expected,
experiments and numerical analysis show that peak load increases with increase of
loading (strain) rate. Moreover, for loading rates higher of approximately 10/s there
is progressive increase of load that is controlled mainly by structural inertia. The
evolution of numerical results shows that tensile strength and fracture energy exhi-
bit no progressive increase for high loading rates but follows approximately the rate
dependent constitutive law used in the computation. Overall, it can be concluded
that for higher strain rates, larger than approximately 10/s, inertial effects dominate
and cause progressive increase of load, change of failure mode and crack branching.
Hence, for correct estimation of the true rate dependent material properties, such
as tensile strength and fracture energy, inertia have to be filtered out; otherwise,
for higher strain rates the material properties are significantly overestimated.
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Sazetak

Analiza ponasanja tla u raznim geomehanickim problemima obi¢no se vrsi pomoc¢u ,,mul-
ti-surface” cap konstitucijskih modela kontinuuma koji su sastavljeni od tri plohe, a kojim se
definiraju ponasanja tla za razna stanja naprezanja. Takvi “multi-surface“ modeli pokazuju
numericke probleme kada se stanje naprezanja nalazi blizu spoja tih ploha. U radu je ukratko
prikazan nacin prevladavanja tih problema. Potom je prikazana analiza ponasanja tla pomo-
¢u diskretnoga resetkastog modela, kojim se tlo modelira resetkom koja je sastavljena od
Timosenkovih greda. Na numeri¢kom primjeru izvrSena je usporedba rezultata dobivenih
opisanim metodama.

Kljucne rijeci: rijeci: kontinuum, cap model, resetkasti model, Timosenkova greda, mehanizam
loma

Numerical analysis of soil fracture mechanism
underneath foundations

Abstract

Usually, the analysis of soil behavior in various geomechanical problems is done using the
“multi-surface” cap models of the continuum consisting of three surfaces defining the soil
behavior for various stress states. Such “multi-surface” models have numerical problems
when the stress state is near of the joint of these surfaces. The paper summarizes the way
of avoiding such problems. Further, an analysis of the behavior of soil using a discrete beam
lattice model is presented, by which the soil is meshed with one-dimensional Timoshenko
beam finite elements. The numerical example compared the results obtained with the des-
cribed methods.

Key words: continuum, cap model, lattice model, Timoshenko beam, fracture mechanism
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1. Uvod

Ponasanje tla pod opterecenjem vrlo je kompleksno i ovisi o velikom broju ¢imbeni-
ka koje je tesko kvantificirati. Da bi se obuhvatila sva moguéa ponasanja tla trebalo
bi se koristiti konstitucijskim modelima tla s vrlo velikim brojem parametara za cije
bi utvrdivanje trebalo izvoditi posebne testove. Za analizu standardnih geomeha-
ni¢kih problema pogodni su cap modeli homogenoga kontinuuma kojima se mogu
opisati elastoplasticna ponasanja tla pri razli¢itim stanjima naprezanja. Stoga je za
definiranje uvjeta tecenja potrebno zadati najmanje tri plohe: vlaéna otpornost
obi¢no se definira takozvanom cut-off ravninom, smicanje Drucker-Pragerovim stos-
cem ili Mohr-Coulombovom prizmom, te se radi ograni¢avanja tlacnih naprezanja
upotrebljava cap ploha, koja moZe biti ravnina ili elipsoid, ovisno od vrsti tla. Linije
spoja ovih ploha linije su diskontinuiteta prvih derivacija, Sto dovodi do poteskoca
pri proracunu prirasta deformacija i naprezanja kada dode do tecenja u tom dijelu.
Taj se problem moze prevladati jednostavnim zagladivanjem ploha u zoni presjeka,
$to uzrokuje malu korekciju funkcija tecenja.

Nedostatak je tih modela to Sto oni ne mogu simulirati ponasanje tla nakon sloma.
Prednost diskretnih modela u odnosu na modele kontinuuma u tome je $to se od-
govor konstrukcije izloZzene djelovanju opterecenja dobiva na numerickom modelu
u kojemu je domena diskretizirana jednodimenzionalnim konaénim elementima.
Adekvatnim izborom tipa kona¢noga elementa, diskretnim je modelima moguce
dobiti odgovor konstrukcije prije i nakon dostizanja grani¢noga opterecenja, kao
i predvidjeti odgovaraju¢e mehanizme sloma. Konacnim elementima s ugradenim
diskontinutetima mogucde je opisati fenomen omeksanja, kao i fenomen lokalizi-
ranoga loma, odnosno formiranja jedne makropukotine koja dovodi do potpunog
sloma konstrukcije. Kao Sto je reeno, osnovna je prednost diskretnih modela to sto
je domena diskretizirana jednodimenzionalnim kona¢nim elementima, pa je kon-
vergenciju rezultata i brzinu proracuna znatno lak$e kontrolirati i unaprijediti, nego
u sluéaju primjene dvodimenzionalnih ili trodimenzionalnih konaénih elemenata.
Slom u kohezivnoj vezi znaci formiranje pukotine u konstrukciji. Imajuci to u vidu,
moguce je formirati numeric¢ki model konstrukcije kod koje ¢e domena biti diskreti-
zirana mrezom jednodimenzionalnih konaénih elemenata koji simuliraju ponasanje
kohezivnih veza. Kako jednodimenzionalni konaéni element modelira ponasanje ko-
hezivne veze, izbor tipa konacnoga elementa direktno utjece na kvalitetu makro-od-
govora diskretnoga modela.

Benkemoun et. al (2010, 2012) za modeliranje kohezivne veze upotrebljavaju ko-
nacni element Stapa reSetke s ugradenim diskontinuitetom u uzduznom smjeru. Taj
konacni element moZe opisati formiranje i Sirenje pukotine u modu | (aksijalnom
modu) koji predstavlja otvaranje pukotine. Taj tip kona¢noga elementa upotrijebljen
je kao osnova za oblikovanje dvodimenzionalnih i trodimenzionalnih diskretnih Sta-
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pnih modela za opis ponasanja i sloma u betonu. Na tim diskretnim modelima au-
tori nisu mogli dobiti odnos 7-10 izmedu jednoosne ¢vrstoce na tlak i vlak. Da bi se
toc¢nije modeliralo ponasanje i slom u konstrukcijama od heterogenih materijala,
konacni element osim moda | mora biti u moguénosti opisati nastajanje i Sirenje
pukotine i u modu Il. Mod Il (transverzalni mod) predstavlja mod Sirenja pukotine
zbog klizanja.

Nikoli¢ et. al (2015) za modeliranje kohezivne veze upotrebljavaju konacni element
TimoSenkove grede s ugradenim diskontinuitetom u uzduZznom i popre¢nom smje-
ru, koji moZe opisati Sirenje pukotine u oba moda. Dvodimenzionalni diskretni mo-
del utemeljen na tom tipu kona¢noga elementa uspjesno je primijenjen za opisiva-
nje ponasanja i sloma u stijenama, pri ¢emu je dobiven odgovarajuci odnos izmedu
jednoosne tlacne i vlacne ¢vrstoce.

2. Madificirani cap model

Na slici 1(a) prikazana je funkcija tecenja za tipi¢an “multi-surface” cap model u
ravnini V., koji je sastavljen od cut-off ravnina, kojom je definirana vla¢na otpor-
nost tla, Drucker-Pragerov pravac, kojim je definirana posmic¢na otpornost, i elipsoid
kojim se definira otpornost tla kada je dominantno tla¢no naprezanje.

b)

kutno

.| fs
podrucje

T e ()i 0 1 a RboE oy,

Slika 1. a) “Multi-surface” cap model; b) modificirani cap model

Tjeme elipsoida ovisi o ukupnoj zapreminskoj plasti¢noj deformaciji, Sto omogucava
Sirenje elastiénoga podrucja zbog nabijanja tla. Taj model dosta dobro opisuje po-
nasanje tla pri analizi standardnih geomehanickih problema, a parametri modela
mogu se utvrditi iz standardnih geomehanickih pokusa (Dolarevi¢, Ibrahimbegovic,
2007). Sasvim je jasno da se, ako se prihvati asocijativni zakon tecenja, javljaju pro-
blemi kada se pri proracunu probna naprezanja jave u kutnim podrucjima. Lako se
moze pokazati da je u koracima u kojima se stanje naprezanja poklapa s presje¢nim
tockama pojedinih linija matrica krutosti singularna. Postoje mnogi postupci kojima
se ovaj problem prevladava, ali nijedan od njih ne osigurava konzistentnost algori-
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tma za proracun prirasta naprezanja i algoritma za oblikovanje konstitucijske matri-
ce, Sto dovodi do spore konvergencije pri rjeSavanju globalnih jednadzbi ravnoteze
Newton-Raphsonovim iteracijskim postupkom.

Taj se problem moze prevladati jednostavnom modifikacijom funkcije tec¢enja. Nai-
me, umjesto da presjecna tocka Drucker-Pragerova pravca i elipse bude u tjemenu
elipse, pomicemo je u tocku u kojoj se tangenta na elipsu poklapa s Drucker-Pra-
gerovim pravcem. Slican se manevar izvodi i na vlacnoj strani, pri cemu se okomiti
pravac zamjenjuje kruznicom. To znaci da je funkcija tecenja sada potpuno glatka i
definirana na sljedeci nacin:

fi(l,Jy)=al,+J, k=0 1M<1<If (1)
» (Il_a)2 2 c

fz(Isz,f(gv )):T+J2—b =0 [ 2] (2)

fi(1,0,)=(1, ~T+R,) +J, =R} 1<I” (3)

gdje su:

k—aé . k b(&) .
p(E)=— "% . =Rb (&)=~ D (E)=—
) aR +V1+a’R? als) te 2 a g\l+a’R? 72 () 1+a’R

R :i 17:5_ RT

T 1
a+N1+a’ a g\l+a’

Primijenjene modifikacije minimalno mijenjaju funkcije tecenja, te je sasvim logic-
no da su rezultati dobiveni modificiranim modelom prakti¢no jednaki onima koji
se dobivaju “multi-surface” modelom, pri cemu su izbjegnuti numericki problemi s
kutnim podrucjima, koja su jednostavno uklonjena.

3. Diskretni gredni resetkasti model

Diskretni gredni reSetkasti model nekog podrucja dobiva se Delaunyjevom trian-
gulacijom podrucja (Edelsbrunner 2001), koja za rezultat daje podrucje podijeljeno
na trokute. Diskretni se model dobiva tako da se na svakoj stranici svakoga trokuta
postavi Timosenkova greda. Vrh svakoga trokuta je osnova za podjelu podrucja na
Voronoijeve éelije. Po definiciji su Voronoijeve celije dijelovi nekog podrucja koji su
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bliZi nekoj odabranoj tocki nego bilo kojoj drugoj odabranoj tocki. U fizickom smislu
struktura materijala prikazana je kao skup Voronoijevih ¢elija. Voronoijeve su celije
zapravo konacni dijelovi materijala koji su medusobno povezani kohezivnim veza-
ma — u ovom slucaju Timosenkovim gredama. U skladu s time, karakteristike svake
od Timosenkovih greda koja je okomita na liniju koja spaja dvije éelije odreduju se
na temelju karakteristika veze koja se ostvaruje preko te zajednicke linije. To znadi
da poprecni presjek jedne Timosenkove grede ovisi o duljini linije koja spaja dvije
celije. Vec je pokazano da takav nacin odredivanja geometrijskih karakteristika daje
dobre rezultate (Ibrahimbegovic and Delaplace 2003). Bitno je naglasiti da Timosen-
kova greda predstavlja vezu izmedu dvije ¢elije koje pak predstavljaju dijelove tijela
koji se analizira. Pukotine u modu I ili modu Il javljaju se kada dode do otkazivanja
veze izmedu pojedinih dijelova tijela, Sto na diskretnom modelu znadi do otkazi-
vanja Timosenkovih greda. U nastavku su dane osnovne jednadzbe za neelasti¢nu
TimosSenkovu gredu (Hadzali¢ at al. 2018).

3.1. Kinematske jednadzbe

Standardna Timosenkova greda u ravnini, duljine L¢ i popre¢noga presjeka A¢, ima
ukupno Sest stupnjeva slobode gibanja — rotaciju i dvije translacije u krajnjim ¢vo-
rovima. Aproksimacija pomaka na razini elementa zadana je tako da je uvedena
mogucnost diskontinuiteta pomaka u uzduznom i popre¢nom pravcu. U matricnom
obliku to izgleda ovako:

u=Nd+Ma (4)
ul
vl
N0 0 N, 0 0 ) a,
N={0 N, 0 0 N, 0 ,{NI,NZ}:{I—%,%},dz a={a,t (5
u
0 0 N, 0 0 N, ? 0
VZ
0,
0, x<x
M(x)=H.—N,(x), H.= 6
()= 3,0, 1= ®

U skladu s tim deformacije se mogu napisati kao

e=Bd+Ga (7)
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.0 0 B, 0 0 O
B=|0 B -N, 0 B, —N, ,{BI,BZ}:{—F,LL} (8)
0 B 0 B
——,  xe[o,¥)u(x L] -\ (=
dM(x) 0, xe[O,x)u(x,L]
G(x)= et I 5. = ~ (9)
-+, X=X o, xX=x

3.2. Jednadzbe ravnoteze

Jednadzbe ravnoteZe standardno se izvode iz integralne jednadzbe ravnoteZe ute-
meljene na Lagrangeovu nacelu virtualnoga rada. Medutim, s obzirom na prisutnost
diskontinuiteta treba u jednadZbu ravnoteZe ukljuciti i virtualni rad sila na diskon-
tinutetu:

n

A I:fint,e _ fext,e:| =0 (10)

e=]

Ve:h® =0 (11)

Jednadzbna (10) je standardna jednadzba ravnoteze u metodi konacnih elemenata
i odnosi se na dio grede u kojemu nema diskontinuiteta. Jednadzba (11) predstavlja
ravnotezu na diskontinuitetu, gdje su

G 0 0
G=lo G o (12)
0 0 0

o —vektor unutarnjih sila uzduz grede, t — vektor unutarnjih sila na diskontinuitetu.

3.3. Konstitucijske jednadzbe

Odnos izmedu uzduznih deformacija i normalnih sila, odnosno posmi¢nih deforma-
cijai poprecnih sila dan je naslici 2. Prvi dio predstavlja linearnoelasti¢no ponasanje
definirano Hookeovim zakonom. Nakon dostizanja granice tecenja element se pla-
stificira s izotropnim oja¢anjem. Nakon dostizanja granice loma dolazi do omeksa-
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vanja koje je definirano eksponencijalnom funkcijom. Sto se ti¢e savijanja, element
se uvijek ponasa linearno elasti¢no.

o
Cu

Oy

&€

Slika. 2. Konstitucijski model za Timosenkovu gredu za uzduzZni i poprecni smjer

JednadZbe plasti¢nosti s linearno izotropnim ocvrséivanjem:

e Ukupna deformacija: 6= g€+ &

e Funkcija energije deformacija u ovisnosti o deformaciji € i unutarnjim varijabla-
ma, plasticnoj deformaciji £” i varijabli ocvrséivanja &:
P 1 P P 1
l//(g, £ ,§)=5($—g )C(s—g )+5.§K§
gdje su C elastoplasti¢ni tangentni modul i K modul oc¢vrséavanja
e Funkcija te€enja:
#(o.q)= |0'|—(ay —q) <0
gdje su o, granica teCenjaig = K& naponska varijabla.

JednadZbe omeksSavanija:
¢ Funkcija te€enja:

#(t.)=lo|-(0, -7)<0

gdje je t unutarnja sila na diskontinuitetu.
¢ Naponska varijabla omeksavanja g:

g=0 |1—exp| —
q=o0, % (’EG_,‘

u

gdje su o, vrino naprezanje i Gfenergija loma.
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4. Numericki primjer

Analizirano je ponasanje tla ispod fleksibilnoga temelja. Na slici 3. prikazane su mre-
Ze Timosenkovih greda razli¢ite gustoce. Isti je primjer analiziran i pomoc¢u opisano-
ga cap modela. Ulazni podaci za cap model su dani u tablici 1. Odgovarajuéi para-
metri za TimoSenkove grede, koji su odabrani tako da se elasti¢ni odgovor poklapa

sa cap modelom, dani su u tablici 2.

u,=0.u =0

J4 11111l

u=0

Slika 3. Mreza konaénih elemenata ze reSetkasti diskretni model (Hadzali¢ & al. 2018.)

Tablica 1. Ulazni podaci za cap model

u,=0, u,~0

Elastic parameters K=172 MPa, G=80 MPa
Plastic parameters c=69 kPa, ¢=20°k=63.6 kPa, a=0.112
Hardening parameters W=0.003 D=1.26 mm?/N R=4
Initial location of the cap » =300 kN/m?
Tablica 2. Ulazni podaci za Timosenkove grede
Young's . , . Yield limit Hardening Fracture limit Fracture
modulus Poisson’s ratio [MPa] modulus [MPa] energy
[MPa] [MPa] [N/mm]
_ _ p,=0.113 _
0,=0.04 K =60 60005 G,,=0.0006
B B _ _ u.=1.130 _
E=205 v=0.3 0,=0.40 K =60 5.20.05 G,=0.05
B B u,=0.133 B
0,=0.07 K =60 6=0.005 G,,=0.02
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Dobivena ovisnost izmedu pomaka i zadanoga optereéenja prikazana je na slici 4.
Resetkasti diskretni model daje gotovo iste rezultate za obje gustoée mreze. Do do-
stizanja vrSnoga opterecenja odgovor je oba modela gotovo isti. Nakon toga, na
reSetkastom modelu dolazi do pojave pukotina koje smanjuju nosivost tla. Narav-
no, cap model zadrZava priblizno istu razinu naprezanja, jer ne postoji mogucnost
omeksavanja.

2k SES B pui i
Slika 4. Usporedba dobivenih rezultata dobivenih reSetkastim i cap modelom

Na slikama 5. i 6. prikazani su mehanizmi sloma dobiveni cap modelom i resetka-
stim modelom. Vidljivo je da je oblik loma priblizno isti, s tim da se plastificirani
elementi kod cap modela prostiru na vecoj povrsini.

= ] LEGEND

D STRAIN HARDENING - CAP

4 . FAILURE - TOP OF ELLIPSE

[ evastic state

Slika 5. Mehanizam sloma dobiven resetkastim modelom: a) Mod; b) Mod II
Zakljucak

Prikazani rezultati pokazuju da reSetkasti model sastavljen od Timosenkovih greda
moze ispravno simulirati slom koherentnoga tla. Prednost je resetkastoga modela
to Sto moZe prikazati i ponasanje nakon dostizanja vrSnoga opterecenja i nastajanja
pukotina. Nedostatak je tog modela to $to nije moguce odrediti njegove parametre
standardnim laboratorijskim ispitivanjima. Stoga treba upotrijebiti mnogo sloZenije
metode identifikacije parametara u kojima se, medutim, mogu obuhvatiti i materi-
jalne heterogenosti.
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Sazetak

U radu se prikazuje primjena numerickih postupaka modeliranja, odnosno problematika
primjene numerickih postupaka s obzirom na geometriju podzemnih prostorija, znacajke
geoloskih naslaga materijala te uvjete u kojima se podzemne prostorije rudnika nalaze. Po-
sebni osvrt dan je na razli¢itost ponasanja stijenske mase u odnosu na razli¢itost geometrije
podzemnih prostorija, strukturnih znacajki geoloskih naslaga te razli¢itost uvjeta naprezanja
u kojima se podzemne prostorije nalaze. Kao primjer provedenih numerickih proracuna pri-
kazana su dobivena rjesenja za stanje naprezanja i deformacija podzemnih prostorija kame-
noloma arhitektonsko-gradevnog kamena na eksploatacijskom polju “Kanfanar-jug”.

Kljucne rijeci: podzemne prostorije rudnika, stanje naprezanja i deformacija, numericki
postupci

Application of numerical methods for stress and strain
analysis of underground mining spaces

Abstract

The paper deals with the application of numerical modeling, ie the problem of application of
numerical methods with respect to the geometry of underground spaces, characteristics of the
geological deposits and the conditions in which the underground mining spaces are located. Spe-
cial attention is given to the diversity of rock mass behavior in relation to the different geometry
of underground spaces, structural features of the geological deposits and the different stress
conditions in which the underground spaces are located. As an example of carried out numerical
calculations, the solutions for the state of stress and strain of underground spaces of the quarry
of dimension stone on the exploitation field “Kanfanar-jug” are presented.

Key words: underground mining spaces, stress and strain state, numerical methods
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Uvod

Posebnost podzemnih prostorija rudnika u odnosu na neke druge inZenjerske objek-
te oCituje se prije svega u specificnoj geometriji koja je uglavhom uvjetovana zna-
Cajkama lezZista mineralnih sirovina i tehnologijom eksploatacije. Pri projektiranju
rudnika osnovni je zadatak utvrdivanje dimenzija podzemnih prostorija, koje bi s
jedne strane trebale omoguditi ucinkovitu i ekonomicnu eksploataciju mineralnih
sirovina, a s druge sigurnost te prihvatljivo ponasanje stijenske mase oko podze-
mnih prostorija. S obzirom na trenutacni stupanj razvijenosti numerickih postupaka
modeliranja, moZe se reci da danas sve vise predstavljaju glavnu okosnicu pri pro-
jektiranju podzemnih prostorija rudnika te glavnu poveznicu izmedu empirijskoga i
promatrackoga pristupa projektiranju podzemnih prostorija. Glavna je svrha primje-
ne numerickih postupaka modeliranja utvrdivanje stanja naprezanja i deformacija
te prognoza ponasanja stijenske mase oko podzemnih prostorija rudnika.

Ponasanje stijenske mase oko podzemnih prostorija uglavnom ovisi o stupnju razlo-
mljenosti, geometrijskim znacajkama diskontinuiteta u odnosu na geometriju pod-
zemnih prostorija te o stanju naprezanja (Barla & Barla, 2000). Ako se stijenska masa
ponasa kao diskontinuirana geotehnicka sredina, njezin se slom oko podzemnih pro-
storija uglavhom odvija po plohama diskontinuiteta, a oblik sloma ovisi o medusob-
nim odnosima orijentacija slobodnih ploha objekata te ploha diskontinuiteta. Takva
situacija najcesce vrijedi u sluéaju podzemnih prostorija ¢ije su dimenzije nekoliko
puta vece od prosjecnih razmaka diskontinuiteta u stijenskim masama te u uvjetima
relativno manjih naprezanja, odnosno pli¢ih objekata. U tom slu¢aju mjerodavni su
parametri ¢vrstoce parametri posmicne ¢vrstoée sustava diskontinuiteta, pri cemu se
numeri¢ko modeliranje provodi prema koncepciji diskontinuuma uz najéesce koriste-
nje metode diskretnih elemenata (MDE). Ako se stijenska masa ponasa kao kvazikon-
tinuirana geotehnicka sredina, njezin se slom odvija po zakrivljenim kliznim plohama
kroz stijensku masu, odnosno vec¢im dijelom po mnogostrukim plohama diskontinui-
teta, a manjim dijelom kroz intaktni materijal. Takva situacija uglavnom vrijedi za pod-
zemne prostorija ¢ije su dimenzije viSestruko puta veée od prosjecnih razmaka diskon-
tinuiteta u stijenskim masama te u uvjetima vecih naprezanja, odnosno objekata na
vec¢im dubinama. U takvim su slu¢ajevima mjerodavni parametri ¢vrstoce parametri
posmicne ¢vrstoce stijenske mase, koji preko kriterija ¢vrstoce za stijensku masu za-
pravo ukljuéuju i ¢vrstocu intaktnoga materijala i ¢vrstoéu te gustocu diskontinuiteta u
stijenskoj masi. Numericko se modeliranje provodi prema koncepciji kvazikontinuuma
uz najcesce koristenje metoda konacnih elemenata (MKE) ili metoda konacnih razlika
(MKR). Spomenuta dva slucaja najcesée se susrecu u rjesavanju redovitih, odnosno
uobicajenih inZenjerskih zahvata u diskontinuiranim stijenskim masama s dobro ra-
zvijenim strukturnim elementima osnovnoga strukturnog sklopa. Medutim, u slucaju
masivnih stijena, kod kojih su prosjecni razmaci izmedu diskontinuiteta jednaki ili vedi
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od dimenzija podzemnih prostorija, stijenska se masa ponasa kao pravi kontinuum s
pojedinacnim prekidima, odnosno diskontinuitetima koji odvajaju velike blokove ma-
sivne stijene. Mjerodavne su parametri ¢vrstoée pri tome parametri ¢vrstoce stijen-
skih blokova te parametri ¢vrstoée diskontinuiteta. U tom se slu¢aju numeri¢ko mo-
deliranje provodi prema koncepciji kontinuuma s ukljucivanjem pojedinacnih kliznih
elementa (engl. interfaces) uz takoder najcesée koristenje metoda konacnih eleme-
nata ili metoda konacnih razlika. Pritom je upravo klju¢na ¢vrstoca svakoga pojedinog
diskontinuiteta te ¢vrstoda intaktnoga materijala.

Osim spomenutih znacajki koje imaju najveci utjecaja na ponasanje stijenske mase
oko podzemnih prostorija rudnickih objekata, veliki utjecaj jo$ imaju i anizotropi-
ja te nelinearna svojstva materijala bilo u pogledu ¢vrstoce bilo u pogledu odnosa
naprezanja i deformacija. Uz to pojedine znacajke, kako intaktnoga stijenskog ma-
terijala tako i strukture te stijenske mase, mogu jako varirati od mjesta do mjesta
promatranja unutar iste vrste ili tipa stijene. Sve te znacajke treba uzeti u obzir prili-
kom numeri¢koga modeliranja, odnosno proracuna stanja naprezanja i deformacija
stijenske mase oko podzemnih prostorija rudnika.

Provjera stanja naprezanja i deformacija podzemnih prostorija
kamenoloma arhitektonsko-gradevnog kamena “Kanfanar-jug”

LeZziste kamenoloma arhitektonsko-gradevnoga kamena “Kanfanar-jug” izgraduju
slojeviti vapnenci krednih i paleogenih naslaga koji u stratigrafski tektonskom po-
gledu pripadaju Istarskoj ploc¢i, odnosno zapadno-istarskoj jursko-krednoj antiklinali
(Cotman, 2006). Znacajke samoga lezista karakteriziraju slojeviti vapnenci razli¢itih
debljina kvazihorizontalnoga zalijeganja, odnosno s kutom pada do 3° u smjeru isto-
ka. Cijelo je leZiste podijeljeno na nekoliko otkopnih polja na kojima se provodi ek-
sploatacija povrsinskim ili podzemnim nacinom otkopavanja. Prikaz isto¢noga dijela
otkopnoga polja “Kanfanar IlI” na kojemu se provodi podzemni nacin otkopavanja
arhitektonsko-gradevnog kamena dan je na slici 1.

Eksploatacijski slojevi stratigrafski pripadaju naslagama donjega apta, podijeljeni su
u vise slojeva ¢ija se ukupna debljina kre¢e od 6,7 do 6,8 m. Iznad eksploatacijskih
slojeva nalazi se neposredna krovina debljine do 9,5 m, prvih 4,5 m koje ¢ine kom-
paktni i homogeni vapnenci sli¢nih fizikalno-mehanickih znacajki kao i eksploata-
cijski slojevi, koji takoder pripadaju naslagama donjeg apta, a preostali gornji dio
Cine svijetli, brasnasti i Skoljkasti vapnenci sa znatno loSijim fizikalno-mehanickim
znacajkama materijala, koji pripadaju naslagama gornjega apta. Nakon neposredne
krovine slijede mlade naslage gornje krovine, koju ¢ine tanko uslojeni vapnenci s
proslojcima lapora i raslojeni laporoviti vapnenci, koji su pri povrsini okrSeni i pomi-
jeSani sa zemljom crvenicom. Ukupna se debljina naslaga gornje krovine kreée od 5
do 10 m, ovisno o reljefu terena.
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Slika 1. Prikaz istocnog dijela podzemnoga kamenoloma na otkopnom polju “Kanfanar I1I”

U strukturnom smislu leZiste karakteriziraju uglavnom dva pukotinska sustava, od
kojih se prvi pruza priblizno u pravcu sjeverozapad-jugoistok, dok je drugi s pribliz-
nim pravcem pruzanja sjeveroistok-jugozapad. Pukotine su uglavnom subvertikalne
do vertikalne, s manjim varijacijama kuta pada od 85° do 90°, ali sa znatno veéim
varijacijama kuta pruzanja, ¢ak do +30°. Pukotinski sustavi na taj nacin mogu me-
dusobno zatvarati kutove od 60° do 120°. Postojanost ploha pukotina vrlo je velika,
uglavnom veca od 30 m, tako da pukotine u kontinuitetu presijecaju i eksploatacij-
ske naslage i naslage neposredne krovine i podine. Buduéi da su razmaci izmedu
pukotina vrlo veliki, leziste prema tome izgraduju masivne stijene s vrlo velikim sti-
jenskim blokovima koji su medusobno odvojeni prilicno izraZzenim pukotinama, od-
nosno karakteristicnim diskontinuitetima (HrZenjak et al., 2014). Osim toga, pukoti-
ne su vrlo nepravilne, odnosno promatrane u velikom mjerilu valovite i povijajude,
sa stijenkama koje i u malom mijerilu promatranja imaju veliku hrapavost povrsina.
Radi utvrdivanja geomehanickih znacajki naslaga leZista u periodu istrazivanja od
2007. do 2014. godine provedena su detaljna laboratorijska ispitivanja fizikalno-me-
hanickih znacajki intaktnoga stijenskog materijala te terenska in situ ispitivanja sti-
jenske mase. Od laboratorijskih ispitivanja provedeno je odredivanje gustoce i poro-
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znosti materijala, ispitivanje jednoosne tlacne ¢vrstocée i deformabilnosti materijala,
ispitivanje tla¢ne ¢vrstoce u troosnom stanju naprezanja, ispitivanje ¢vrstoce pri sa-
vijanju pod koncentriranim opterecenjem te utvrdivanje ucinka pada tlacne cvrsto-
¢e za razlic¢ite omjere visine i Sirine uzoraka. Od terenskih ispitivanja provedeno je
in situ odredivanje naprezanja i modula deformabilnosti stijenske mase primjenom
tlaénoga jastuka te in situ ispitivanje Cvrstoce pri savijanju velikih blokova. Osim na-
vedenoga, u razdoblju istraZzivanja provedena su i mjerenja promjena naprezanja u
stupovima, konvergencije komora te deformacija materijala i pomaka na pukotina-
ma, na svim utvrdenim karakteristi¢cnim dijelovima podzemnoga kamenoloma. Na
temelju rezultata svih provedenih ispitivanja, uz primjenu odgovarajucih korekcija
laboratorijskih rezultata ispitivanja, dobivene su prosjecne vrijednosti ggomehanic-
kih znacajki stijenske mase koje su prikazane u tablici 1.

Tablica 1. Prosjecne vrijednosti geomehanickih znacajki stijenske mase

Hoek- Hoek- Jednoos. Vlacna Modul
Stijenska Gustoca Brownova Brownova tlacna cvrstoca deforma%llnosti
masa [kg/m3] konstanta konstanta ¢vrstoca

m, s [MPa] [MPa] [GPa]
Eksploatacijski 2670 3,14142 0,05930 27,055 2,097 8,505
slojevi
Nosivi donji
loievi
slojevt 2650 3,14142 | 0,05930 27,055 2,097 12,429
neposredne
krovine
Gornji slojevi
neposredne 2285 2,43521 0,05930 18,295 1,829 9,053
krovine
loievi )
Slojevi gornje 2575 0,78507 0,00073 1,565 0,060 3,175
krovine

Primjena numerickih postupka modeliranja pri provjeri stanja naprezanja i defor-
macija provedena je za situaciju podzemnih prostorija na odabranom podrucju
isto¢noga dijela otkopnoga polja “Kanfanar Ill”. Na temelju rasporeda naslaga lezista
te utvrdenih prosjecnih vrijednosti geomehanickih znacajki stijenske mase, u prvom
je koraku analize na odabranomu podrucju postavljen proracunski model kao mo-
del kontinuirane geotehnicke sredine s obzirom na utvrdenu medusobnu uklinje-
nost stijenskih blokova na plohama diskontinuitetima. Prorac¢uni na postavljenomu
modelu provedeni su pomocu racunalnoga programa SAP2000 koji je namijenjen
rjeSavanju stanja naprezanja i deformacija trodimenzionalnih modela metodom ko-
nacnih elemenata. Prostorni numeric¢ki model sastojao se od ukupno 90 002 osme-
rocvorna prostorna elementa s 96 849 ¢vornih tocaka s tri stupnja slobode, Sto daje
sustav od 290 799 jednadzbi ravnoteZe. Prikaz postavljenoga prostornog numeric-
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kog modela dan je na slici 2, a prikaz dijela toga modela u razini eksploatacijskih
slojeva, odnosno u visini iskopa s prikazom faza otkopavanja, dan je na slici 3.

Slika 2. Prikaz prostornoga numerickog modela

Proracunski model postavljen je s rasporedom i dimenzijama stupova te fazama
otkopavanja prema stvarnomu izvedenu stanju na tom podrucju, uz manja geome-
trijska pojednostavljenja na granicama otkopnoga podrucja. Na slikama 2. i 3. sloje-
vi su, kao i faze otkopavanja, prikazane razli¢itim bojama, dok su stupovi prikazani
zelenom bojom.

Slika 3. Prikaz dijela prostornoga numerickog modela s fazama otkopavanja
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Kao prvo, proracunom je dobivena vrijednost primarnoga vertikalnog naprezanja
u sredisSnjemu dijelu eksploatacijskih slojeva u iznosu od 0,5 MPa. Drugo, daljnji su
proracuni provedeni po fazama otkopavanja kako su one u stvarnosti bile izvodene
s ciliem promatranja promjena vrijednosti naprezanja i deformacija na karakteri-
sticnim mjestima, odnosno na mjestima na kojima su upravo bila provedena in situ
ispitivanja i mjerenja, kako bi se dobivene vrijednosti mogle medusobno uspore-
divati. PoCetne vrijednosti vertikalnih naprezanja na karakteristicnim mjestima ili
stupovima dobivene su na temelju rjeSenja numeri¢koga modela nakon faze prvoga
iskopa na tom mjestu, nakon koje se pristupilo ispitivanju ili mjerenju. Na taj su na-
¢in prorac¢unom dobivene pocetne vrijednosti vertikalnih naprezanja u rasponu od
0,85 do 1,15 MPa, dok su in situ ispitivanjima dobivene vrijednosti od 0,95 do 1,7
MPa. Nakon posljednje faze iskopa, odnosno nakon potpunoga otkopavanja mate-
rijala oko svih stupova na promatranu podrucju, dobivene su prosjecne vrijedno-
sti vertikalnih naprezanja u stupovima u iznosu od 2,25 do 3,55 MPa. Mjerenjem
promjena vertikalnoga naprezanja u odredenim stupovima utvrdeno je povecanje
naprezanja od 0,8 do 1,2 MPa. Najvece vrijednosti tlacnih naprezanja, odnosno kon-
centracije tla¢nih naprezanja, dobivene su na bridovima stupova, u gornjim i donjim
dijelovima s iznosom od 6,2 MPa. Raspodjela glavnih naprezanja na dijelu postavlje-
noga numerickog modela prikazana je na slici 4., na kojoj su dobro vidljiva podrucja
koncentracije naprezanja, pri ¢emu su tlaéna naprezanja prikazana kao negativne
vrijednosti. Najvece vrijednosti vliacnih naprezanja dobivene su u sredisnjim ili malo
izmaknutim podrucjima komora, unutar donjih slojeva neposredne krovine, s izno-
som od 0,6 MPa.

Slika 4. Prikaz vrijednosti glavnih naprezanja na dijelu postavljenoga numerickog modela
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Od dobivenih deformacija materijala i pomaka ¢vornih tocaka mreze numerickoga
modela najinteresantnija su rjesenja za slucaj podzemnih prostorija na kojima su
provedena mjerenja konvergencija. Relativni vertikalni pomaci krovine u komora-
ma, odnosno stropnih toc¢aka na sredini komora, $to odgovara situaciji kod mjerenja
konvergencija, dobivaju se na temelju razlike izraCunatih pomaka stropnih tocaka i
tocaka na stupovima u visini mjernoga trokuta. Pri tome se razlike odnose na razli-
ke izmedu posljednje i pocetne faze iskopa. Numeri¢kim proracunima i mjerenjima
konvergencija dobivene su vrijednosti vertikalnih pomaka u istomu rasponu od 1,10
do 1,15 mm. Izgled deformirane mreZe konacnih elemenata na dijelu postavljenoga
numeri¢kog modela prikazan je na slici 5., na kojoj su vrijednosti pomaka uvecane
700 puta radi lakSeag uocavanja principa deformiranja modela podzemnih prosto-
rija.

Slika 5. Prikaz deformirane mreze na dijelu postavljenoga numerickog modela

Za slu¢aj elemenata modela na podrucju s najve¢om koncentracijom tla¢nih napre-
zanja od 6,2 MPa, primjenom Hoek-Brownovog kriterija ¢vrsto¢e (Hoek i Brown,
1997) i znacajki stijenske mase Cije su vrijednosti veli¢ina prikazane u tablici 1., dobi-
vena je vrijednost faktora stabilnosti u iznosu od 4,36. U slucaju elemenata modela
s utvrdenim najvec¢im vrijednostima vlaénih naprezanja od 0,6 MPa, dobivena je
vrijednost faktora stabilnosti u iznosu od 3,49. Na temelju ovih vrijednosti moZe se
konstatirati da se svi elementi numerickoga modela nalaze u elastichomu podrucju,
odnosno da plastifikacija materijala nije utvrdena ni na jednom dijelu postavljenoga
modela, a s obzirom na dobivene vrijednosti faktora stabilnosti da je rijec o zadovo-
ljavajuéemu stanju stabilnosti podzemnih prostorija.

Zakljucak

Izuzetno dobro podudaranje rezultata in situ ispitivanja i mjerenja s rezultatima
provedenih prora¢una primjenom numerickih postupaka prije svega dokazuje, kao
prvo, veliku primjenjivost numerickih postupaka pri provjeri stanja naprezanja i de-
formacija podzemnih prostorija rudnika u odredenim uvjetima, a kao drugo, na te-
melju ostalih moguénosti numerickih postupaka, dobivanje daleko boljega uvida u
ponasanje stijenske mase oko podzemnih prostorija rudnika. Na taj su nacin zapra-
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vo potvrdene pretpostavke o preraspodjeli naprezanja prema “tributary” teoriji u
slu¢aju komorno-stupne metode otkopavanja s nepravilnim rasporedom stupova u
prikazanim leZisSnim uvjetima. Osim navedenoga, moZe se takoder konstatirati da su
prema tome i geomehanicke znacajke stijenske mase eksploatacijskih slojeva, kao i
nosivih slojeva neposredne krovine, utvrdene s vrijednostima koje ocito odgovaraju
stvarnim in situ vrijednostima znacajki stijenskih masa u leZistu.
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Krivulje vjerojatnosti oStecenja za armiranobetonski
okvir neproracunan na djelovanje potresa

Marijana Hadzima-Nyarko, Gordana Pavi¢, Dijana Nikic
Sveuciliste Josipa Jurja Strossmayera u Osijeku, Gradevinski i arhitektonski fakultet Osijek

Sazetak

lako su novije zgrade projektirane u skladu s propisanim zahtjevima norme HRN EN 1998-
1:2011 za proracun potresno otpornih zgrada, joS uvijek postoji znacajan broj starijih zgrada
koje su izgradene ne slijedeci ikakve norme. Studija provedena u radu zasniva se na procjeni
potresne ostetljivosti zgrade osnovne skole u Osijeku projektirane 70-tih godina proslog sto-
ljeca, Ciji je nosivi sustav armiranobetonski okvir. Za procjenu potresne ostetljivosti primi-
jenjen je dinamicki proracun korak po korak na numerickom modelu zgrade — ravninskom

armiranobetonskom okviru niske duktilnosti.

Kljucne rijeci: procjena potresne osteljivosti, ravninski model armiranobetonske okvirne
konstrukcije, krivulje vjerojatnosti ostecenja, dinamicki proracun korak po korak

Fragility curves of reinforced concrete frame without
earthquake resistance design

Abstract

Although newer buildings are designed in accordance with the requirements of HRN EN
1998-1:2011 for the design of earthquake resistant buildings, there are still a significant
number of older buildings built without following any standards. The study carried out in
this paper is based on the assessment of earthquake vulnerability of an elementary school
building in Osijek designed in the 1970’s, with a bearing system which is reinforced concrete
frame. For the assessment of the earthquake vulnerability, “step by step” dynamic analysis
was performed on the numerical model of the building - a reinforced concrete frame with
low ductility.

Key words: earthquake vulnerability assessment, model of reinforce concrete frame, fragility
curves, Step by step time history analysis

141



Mini simpozij o numerickim postupcima

1. Uvod

Primarni je cilj potresnoga inZenjerstva istrazivanje karaktera potresa i ponasanja
konstrukcija izloZzenih potresnim djelovanjima. Upravo je ponasanje armiranobe-
tonskih konstrukcija pod potresnim djelovanjem cesto predmet razmatranja i istra-
Zivanja, posebice u potresno aktivnim zonama (Abdelnaby i Elnashai, 2015; Rabczuk
i dr., 2005; Petrone i dr., 1016; Rodrigues i dr., 2018). Opravdanost interesa zasniva
se na sloZenosti njihovoga ponasanja te ¢injenici da su armiranobetonske konstruk-
cije vrlo rasprostranjene (Koutromanos i dr. 2011). Na ponasanje armiranobeton-
skih konstrukcija pod potresnim djelovanjem utjece veliki broj parametara, a medu
njima je i slucajnost pojave potresa. Zbog toga se zahtijeva probabilisticki pristup u
rjeSavanju problema potresne ostetljivosti. Razvijene su brojne metode koje svojim
pristupom pokusavaju Sto tocnije procijeniti potresni rizik, no unato¢ velikom broju
istraZivanja provedenih na tu temu jo$ uvijek postoje brojne nepoznanice i nesigur-
nosti koje treba istraziti. U primjeru ovoga rada odabran je ravninski model armira-
nobetonske okvirne konstrukcije osnovne skole u Osijeku projektirane 70-tih godina
prosloga stoljeca. Studija provedena u radu zasniva se na procjeni potresne ostet-
ljivosti ravninskih armiranobetonskih okvirnih konstrukcija niske duktilnosti (Nikic,
2016.). Ostetljivost odredene konstrukcije ili cijele kategorije konstrukcija definira-
na je u obliku potresnoga inteziteta i odnosa ostecenja. Tim se odnosom dobiva vje-
rojatnost distribucije nastanka oSteéenja za odredeni potresni intenzitet i najcesée
je prikazan u obliku matrica vjerojatnosti ostecenja ili krivulja vjerojatnosti ostece-
nja. Glavni je cilj kroz probabilisticku analizu definirati potresnu ostetljivost modela
armiranobetonske okvirne konstrukcije, pri ¢emu ce se kao rezultat konstruirati kri-
vulje vjerojatnosti oSteéenja koje pokazuju vjerojatnost otkazivanja konstrukcije ili
dosezanja razine ostecenja za svako definirano grani¢no stanje ostetljivosti.

2. Dinamicki proracun korak po korak

Dinamicki proracun porak po korak ili inkrementalna dinamicka analiza (engl. Incre-
mental Dynamic Analysis, IDA) prvi je put spomenut u Berter i dr. (1977.), a prve
raCunalne algoritme za provedbu prorac¢una IDA predstavili su Vamvatsikos i Cornell
(Spears i dr., 2004.). IDA predstavlja skup nelinearnih prora¢una konstrukcijskoga
modela koji daju iscrpne podatke o ponasanju modela pri zadanim potresnim opte-
rec¢enjima. Osnova je metode IDA na skaliranju, odnosno inkrementalnom uvecanju
zapisa potresa kako bi se omogudila tvorba seta potresa razlicitih intenziteta i indi-
vidualno analiziranje numerickoga konstrukcijskog modela za svaku razinu potresne
pobude. U konac¢nici, IDA krivulja predstavlja maksimalni odziv konstrukcije u odno-
su na mjeru intenziteta pobude. Primjer jednostruke IDA krivulje prikazan je na slici
1., na kojoj je, uz pretpostavku da je zapis potresnoga optereéenja realno skaliran,
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vidljivo da krivulja za niZe faktore skaliranja ima oblik ravne linije. To upucuje na
¢injenicu da se konstrukcija u tom podrucju ponasa elasti¢no. Za vise faktore skali-
ranja krivulja poprima krivudav oblik, $to znaci da je potresno opterecenje dovoljno
jako da moZe izazvati nelinearno otkazivanje konstrukcije.

Mjera intenziteta potresa
[ o]
W

10 S —
B O O T O T O —
5
0
0,0% 1,0% 2,0% 3,0% 4,0% 5,0%

Mijera odziva konstrukcije
Slika 1. Primjer jednostruke IDA krivulje

Jednostrukom IDA krivuljom prikazano je kako ¢e konstrukcija reagirati na razlici-
te intenzitete istoga potresa. Medutim, prednost metode je mogucnost visSestruke
analize IDA, ¢ime se na jednom grafu prikazuje viSe krivulja, a svaka predstavlja
odziv konstrukcije za razli¢ite razine potresnih pobuda. IDA je probabilisti¢ka i para-
metarska metoda analize konstrukcija koja podrazumijeva izlaganje konstrukcijskih
modela nizu potresnih zapisa tako da svaki od njih bude uveéan do odredene razine
intenziteta, proizvodedi tako vise krivulja koje mogu zbog preglednosti i boljega ra-
zumijevanja problematike biti prikazane na istomu grafu. Shematski prikaz osnov-
nih parametara analize IDA prikazan je na slici 2.

Faktor skaliranja predstavlja pozitivnu skalarnu vrijednost na osnovi koje se uve-
¢ava izvorni potresni zapis u vremenu radi dobivanja skalarnoga prikaza. Mjera
intenziteta potresa oznacava relativnu jalinu potresnoga opterecenja. Intenzitet
se najcéesce prikazuje empirijskim subjektivnim mjerama potresnoga gibanja te-
meljnoga tla (npr. Richterova ili Mercallijeva ljestvica). Medutim, taj tip mjere nije
u moguénosti precizirati vrijednost koja se moZe skalirati. Pri odabiru mjere po-
tresa treba odabrati onu koja varira linearno s faktorom skaliranja. Zbog toga se
racun IDA. Medutim, u praksi je uobicajeno da se kao mjera intenziteta potresa
upotrebljava spektralno ubrzanje za prvi vlastiti period s 5% prigusenja, S (T, 5%),
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a Cesto je u primjeni i vrSno ubrzanje temeljnoga tla (engl. Peak Ground Accele-
ration, PGA). Dosadasnja istraZivanja pokazala su da primjena spektralnih vrijed-
nosti ipak daje konzistentnije rezultate. Pri odabiru referentne mjere intenziteta
potresa mjerodavna je ona mjera koja rezultira najmanjom disperzijom rezultata
(Dhakal, 2006.). Mjera odziva konstrukcije neposredno je povezana s podrucjem
ponasanja konstrukcije i predstavlja odziv konstrukcije na djelovanje potresne po-
bude. Ako se promatra konstrukcija na globalnoj razini, podrucje ponasanja naj-
cesce je povezano s maksimalnom vrijednosti medukatnoga pomaka konstrukcije,
koja ¢e se primijeniti i u ovom radu.

OSNOVNI
PARAMETRI IDA
ANALIZE
FAKTORI MIJERE MJERA ODZIVA
SKALIRANJA INTENZITETA KONSTRUKCHE

Slika 2. Shematski prikaz osnovnih parametara analize IDA

3. Model konstrukcije

Na osnovi projektne dokumentacije osnovne skole u gradu Osijeku proveden je pro-
racun osnovnoga konstrukcijskog sustava. Osnovni su konstrukcijski sustavi dilataci-
je | (prostor skole) i dilatacije Il (Sportska dvorana) armiranobetonski okviri, koji su
medusobno ukruéeni serklazima (DrZavni Arhiv u Osijeku, HR—-DAOS—-72, fasc. 583,
1967.).

Prikladan numericki model za proracun potresne ostetljivosti armiranobetonskih
okvirnih konstrukcija mora zadovoljiti odgovarajuée zahtjeve: to€nost unutar inze-
njerskih tolerancija, jednostavnost i pouzdanost. Modeli elemenata takoder moraju
biti dovoljno tocni, fizikalno podobni, ucinkoviti i jednostavni. Numericki modeli si-
muliraju odziv konstrukcije u pogledu kapaciteta pomaka, rasprsivanja energije i pe-
rioda vibriranja za potrebnu procjenu potresne ostetljivosti gradevine. Potresni odziv
armiranobetosnkih okvirnih konstrukcija moze se procijeniti promatrajuéi globalni
prostorni mehanizam odziva sustava ili promatrajuci odziv ravninskoga modela. Pra-
vilnost konstrukcija u smislu masa i krutosti, takoder po visini i u tlocrtu, omoguduje
ravninsko modeliranje i ravninsku analizu za procjenu potresnoga odziva (Rossetto i
Elnashai, 2003.). Na slici 3. prikazan je ravninski armiranobetonski okvir modela.
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Slika 3. Prikaz ravninskog modela armiranobetonskog okvira

Za nelinearni dinamicki proracun ukupne su mase koncentrirane po etazama okvira.
Ukupna teZina masa dobivena je na osnovi podataka iz projektne dokumentacije
Skole, kao i proraCunana armatura u svim karakteristicnim presjecima (Drzavni Arhiv
u Osijeku, HR—-DAOS-72, fasc. 583, 1967.). Na slici 4. prikazani su poprecni presjeci
nosivih elemenata okvira s pripadajuéom armaturom: na lijevomu dijelu slike prika-
zan je poprecni presjek greda, a na desnomu dijelu poprecni presjek stupova.

4420 3¢18

2914

36

[em] [em]

Slika 4. Prikaz poprecnih presjeka nosivih elemenata AB okvira
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Proracun IDA nelinearnoga numerickog modela proveden je primjenom program-
skoga paketa SeismoStruct, ver. 7.0.6 (Seismosoft, 2002.). Elementi okvira definirani
su kona¢nim elementima unutar poprec¢noga presjeka elementa i uzduz elementa,
te se njima pripisuju znacajke geometrijske i materijalne nelinearnosti. Za simu-
liranje nelinearnoga ponasanja betona primijenjen je Manderov model (1988.) s
konstantnom ovijenos¢u. Koeficijent ovijenosti (K) definiran je kao omjer izmedu
ovijenoga i neovijenog naprezanja u betonu i upotrebljava se za skaliranje odnosa
naprezanje—deformacija po cijeloj duljini raspona deformacija. Model materijala
primijenjen je i za ovijeni dio (jezgra) i za neovijeni (zastitni sloj) elementa, pri cemu
je koeficijent ovijenosti za prvi uzet kao 1,2, a za drugi kao jedini¢na vrijednost.
Vrijednost deformacije pri vriSnomu naprezanju neovijenoga betona uzeta je kao
0,002. Na slici 5. prikazan je s-e dijagram za model betona prema ovijenosti (Man-
der i dr., 1988). Na slici 6. prikazan je model Menegotto—Pinto (1973.), koji je upo-
trijebljen za armaturni Celik.

’

|
|
|
|
} Ovijeni beton
Nepvijeni

thon

|

Tlaéno naprezanje, f
N
<

I I
! ! Pretpostavijeno
s : ‘ za zastitni sloj
/ | | |
\ seb [ I
| | |
| | \ |
1 1 A Il >
& 1 Eo 280 Ep Ee
I Tla¢na deformacija, &

Slika 5. ¢ — € dijagram za Manderov model betona (Mander i dr., 1988)
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Slika 6. Prikaz nelinearnog ciklickog ponasanja armaturnog celika, model Menegotto—Pinto armatur-
nog celika (Menegotto i Pinto, 1973)
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4. Odabir seta potresnih zapisa

Kod dinamickoga proracuna ulazni podatak potresnoga optereéenja treba predstav-
ljati akcelerogram ocekivanih oscilacija tla na promatranoj lokaciji. Primijenjeni su
stvarni akcelerogrami, odnosno zapisi potresnoga gibanja temeljnoga tla, koji su
odabrani iz europske baze podataka (engl. European Strong—motion Database) u
programskom paketu Rexel v 3.5 (lervolino i dr., 2009). Svi su zapisi normalizirani
tako da srednja vrijednost svih zapisa oscilira oko projektnog spektra EC8, te su za-
sebno primjenjivani na ravninski model armiranobetonske okvirne konstrukcije u
programskom paketu SeismoStruct ver 7.0.6 (Seismosoft, 2002.).

Odabran je projektni spektar EC8, Tip 1, te je definirano vrSno ubrzanje temeljnoga
tla i kategorija tla (B). Na osnovi karte potresnih podrucja Republike Hrvatske (za
povratno razdoblje 475 godina) ocitano je vrSno ubrzanje temeljnog tla za podrucje
grada Osijeka s vrijednoS¢u od 0,11g. Rexel v 3.5 nudi moguénost pronalaska jedno-
ga, sedam ili trideset akcelerograma odjednom; odabran je set od sedam potresnih
zapisa, prema preporuci Causevi¢ (2010.). Na slici 7. prikazan je nelinearni 5% pri-
guseni spektar odziva baze od sedam potresnih zapisa, primijenjenih u radu, koji su
uskladeni s projektnim spektrom EC8, Tip 1, vrSno ubrzanje temeljnog tla od 0,11g
te kategorije tla B.

EC 8, Type 1, Soil B

T T T T
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Slika 7. Prikaz sedam potresnih zapisa iz programa Rexel v 3.5, potrebnih za provedbu proracuna IDA
(lervolino i dr., 2009)
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5. Rezultati

Nakon proracuna maksimalnih medukatnih pomaka za svih sedam potresnih zapisa
sljededi je korak konstruiranje IDA krivulja na osnovi podataka koji su definirani u
prethodnomu koraku (IDR__ i S (T,, 5%)). Na slici 8. prikazana je konstruirana kri-
vulja vjerojatnosti ostecenja na kojoj su na osi apscisa vrijednosti najve¢ega me-
dukatnog pomaka IDR __, koje oznacavaju mjeru odziva konstrukcije, dok su na osi
ordinata vrijednosti spektralnoga ubrzanja za prvi vlastiti period s 5% prigusenja
S.(T,, 5 %)), koje oznatavaju mjeru intenziteta potresa.

Sljededi se korak odnosi na obradu statistickih podataka. Prije svega, potrebno je de-
finirati grani¢na stanja (engl. Limit States) oStecenja konstrukcije. U primjeru ovoga
rada primijenjena su granicna stanja ostecenja prema HAZUS—-MH (FEMA, 2003.),
gdje su krivulje vjerojatnosti ostec¢enja opisane srednjom vrijednoséu medukatno-
ga pomaka IDR__ kroz Cetiri stanja oStecenja: blago (engl. Slight), umjereno (engl.
Moderate), vrlo tesko (opsezno) (engl. Extensive) i potpuno (engl. Complete). Kad
se provede proracun za sva Cetiri granicna stanja osStecenja dobiva se kao rezultat
graf sa Cetiri IDA krivulje vjerojatnosti ostecenja prikazane kao lognormalne funk-
cije, koje oznacavaju Cetiri razine oStecenja za svih sedam potresnih zapisa, kako je
prikazano na slici 8.
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Slika 8. Krivulje vjerojatnosti oStecenja za Cetiri razine oStecenja
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6. Zakljucak

Radi procjene potresne ostetljivosti ravninski model armiranobetonskoga okvira
zgrade osnovne skole u Osijeku modeliran je u programskom paketu SeismoStruct,
ver. 7.0.6 te je podvrgnut setu od sedam potresnih zapisa. Primijenjen je analiticki
pristup procjeni potresne ostetljivosti, to jest nelinearni dinamicki proracun inkre-
mentalnoga tipa (IDA). Kao rezultat proracuna konstruirane su IDA krivulje vjerojat-
nosti oSteéenja, koje predvidaju vjerojatnost dosezanja ili prekoracenja odredenoga
grani¢nog stanja kao funkciju intenziteta gibanja temeljnoga tla izrazenu spektral-
nim ubrzanjem. Za potrebe proracuna krivulja vjerojatnosti oSteéenja definirana su
grani¢na stanja oSteéenja za armiranobetonski okvir. Rezultati proracuna IDA poka-
zali su veliku disperziju rezultata u dinami¢kom odzivu konstrukcije. Da bi se dobila
Sto realnija i vjerodostojnija srednja vrijednost svih dinamickih odziva konstrukcije
treba uzeti u obzir veci broj potresnih zapisa (primjerice 30 potresnih zapisa). Pona-
$anje armiranobetonske konstrukcije bilo je razmjerno povoljno, gotovo linearno,
za pojedine potresne zapise (Kyllini, Racha, Friuli), dok je u slucaju ostalih bilo izra-
zito nepovoljno, to jest zahtjev bocnih deformacija (medukatni pomaci, /[DRmax)
vec se pri manjim razinama grani¢nih stanja ostecenja konstrukcije (0,40% IDRmax
i 0,60% IDRmax) povecavao u vecemu koraku u odnosu na intenzitet pobude, to
jest nije bio proporcionalan. Globalno, rezultati proracuna pokazuju da IDA krivulje
vjerojatnosti oSte¢enja postaju ravnije, odnosno manjeg nagiba, kako se grani¢na
stanja kreéu od blagoga do potpunog ostecéenja, zbog prirode statisticke raspodjele
podataka potresnog odziva. U konacnici, moze se zakljuciti kako je varijabilnost me-
dukatnih pomaka mnogo vise izrazena pri velikim intenzitetima potresnoga gibanja
temeljnoga tla nego pri malim intenzitetima.
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Sazetak

Pri projektiranju potresne otpornosti armiranobetonskih okvirnih konstrukcija s ispunskim
zidem u kojem se nalaze otvori, omedujuci elementi klju¢ni su pri razradi detalja konstruk-cij-
skog sustava. Omedujuci elementi nisu podloZni proracunu kao okvirne konstrukcije i nji-ho-
va razrada detalja temeljena je na jednostavnim preporukama. Primjenom proracunskih mi-
kromodela utvrdena je razdioba posmicne otpornosti izmedu elemenata okvira s ispun-skim
zidem, pri ¢emu je iskazan i udio doprinosa omedujucih elemenata.

Kljucne rijeci: armiranobetonski okvir, ispunsko zide, prozorski i vratni otvor, omedujuci
elementi, udio po-tresne otpornosti

Computational micromodel for earthquake resstance
evaluation of reinforced concrete fra-mes with
masonry infill walls containing confined openings

Abstract

In earthquake resistant design of reinfroced concrete frames with masonry infill walls con-
ta-ining openings, confining elements are crucial in detailing of structural system. Confining
elements are not subdued to design as frame structures and their detailing is based on sim-
ple recommendations. By use of computational micromodels a partial shear resistance of
members of infilled frames was determined, and in particularly the resistance contribution
of confining elements.

Key words: Reinforced concrete frame, masonry infill wall, window and door opening,
confining ele-ments, partial earthquake resistance
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Uvod

Pri projektiranju potresne otpornosti armiranobetonskih okvirnih konstrukcija s is-
punskim zidem (konstrukcijski sustav okvir-zide), u kojemu se nalaze izmjesteni i ne-
izmjesteni prozorski i vratni otvori, omedujuéi elementi (vertikalni serklazi) kljucni
su pri razradi detalja kon-strukcijskoga sustava (CEN, 2004a, 2004b, 2005). Izvedba
vertikalnih armiranobetonskih omedujucih elemenata uz rub otvora omogucava
znatna poboljSanja u ponasanju konstrukcijskoga sustava okvir-zide (Penava, 2012;
Sigmund and Penava, 2014). Medutim, ako omedujuéi elementi oko otvora nisu
izvedeni pri gradnji, ponasanje ispunskoga zida postaje nepouzdanije, a time i po-
tresni odziv ovih konstrukcijskih sustava podloZniji nesigurnosti, iz razloga poput:
mnogovrstan slom zida, nepricvrséenost okomito na ravninu zida, neodgovarajuce
raspucavanje koje vodi k preuranjenom rusenju (Al-Chaar, Lamb and Issa, 2003; De-
canini, Liberatore and Mollaioli, 2006; Kakaletsis and Karayannis, 2007, 2008, 2009;
Tasnimi and Mohebkhah, 2011; Sigmund and Penava, 2014; Penava et al., 2018).
Omedujudi elementi nisu podlozni proracunu kao okvirne konstrukcije i njihova ra-
zrada detalja temeljena je na jednostavnim preporukama.

Osnova su ovoga rada ispitane u mjerilu 1:2,5 izvedene modelske konstrukcije ar-
miranobetonskih okvira s ispunskim zidem (Penava, 2012; Sigmund and Penava,
2014) u kojem se nalaze izmjesteni ili neizmjesteni prozorski i vratni otvori (omjer
plodtina otvora i zida A / A <15 % (Sigmund and Penava, 2013)), i zide bez otvora
(slike 1.i 3. i tablica 1.), projektirane i s razradom detalja kao okvirne konstrukcije
prema razredu umjerene duktilnosti u skladu s odredbama norma EN 1992-1-1, EN
1996-1-1 i EN 1998-1 (CEN, 2004a, 2004b, 2005). Ispunsko zide izvedeno je opec-
nim blokovima svrstanima u Skupinu 2 zidnih elemenata i mortom opée namjene
razred ¢vrstoce M5, u skladu sa zahtjevima konstrukcijskoga zida pri projektiranju
potresne otpornosti. Modelske konstrukcije bile su razvrstane u tri grupe prema
tablici 1. Modeli Skupine Il bili su jednaki onima Skupine |, ali s dodavanjem ome-
dujucih elemenata pored otvora, dok su modeli Skupine Il bili poredbeni modeli.
Ispitivanja, pri ponavljaju¢emu posmi¢nom djelovanju u ravnini zida, dovela su do
spoznaje o dostizanju znatnoga osStecenja zida (4. razred ostecenja u skladu s lje-
stvicom EMS-98 (Griinthal et al., 1998; Schwarz et al., 2015)) pri kathomu pomaku
od 1,25%, u usporedbi s 0,5% bez prisutnosti omedujucih elemenata pored otvora.
Medutim, posmicna otpornost omedujudih elemenata otkazivala je u blizini vrhova
otvora vec pri 3. razredu ostecenja pri katnim pomacima izmedu 0,75% i 1% (slike
2.i3.).
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Slika 1. Nacrt s razradom detalja armiranobetonske okvirne konstrukcije u mjerilu 1:2,5 ispitane u
laboratoriju (lijevo) i Suplji opecni zidni elementi (desno) (Penava, 2012; Sigmund and Pena-
va, 2014)

Slika 2. Ispitane u mjerilu 1:2,5 izvedene modelske armiranobetonske okvirne konstrukcije s ispun-
skim zidem u kojemu se nalaze omedeni otvori, i zide bez otvora (Penava, 2012; Sigmund and
Penava, 2014)
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Tablica 1. Razredba i opis modelskih konstrukcija ispitanih u laboratoriju (Penava, 2012; Sigmund and

Penava, 2014)
Modelska Otvor
konstrukcija Prikaz modelske Obis
X konstrukcije Vrsta, mjere i omjer . P
Skupina Oznaka . Razmjestaj
plostina
O Vratni otvor Neizmjesten 5
©
1 I /h =0,35/0,90 m e=1/2=0,90m 5
©
A JA=0,14; =0,32 m? £
o
O Th Prozorski otvor Neizmjesten %
2 I /h_=0,50/0,60 m e=1/2=0,90m §
(]
ks
A JA=0,13; A =0,30 m* P=0,40 m g
1l o
O 0 Vratni otvor Ilzmjesten o
3 1./h =0,35/0,90 m e,=h/5+ /20,44 m g
A JA=0,14; A =0,32 m? g
X~
O H Prozorski otvor Ilzmjesten Q
X~
4 1./h,=0,50/0,60 m e,=h/5+ /2=0,44 m g
>
A JA=0,13; A =0,30 m* P=0,40 m
‘ ) I
| <
| u
1 - - 5o
2 23
Il o 2
25
2 - - e
o]
a
Tumat oznaka: A_je plo3tina otvora koja je jednaka umno3ku visine (h ) i duljine otvora (/); A je plostina
ispunskog zida koja je jednaka umnosku visine (h) i duljine zida (/); h = 1.3 m; | = 1.8 m; e_je odmaknutost
otvora; t, = 0.12 m je debljina zida; P je visina parapetnog zida.

$4mm/20cm 2¢8mm greda
trnovi
2¢$8mm =]
& o 248 | 2¢8mm -
sljubnica o -
= o ispunsko o
' zide $4mm/20cm -
14 4 2
v. serklaz
20

Slika 3. Nacrt i razrada detalja vertikalnoga armiranobetonskog omedujuceg elementa (serklaza) u
poprecnom presjeku (lijevo) i po visini (desno) (Penava, 2012; Sigmund and Penava, 2014)

154



Proracunski mikromodel za procjenu p: otpornosti i k kih okvira s i kim zidem u kojem se nalaze omedeni i neomedeni otvori

U ovom je radu primjenom proracunskih mikromodela utvrdena razdioba poprec-
ne (potresne) otpornosti izmedu elemenata konstrukcijskoga sustava okvir-zide pri
razredima oStecenja u skladu s europskom makroseizmi¢kom ljestvicom EMS-98
(Grunthal et al., 1998; Schwarz et al., 2015) te je iskazan udio doprinosa svakoga
elementa zasebno, a osobito omedujucih elemenata.

Proracunski mikromodel

Proracunski je pojednostavljeni mikromodel (slika 4.) razvijen u racunalnom pro-
gramu ATENA 2D Eng (Cervenka, Jendele and Cervenka, 2012; Pryl and Cervenka,
2013; Cervenka Consulting s.r.o., 2015) i vrednovan prema rezultatima dobiveni-
ma ispitivanjima u mijerilu 1:2,5 izvedenih modelskih konstrukcija (Penava, 2012;
Sigmund and Penava, 2014), a $to je pobliZe opisano u publikaciji (Penava, Sigmund
and Kozar, 2016).

Prihvaceni pristup razvoja proracunskoga modela, u usporedbi s drugim dostupnim
rieSenjima poput onih danih u (Crisafulli, Carr and Park, 2000; Cavaleri and Di Trapa-
ni, 2015; Furtado, Rodrigues and Aréde, 2015; Laughery and Pujol, 2015; Asteris et
al., 2016, 2017; Di Trapani et al., 2018), posjedovao je mogucnost izravnoga uzima-
nja razlicitih vrsta, veli¢ina i razmjestaja otvora i omedujudih elemenata u obzir, pre-
docavanja mnogovrsnoga sloma i ostec¢enja zida i razmatranja razdiobe posmicne
(potresne) otpornosti prema elementima konstrukcijskoga sustava (Al-Chaar, 2008;
Mohebkhah, Tasnimi and Moghadam, 2008; Koutromanos, 2011; Campbell, 2012;
Asteris et al., 2013; Sarhosis, Tsavdaridis and Giannopoulos, 2014; Penava, Sigmund
and KoZar, 2016).

Proracunski je model bio ograni¢en na ravninu, kako je bilo i tijekom ispitivanja.
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Slika 4. Proracunski model armiranobetonske okvirne konstrukcije s ispunskim zidem razvijen u racu-
nalnom programu ATENA 2D Eng (Cervenka Consulting s.r.o., 2015)
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Geometrijska svojstva proracunskoga modela uzeta su jednaka onima u mijerilu
1:2,5 izvedenih i ispitanih modelskih konstrukcija (slike 1. do 4.). Podrucje u modelu
koje obuhvacaju beton i zidni elementi izvedeno je ravninskim izoparametarskim
devetévornim Cetverostranim i Sest¢vornim konaénim elementima trokutnoga obli-
ka, dok su Sipke armature izvedene trocvornim Stapnim elementima, a sljubnice
spojnim elementima s mogucnoscu iskljuenja vlacne ¢vrstoce. Velicina konacnih
elemenata, na osnovi medusobne usporedbe priblizavanja slijednih rezultata pro-
racuna, utvrdena je kao jedna Cetvrtina veli¢ine zidnoga elementa (slika 4.). Zidni
elementi i spoj zidnih elemenata i sljubnica morta (spojni elementi nulte debljine)
izvodeni su zasebno, jednako kao i na stvarnoj konstrukciji. Normalna i tangenci-
jalna krutost spojnih elemenata procijenjena je na osnovi izraza K _=E/t odnosno
K =G/t, gdje je E modul elasti¢nosti, a G modul posmika zidnoga elementa, dok je t
debjina sljubnice morta (Cervenka, Jendele and Cervenka, 2012; Pryl and Cervenka,
2013).

Prihvaéeni konstitucijski zakoni ponasanja gradiva s pripadnim svojstvima, utvrdeni-
ma normiranim ispitivanjima ili putem teorijskih izraza dani su u (Penava, Sigmund
and Kozar, 2016). Dodatno, poseban ucinak povezivanja Supljega opecnog zidnog
elementa i sljubnice morta (Penava et al., 2016) uzet je u obzir kod spojnoga ele-
menta horizontalnih sljubnica dodavanjem funkcije ocvrscivanja pocetne posmicne
¢vrstoce (slika 5.). Beton i zidni elementi predstavljeni su modelom dostupnim u
programu NonLinCementitious2 odnosno SBEta (Cervenka, Jendele and Cervenka,
2012; Pryl and Cervenka, 2013).

{

Slika 5. Povezivanje u spoju Supljega ope¢nog zidnog elementa i horizontalne sljubnice morta (lijevo)
i funkcija o€vrs¢ivanja pocetne posmicne cvrstoce (desno)

Proracuni i rezultati

Vrijednosti posmicne (potresne) otpornosti elemenata konstrukcijskoga sustava,
to jest armiranobetonskoga okvira VR’if,f(kN), ispunskoga zida Vm(kN) i armirano-
betonskoga omedujceg elementa Vi ite (kN), odredene su nelinearnim statickim
proradunom postupnim guranjem grede okvira s prirastom pomaka d=0,1 mm do
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cilianoga pomaka d=28 mm to jest d =2%. (ruenje okvira). Vrijednosti su opazane
u ravnini stopa stupova okvira (slike 6. i 7.). Udio poprecne otpornosti iskazan je
putem V,/V, .  x 100 (%), gdje je V,, _ vrSna posmicna otpornost okvira bez

ispunskoga zida.
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Slika 6. Razdioba posmicne otpornosti na elemente konstrukcijskoga sustava okvir-zide (Skupina Il)
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Slika 7. Razdioba posmicne otpornosti na elemente konstrukcijskoga sustava okvir-zide (Skupina IlI)

Zakljucak

Vrednovani proracunski mikromodel u mjerilu 1:2,5 izvedenih i ispitanih modelskih
konstrukcija armiranobetonskih okvira s ispunskim zidem, u kojemu se nalaze ome-
deni otvori, i zide bez otvora, upotrijebljen je radi odredivanja razdiobe posmicne
otpornosti na pojedinacne (ne)konstrukcijske elemente sustava, $to nije mogude
posti¢i mjernim uredajima tijekom ispitivanja. Odabrani modelski pristup omogudéio
je ispunjavanje svih geometrijskih zahtjeva na modele, neovisno o vrsti, veli¢ini i
razmjestaju otvora, s izravnim modeliranjem gradiva kakva su u stvarnosti.
Opcéenito je razdioba posmicne otpornosti izmedu elemenata sustava bila razli¢ita
od sluc¢aja do slucaja, te je bila pod utjecajem vrste, veli¢ine i razmjestaja otvora te
prisutnosti omedujucih elemenata. U slucaju vratnoga otvora projektni su zahtjevi
veci od ocekivanih. Izvedba omedujucih elemenata preporucljiva je zbog umanjiva-
nja nepouzdanosti procjene odziva ovih konstrukcijskih sustava.
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Nonlinear vibration analysis: analytic versus numerical
methods — application to cable dynamics

Marija Demsic
Sveuciliste u Zagrebu, Gradevinski fakultet

Abstract

The analysis and prediction of the dynamic response of a nonlinear system can be very de-
manding because, apart from the primary resonance response, the sub- and super-harmonic
responses can be induced, and if natural frequencies have integer ratio internal resonance
is also possible. Mathematical analysis of such system usually requires the use of an asymp-
totic methods and numerical procedures. The paper presents the applications of analytical
and numerical methods to nonlinear cable response, and discussion on both approaches is
given.

Key words: nonlinear vibrations, asymptotic methods, numerical methods, cables

Analiza nelinearnih oscilacija: analiticke naspram
numerickih metoda — primjena u dinamici kabela

Sazetak

Analiza i predvidanje dinamickoga odziva nelinearnoga sustava zahtjevan je zadatak, jer se
osim primarne rezonancije mogu inducirati subharmonijski i superharmonijski odziv, a u slu-
Caju cjelobrojnoga omjera prirodnih frekvencija moguca je pojava unutarnje rezonancije.
Iznimno sloZzena matematicka analiza obi¢no zahtijeva primjenu asimptotskih metoda te nu-
merickih postupaka proracuna. U radu je predstavljena primjena analiti¢kih i numeric¢kih me-
toda u analizi nelinearnoga odziva kabela, te su razmotrene prednosti i mane oba pristupa.

Kljucne rijeci: nelinearno titranje, asimptotske metode, numericki postupci, kabeli
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1. Introduction

Today, scientists in the engineering sector have dedicated a lot of effort to reduce
the number of approximations being introduced in mathematical model because
linear analysis have become insufficient to describe the behaviour of the physical
system adequately. One of the main reasons for modelling a physical system as a
nonlinear one is that totally unexpected phenomena sometimes occur in nonline-
ar systems, phenomena that are not predicted or even hinted at by linear theory.
Development of new methods and improvement of existing techniques have ena-
bled research of these phenomena. One of the important aspects of nonlinearity
are certainly nonlinear vibrations. Several methods are available for the solution of
nonlinear vibration problems, like approximative analytical techniques, graphical
procedures, and numerical methods. In civil engineering, nonlinear vibrations occur
in many structures, especially those that are in their nature extremely flexible, low
weight, and with low damping such as cable-stayed bridges or cable nets. Given
the many analytical and numerical methods available today, this paper mentions
several that are often used in the analysis of nonlinear cable vibrations. Analytic
analysis of the nonlinear dynamic response is obtained by using a classical pertur-
bation procedure such as the method of averaging and method of multiple scales
(MMS). These methods can be directly applied to partial differential equations
[1,2,3], though the mathematical process itself can be more involved depending on
the possible resonances of system. A more commonly used approach is performing
space discretization by first applying the Galerkin reduction to obtain a system of
ordinary differential equations to which perturbation analysis is applied for deter-
mining time-dependent functions [4]. By using analytical methods, it is possible to
determine solutions in stable or unstable domains. Complex nonlinear responses
can also be determined numerically; however, such models can only include certain
bifurcation points because the numerical integration of the solution can only be de-
termined in a stable domain [5]. The first section of paper presents the comparison
of basic philosophies of both approaches without explaining the mathematical pro-
cedure needed to obtain solutions. After which the examples of relevant research
in cable dynamics obtained by analytical and numerical methods are displayed, and
some of advantages and disadvantages of methods are discussed.

2. Basic philosophy

The solution obtained by perturbation methods is formed as an expansion in which
known solution, ie. solution of linear problem is supplemented by terms that repre-
sent a small corrections [6-9]. The function expansion is formed using the small per-
turbation parameter €. Corrections need to ensure that the first correction is small
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compared to the basic unperturbed solution, then that second is small compared to
the first correction and so on, all in the limit of small € [6]. Ordering is the only rule
that need to hold-up for the implementation of the perturbation procedure and the
construction of the asymptotic solution. By formation of perturbation hierarchy a
system of equations suitable for successive solving is formed. The usual procedure
for implementing a perturbation process is the formation of a nonlinear algebraic
or differential equation in a non-dimensional space, after which a small parameter
€ is chosen based on which a perturbation solution is formed. However, there are
also cases when a small parameter that would be suitable for ranking does not
appear explicitly in the equation and it is necessary to model the physical system
adequately. Physical understanding of the nature of problems in the modelling pro-
cess is crucial for the proper formulation of a mathematical problem. Scaling of dif-
ferential equation terms can have a decisive influence on the structure of the final
asymptotic solution with clear connotations on accuracy and physical meaning [7].
In this case we can talk about the ‘artificial’ parameter of the popularly called ‘book-
keeping parameter’ [8-10]. This parameter introduces an implicit assumption of the
influence of nonlinear coefficients, damping and excitation on system response [7].
Table 1 gives the recommendations for scaling in the analysis of parabolic cable
dynamics at primary, subharmonic and superharmonic resonance [1].

Table 1. Order of first occurrence of contribution in the perturbation equations

excitation damping quadratic cubic
S2 S3
13
g? S2 S2 S3
53
P P S3 S2 S3
(P: primary; S2: 1/2-sub, 2-super; S3: 1/3-sub, 3-super) [1]

Contrary to asymptotic methods, the application of numerical methods in commu-
nity of engineers and scientist is common use. Generally, for the computation of
dynamic response of nonlinear system requires discretisation in space and time
domain, and solution is obtained in incremental form. Finite elements of finite dif-
ferences are used to describe nonlinear model in space domain. For example, by
using finite elements to model cables several types of elements can be employed:
axial, parabolic or catenary finite element, all comprising geometric stiffness matrix
taking into account nonlinear characteristics of physical system. Catenary elements
have some advantages, such as requiring fewer numbers of elements, but it also
has a disadvantage: it needs to employ iterative procedures to obtain stiffness ma-
trix [11]. Time domain integration is usually carried out using predictor-corrector
technique or Runge-Kutta method. Final form of incremental solution is highly de-
pended on space discretisation and time step.
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2.1. Damped linear vibrations

To present basic idea of asymptotic and numeric methods, we will use advan-
tage of knowing exact solution of differential equation of free damped vibra-
tion:

$(0)+ px(0) +x(6) = 0

The basic perturbation procedure, the straightforward expansion, consists of an
idea that the final solution can be written in the form of a expansion with a small
perturbation parameter €:

xt,e)=x,()+ex )+ x,()+...+0(&")

In the case of low damping, the value of damping parameter can be used for per-
turbation scaling parameter €.

The basic numerical integration is usually presented by Euler method, which gives
incremental solution:

x(t, +At) = x(t)+At-x(2,)
X(t +At) = X(t,) + At - X(¢,)

Comparison of this two methods with exact solution is shown in Figure 1. For as-
ymptotic method, it can be seen that all the solutions match the exact response
in the beginning of the response, but as time is increasing more correction terms
are needed to take into account. The breakdown in the straightforward expansion
is due to its failure to account for the nonlinear dependence of the frequency of
the system on the nonlinearity. A number of techniques that yield uniformly valid
expansions have been developed [8]. Some of those techniques are MMS and
method of averaging also known as van der Pol method [9]. These techniques
take into account that changes due to nonlinearities of the system do not happen
at same time rate. In order to consider this by MMS, it needs to represent the
response as a function of multiple independent variables, or scales, instead of
single variable [8]:

T =¢"t forn=0,L2,...

x(t,e)=x,(T,T,. ) +ex(T..T,..)+&x,(T.T,..)+..+0(&")
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In which the number of independent time scales depends on the order to which the
expansion is carried out. Solution obtained by MMS for the expansion € is shown
on Figure 2a.

a) x d) x
— Exact = Exact

— Asymptotic & - = ExplicitEuler A7 =0.02

— Exact = Exact

—— Exact —— Exact
1of — Asymptotic & ot — Explicit Euler A7 = 0.005

Figure 1. Response function. (a-c) Straightfoward expansion; (d-e) Euler method

Numerical solutions for different time steps are shown in Figure 1d, e and f. All
responses show the growth of error that ultimately leads to a significant deviation
from exact solution. Error can be further reduced by step reduction but that only
increases calculation time, much more effective is to use some of the higher order
methods. For example, the solution using the explicit Runge-Kutta method is shown
in the Figure 2b. As can be seen, both procedures give satisfactory results in the
case of linear system response.
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a) b)

— Exact [ = Exact

10 —— Asymptotic g’ (MMS) 1 0: —— Explicit Runge Kutta A7 = 0.02

Figure 2. Response function. (a) MMS; (b) Runge-Kutta method

3. Cable dynamics

Nonlinear responses of a parabolic cable are of theoretical interest in applied
mechanics and an archetypal model of various phenomena in dynamics [1]. Par-
tial differential equations of cable motion are usually reduced by the Galerkin
method to ordinary differential equations (ODE) that contain quadratic and cu-
bic nonlinearities produced by the initial curvature and stretching. Frequency
response curve that characterise cable response to primary resonance is dis-
played in Figure 3a. The figure shows asymptotic solution obtained by MMS
method and two numerical solution. Solutions labelled as NI determinated by
direct numerical integration of reduced ODE in Wolfram Mathematica. Calcu-
lation starts with homogeneous initial conditions, and in the subsequent cal-
culations after a steady-state amplitude is achieved, the excitation frequency/
amplitude is changed. Other numerical model of cable is obtained by space
discretisation of system using finite differences, and predictor-corrector algo-
rithm is used for integration in time domain. The results of the finite difference
model for homogeneous and nonhomogeneous initial conditions (FD-hic and
FD-nic, respectively) are displayed. Nonhomogeneous conditions are set in the
vicinity of the steady state determined by the MMS process. It can be seen that
the results are in good agreement in the region where solution is unique but
in the region where response depends on nonhomogeneous initial conditions,
the numerical models have difficulty describing high-amplitude vibrations, and
solution leads to curve of low amplitude vibrations. Characteristic stream plot
of vector field of the initial amplitude and phase is displayed in Figure 3b. All
initial conditions starting in the shaded area result in high-amplitude response.
However, in the regions where stable and unstable curve are approaching each
other the stable node (P1) and saddle point (P2) are approaching. Since numeri-
cal models are very sensitive to any perturbation in the system, the response by
using these models usually led to low-amplitude vibration (P3).
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Figure 3. a) Frequency-amplitude curve at primary resonance for constant excitation amplitude [12],
b) initial conditions vector field [12]

Frequency-amplitude curve due to primary resonance is well known and analysis of
the solutions with analytical or numerical model gives good prediction of the final
values of amplitude. Analysis that is more complicated is in the case when nonlin-
ear interaction happens in the system response. Figure 4 display a frequency-am-
plitude curve for the case of interaction due to primary and parametric resonance.
Frequency-amplitude curve are constructed for amplitudes a, and a, of generalized
coordinates and w_and w_that denote the maximum value of nodal displacement
in the middle and at a quarter of the cable span, respectively. For the construction
of these curves several numerical methods were used.

Only MMS solutions that displayed by continuous line is fully analytical solution.
In the case of interaction (MMS — INT) system of equations that is obtained in ana-
lytical form is solved by numerical methods using Wolfram Mathematica. Besides
already mentioned NI and FD model, finite element (FE) results obtained using
SAP2000 are shown also. All of these numerical models are used to verify analyti-
cal expressions obtained by MMS technique. In these frequency-amplitude curve it
is important the emphasize solution between two Hopf bifurcation labelled by H,
and H,. It is worth noting that in this region for specific initial conditions, numerical
models NI and FD have a dynamic response [4]. Thanks to numerical models, it was
concluded that in that region a regular system response can exist with frequencies
that match the primary and parametric resonance. A slight variation in the ampli-
tude causes this branch to be classified as unstable, thus this response is unstable
only due to nonexistence of a steady state [8].
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Figure 4. Frequency-amplitude curves [4]. a) parametric resonance amplitude; b) primary resonance
amplitude; c¢) maximum displacement in middle of cable span; d) maximum displacement
in quarter of cable span

By using analytical analysis, the regions of nonlinear resonance in excitation pa-
rameter space can be easily explored (Figure 5). Boundary curves that are obtained
by analytical expressions allow definition of histeresis, and high- or low-amplitude
regions while results of numerical models require in depth analysis of time-history
function response (steady-state amplitude, Fourier spectrum).
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Figure 5. Resonance region due to interaction of primary and parametric resonance. a) boundaries
obtained using method of averaging and numerical simulations [13]; (b) MMS [4]

4. Conclusion

It is important to note that analytic asymptotic methods are valid in specific fre-
guency domain and for specific ordering in formation of perturbation hierarchy. De-
manding task in the analytical approach is description of the model by continuous
functions. This implies that only simple models can be analysed. However, since use
of analytic modelling is not to describe a real structure even in linear theory, but
for in-depth understanding of a certain nonlinear phenomena, we can argue that
their use is justified or even necessary. Complex behaviour require using some kind
of theoretical method, though combined with selected numerical tools, rather than
generic computer simulations on large discrete models [1]. The most reliable re-
sults on theoretical analysis of nonlinear oscillations are achieved by simultaneous-
ly using analytical and numerical methods. Therefore, the analytical model offers a
framework for describing the results obtained by numerical methods.
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Procjena ponasanja postojecih zgrada
pri djelovanju potresa
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Sazetak

U radu se opisuje analiza ponasanja postojece gradevine pri djelovanju potresa na primjeru
AB zgrade izgradene pedesetih godina prosloga stoljeca u Zagrebu. Proracun je proveden
statickom i dinami¢kom metodom. Primijenjena je materijalna nelinearnost konstrukcijskih
elemenata tako da se ona koncentrira u diskretne presjeke elemenata. Provedena je uspo-
redba rezultata i u konacnici su prikazani moguci mehanizmi sloma gradevine pri djelovanju
potresa te su identificirani njezini kriticni konstrukcijski elementi koji se mogu preventivno
ojacati.

Kljucne rijeci: seizmicki odziv, postojeca ab zgrada, ambijentalne vibracije, materijalna
nelinearnost, nelinearna dinamicka analiza, krivulja kapaciteta nosivosti

Seismic performance assessment of existing buildings

Abstract

This paper presents seismic performance analysis of existing RC building, constructed in the
1950s in Zagreb. Analyses are performed by static pushover analysis and dynamic analysis.
Material non-linearities are implemented as concentrated hinges at the structural elements.
Relevant engineering demand parameters, obtained using different complexity levels analy-
ses, are compared in relation to design criteria. Finally, building collapse mechanisms are
described and critical structural elements are identified, in order to propose an efficient
seismic retrofit method.

Key words: seismic response, reinforced concrete building, ambient vibrations, material
non-linearity, nonlinear dynamic analysis, backbone curve
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1. Uvod

Promatrana je gradevina izgradena u Zagrebu pedesetih godina dvadesetoga stolje-
¢a (slika 1.), a sastoji se od 10 etaza (Po+P+8). Cjelokupna je gradevina podijeljena
na tri dilatacije od kojih se u ovom radu promatra samo rubna, tlocrtnih dimenzija
30,00/14,60 m. Nadzemni je dio zgrade postavljen na armiranobetonske stupove,
te Cini okvirni sustav u etaZi prizemlja. Kroz ostale etaZze glavni su nosivi elementi
betonski zidovi (debljine uglavhom 40 cm) unutar armiranobetonskih serklaza, te
oni zadrZavaju kontinuitet. Visina nadzemnog dijela iznosi 33,5 m, dok je visina pod-
zemne etaze podruma 2,72 m. Nosivi sustav u popre¢nom je smjeru na osnom raz-
maku od 7,50 m. Zgrada je izvedena klasi¢cnim nacinom gradnje (monolitno), osim
predgotovljenih fasadnih elemenata. Zidovi podruma temeljeni su na trakastim
temeljima, a medukatne su konstrukcije na katovima izradene kao sitnorebricasti
strop s gredicama na razmacima od 50 cm, te je na njima tlacna betonska ploca
debljine 5 cm. Ploca je dodatno ojacana u uzduznom smjeru gredama, pa se moze
smatrati da za djelovanje potresa djeluje kao kruta dijafragma. Armiranobetonski
elementi konstrukcije izradeni su iz betona klase C25/30i C12/15 (MB300 i MB160)
s ugradenom armaturom GA240/360. Stropna plo¢a podruma je armiranobeton-
ska, debljine 20 cm, te je oja¢ana gredama. Detaljnije informacije mogu se pronaci
ull,2].

Nosivi elementi prizemlja

Prizemlje: A =450 m*

povriina zidova:
smjer X 11,3 m’ (2,5%)
smierY 11,9 m’ (2,6%)

Nosivi elementi 1. kata

1.kat A=450m’
‘povidina zidova:
smjerX  3,9m’ (0,86%)

BT smjer Y 15,0 m* (3,3%)

Slika 1. Fotografije stambene zgrade i detalja stupa na mjestu dilatacije, numericki model zgrade i
nosivi elementi prizemlja i 1. kata s pripadnom povrsinom sudjelujucih zidova [1, 2]

Ukupna povrsina zidova u prizemlju (slika 1.) u odnosu na bruto povrsinu jedne
etaZe iznosi 2,6% u poprecnom i 2,5% u uzduznom smjeru. Masivni stupovi prize-
mlja znacajno doprinose nosivosti u oba smjera. Ukupna povrsina zidova na 1. katu
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(slika 1.) u odnosu na bruto povrsinu jedne etaZe iznosi 3,3% u popre¢nom i 0,86%
u uzduZznom smjeru. Tlocrti prizemlja i 1. kata sa svim nosivim elementima prikazani
su na slici 2. Takoder su prikazani i nosivi elementi u tri poprec¢ne osi. Nosivi su ele-
menti konstrukcije na 1. katu AB stupovi i serklaZi te betonski zidovi. MoZe se uociti
da je udio armiranobetonskih nosivih elemenata u uzduznom smjeru 1. kata zane-
marivo malen, sto nije povoljno s gledista potresne otpornosti. Medutim, poprecni
zidovi malim dijelom ipak sudjeluju u uzduZnoj krutosti dilatacije, Sto joj osigurava
stabilnost za stalne i prolazne kombinacije optereéenja. Takoder i fasadni sustav pa-
nela ima odredenu krutost i svakako djeluje povoljno. Konstrukcija ne zadovoljava
kriterij pravilnosti po visini prema EC8 [3], a kriterij pravilnosti konstrukcije u tlocrtu
takoder nije zadovoljen. Dimenzije i presjeci gradevnih elemenata te mehanicka
svojstva i detalji procijenjeni su prema izvornim gradevnim nacrtima [1] uz nacelne
kontrole provedene prilikom terenskih istraZivanja. Nisu poznati podaci o moguc¢im
promjenama konstrukcije od vremena gradnje (naknadnim prilagodbama odnosno
intervencijama, rekonstrukcijama ili nadogradnjama). Klasifikaciju tla nije mogude
sa sigurnoscu odrediti, jer nisu provedena ispitivanja tla, ali pretpostavljene su vri-
jednosti uobicajene za podrucje gradnje.

® ® ® ® ® Popreéni presiek 1 Popreéni presjek 2 Popredni presjek 3 s
@ Tlocert prizemlja

1T 1 ]

3,5m

l 75m ! 75m l 75m l 75m -
et e
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(o) Mot 1. kata
® _

)
T
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|
F
e
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Slika 2. Tlocrt prizemlja i 1. kata te nosivi elementi u poprecnim osima konstrukcije

Stupovi prizemlja promjenljivoga su presjeka po visini. Na dnu stupa presjek je
80/155 cm, dok je na vrhu 80/280 cm. Stupovi prizemlja i poprecni zidovi 1. kata
povezani su masivnim gredama presjeka dimenzija 80/210 cm. Iz terenskih ispitiva-
nja i izvedbene dokumentacije [1, 2] te pravila struke u vrijeme gradnje odredena je
uzduZna i poprecna armatura u svim elementima konstrukcije. Zbog velike koli¢ine
podataka o armiranju presjeka navest ¢e se samo armatura koja je karakteristicna
za znacajan dio elemenata. Tako se armatura greda uglavnom sastoji od uzduZnih
Sipki 2012+1d14 u svakoj zoni i vilica ®6/25 cm, dok je ponegdje ugradena i kosa
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armatura uz rubove za preuzimanje posmicnih naprezanja. UzduZna armatura stu-
pova uglavnom je izmedu 4014 do 4020, dok je popre¢na armatura ®6/25 (30)
cm. Armatura je serklaZa koji omeduju betonske zidove 4012. Armatura zidova nije
poznata, ali se prema vizualnom pregledu i pravilima struke iz doba gradnje moze
pretpostaviti da se sastojala od mreza ®6/20 uz dodatne Sipke na uglovima, koje
nisu ovijene posmi¢nom armaturom. Nosivost na savijanje stupova i zidova uglav-
nom je znatno veca od posmicne nosivosti i neée biti interesantna u ovom prora-
cunu, iako je i ona proracunana prema karakteristikama presjeka. Razmak izmedu
dilatacija iznosi oko 10 mm, $to znaci da nisu projektirane kao potresne razdjelnice,
a djelomi¢no su i zapunjene. Zbog nepoznavanja izvedbe i stanja razdjelnica izmedu
dilatacija, u proracunu je potresne otpornosti pretpostavljeno da dilatacija postoji i
da zgrade imaju neovisan odgovor pri djelovanju potresa. U zgradi se nalazi dvokra-
ko stubiste, a pregradni su zidovi od opeke.

2. Proracun konstrukcije

2.1. Opis numerickog modela

Na temelju dostupne tehni¢ke dokumentacije i provedenim terenskim istrazZiva-
njima [1, 2] napravljen je numeri¢ki model konstrukcije [4] koji je ukratko opisan.
Primijenjena je staticka metoda postupnoga guranja i metoda vremenske diskre-
tizacije uz primjenu zapisa ubrzanja tla. Prema vremenu gradnje moze se zaklju-
¢iti da nije proveden zadovoljavajuéi proracun na potres. Razrada je detalja samo
djelomi¢no poznata, jer dio dokumentacije nedostaje, pa je pretpostavljeno da svi
detalji, sidrenja i preklopi armature te lokalna duktilnost odgovaraju poznatim de-
taljima. Opteredéenja su pretpostavljena prema dostupnoj dokumentaciji i pravili-
ma struke. Uz stalno i uporabno opterecenje, potresno je djelovanje uzeto preko
zapisa ubrzanja temeljnoga tla u vremenu za tlo tipa B i vrsnih vrijednosti ubrzanja
na temeljnoj stijeni prema vazecoj karti potresnih podrucja Republike Hrvatske [5].
Faktor je vaznosti zgrade Il (y=1), a pretpostavljeno viskozno prigusenje jest 5%.
Faktor povjerenja uzet je s iznosom 1,0, iako razorna ispitivanja svojstava materijala
nisu provedena. Dodatni su podaci prikazani u nastavku, ovisno o metodi prora-
cuna. Proracunom se kontroliraju pomaci konstrukcije, lokalna duktilnost kriti¢nih
elemenata te grani¢na stanja. Prikazani su mehanizmi sloma gradevine pri djelova-
nju potresa te su identificirani kriticni elementi, Sto moze biti korisno kod prijedlo-
ga ojacanja konstrukcije. Za proracun su upotrijebljene kombinacije optereéenja u
skladu s vazecim propisima.

Raspucavanje poprecnih presjeka prilikom potresa uzeto je u obzir prema smjer-
nicama iz [5, 6], tako da se krutost na savijanje greda smanjila na 40% pocetne
krutosti, dok je za stupove i zidove ta krutost svedena na 50% pocetne. Posmicna
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krutost svih elemenata uzeta je s 40% pocetne krutosti. Treba naglasiti da raspuca-
lost nosivih elemenata izvan podrucja lokaliziranih plasti¢nih zglobova nije konstan-
tna po duljini, ali ni za razli¢ite intenzitete optereéenja, Sto je ovdje zanemareno
jednostavnosti radi.

V.M V.M otkazivanje elementa v \p

/" o (1,23

stanje ograni¢enog o§teéenja (IO)
stanje znatnog osteéenja (LS)
l stanje blizu rusenja (CP)

—

0 g d,e fA 60 g,’d,e f A0 A6
duktilni elementi krti elementi 7 7

dijagram sila-pomak za armiranobctonske 1 betonske clemente  kriteriji deformacije za oStedenja elemenata

Slika 3. Dijagrami ponasanja plasti¢nih zglobova i definicije granicnih stanja [4, 5]

Nelinearno ponasanje elemenata uzeto je u obzir lokalnim otvaranjem plasti¢nih
zglobova na kriticnim mjestima u konstrukciji. Moguci su kriteriji otkazivanja defini-
rani krivuljama ponasanja plasti¢nih zglobova u obliku odnosa momenta savijanja
i relativnoga kuta zaokreta te poprecne sile i relativnoga pomaka (slika 3.). Njihove
karakteristike i ponasanje ovise o viSe parametara, a izmedu ostaloga bitan je poda-
tak za duktilnost plasti¢nog zgloba kod savijanja razina uzduzne i poprecne sile. Pre-
ma razini poprecne sile moze se zakljuciti da element ne¢e modi ostvariti svoju flek-
sijsku duktilnost. Kriterij posmi¢noga otkazivanja pokazao se znatno nepovoljnijim,
te on odreduje nosivost sustava, jer postoji zna¢ajan manjak poprecne armature u
konstrukciji. Za definiranje krivulja ponasanja plasticnih zglobova uzete su u obzir
smjernice za seizmicko ocjenjivanje i obnovu postojecih gradevina [5, 6]. Takoder
su za svaki element definirana grani¢na stanja na krivulji ponasanja koja odreduju
kriterij prihvatljivosti odredenoga potresnog intenziteta.

2.2. Dinamicki parametri konstrukcije

Prikazane su dinamicke znacajke i vlastiti periodi titranja zgrade (slika 4.). Za mo-
del u kojemu je uzeto u obzir raspucavanje nosivih elemenata i smanjenje kruto-
sti periodi konstrukcije su T,=0,871 s, T,=0,626 s i T,=0,457 s. Bitan je podatak i
ukupna teZina promatranoga dijela zgrade od 41000 kN na razini temelja. Na slici
je takoder prikazana karakteristicna tocka 29, Ciji pomaci u smjeru x i y predstav-
ljaju karakteristi¢ne stupnjeve slobode za cijelu zgradu. Prikazana je i tocka 1204,
kako bi se prikazao najveci pomak zgrade na mjestu dilatacije, a ujedno odredio i
torzijski ucinak.
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Slika 4. Osnovni vlastiti periodi i pripadni oblici titranja konstrukcije

2.3. Metoda postupnoga guranja

Proveden je nelinearni staticki proracun guranjem konstrukcije po jednom od mje-
rodavnih oblika optere¢enja [7]. Za potrebe proracuna analizirano je viSe oblika op-
tereéenja (konstantno, linearno, oblik titranja, itd.), te se pokazalo da je mjerodavan
sluéaj u kojemu je opterecenje linearno raspodijeljeno po visini zgrade. Takoder je
i oblik vlastitoga vektora pokazao dosta slicno ponasanje, ali je kod njega problem
smjer y za koji ne postoji dominantno translacijski oblik, ve¢ dolazi i do torzije zbog
ekscentri¢nosti centra krutosti i centra mase, a tome je uzrok ekscentri¢no postav-
liena jezgra. Tecenje i otkazivanje nosivih elemenata lokalizirano je i pretpostavljeno
plasti¢nim zglobovima za pojedini mehanizam sloma (slom savijanjem i uzduznom
silom te slom posmikom) [8,9].

Na slikama 5. i 6. prikazane su krivulje kapaciteta nosivosti, tj. ovisnosti ukupne
poprecne sile o pomaku vrha zgrade (tocka 29), te su na njoj oznacene karakteri-
sticne tocke u kojima se konstrukcija nalazi. One odgovaraju stanjima konstrukci-
je za pocetno raspucavanje elemenata, stanje ograni¢enoga osteéenja (10), stanje
znatnoga ostecenja (LS) i stanje blizu rusenja (CP). Svako je od tih stanja odredeno
ponasanjem nosivih elemenata ovisno o deformacijskim kriterijima. Globalno se
moze zakljuditi da se konstrukcija nalazi u odredenu granicnom stanju ako je kljucni
ili primarni element konstrukcije dosao u to stanje. Otkazivanjem takvoga elementa
postoji opasnost od djelomi¢nog uruSavanja stropne konstrukcije.

Ovdje nisu provedeni svi koraci metode postupnoga guranja i svodenja sustava na
jedan stupanj slobode, te odredivanja potresnoga zahtjeva za duktilnost konstruk-
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cije. Ponajprije se nastojalo pokazati i objasniti krivulju kapaciteta nosivosti kojom
je definirano ponasanje konstrukcije. Proracun konstrukcije metodom bocnih sila i
modalni prora¢un primjenom spektra odziva provedeni su kako bi se preliminarno
ocijenilo ponasanje konstrukcije te kontrolirale sloZenije metode proracuna, ali ov-
dje se nede prikazivati rezultati.

Za krivulju kapaciteta nosivosti za smjer x (slika 5.) konstrukcija se ponasa priblizno
linearno do razine od oko 400 kN (1% vertikalnoga opterecenja). U tom trenutku
dolazi do postupnoga i ravhomjernog raspucavanja svih nosivih elemenata, ali nosi-
vost nije ugroZena. Stanje ograni¢enoga ostec¢enja odredeno je razinom sile od 850
kN (2,1%), dok je stanje znatnoga osteéenja definirano silom od 1100 kN (2,7%).
lako ne dolazi do urusavanja dijela konstrukcije, njoj je ovdje ve¢ znatno narusena
nosivost. Konacno dolazi do djelomi¢noga urusavanja ploce 3. kata na razini sile
od 1150 kN (2,8%). Na dijagramu su shematski prikazani kriticni elementi, a to su
uzduZni betonski zidovi 3. kata koji prvo stradavaju, ponajprije zbog svoje krutosti
u odnosu na armiranobetonske stupove i serklaZze. Treba naglasiti da je odgovor
konstrukcije dominantno u smjeru x, te nema znacajnih torzijskih ucinaka, osim ini-
cijalno zadanoga ekscentriciteta opterecenja.
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Slika 5. Krivulja kapaciteta nosivosti konstrukcije za smjer x

Na slici 6. je prikazana krivulja kapaciteta nosivosti konstrukcije za smjer y. Ponasa-
nje je priblizno linearno do razine od oko 1500 kN (3 %), ali inicijalno raspucavanje
elemenata nastupa puno ranije. Bududéi da postoji znacajan utjecaj torzije u odgo-
voru konstrukcije za smjer vy, najkriti¢nija je rubna os 1, kod koje prvo dolazi do na-
rusavanja nosivosti elemenata. Stanje ograni¢enoga ostecenja odredeno je razinom
sile od 2500 kN (6,1%), dok je stanje znatnoga ostecenja definirano silom od 2650
kN (6,5%). Do djelomi¢noga uruSavanja konstrukcije u podrucju rubne osi 1 dolazi
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na razini sile od 2900 kN (7,1%), pri ¢emu otkazuju rubni betonski zid i okolni armi-
ranobetonski serklaZi i stupovi na 1. katu, Sto je prikazano shematski na dijagramu.
Odgovor konstrukcije ima znacajnu torzijsku komponentu, sto se i moglo ocekivati
zbog ekscentri¢no postavljene jezgre.
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Slika 6. Krivulja kapaciteta nosivosti konstrukcije za smjer y

Usporedbom nosivosti konstrukcije u oba smjera moze se zakljuciti da je uzduzni
smjer x slabiji (i to 2,5 puta), te je samim time i kriti¢an. Iz tlocrta zgrade moZe
uociti se znacajan nedostatak nosivih elemenata u smjeru x, te se prakti¢no cijelo
opterecenje prenosi zidovima jezgre (koji su na katovima betonski) i armiranobe-
tonskim stupovima i serklazima u kojima znacajno nedostaje uzduzne i poprecne
armature. Ovdje nije razmatran utjecaj razdjelnice i susjedne zgrade, ali sve i da
postoji kontinuitet djelovanja na razdjelnici, on ne bi podigao razinu nosivosti niti
poboljSao ponasanje promatrane zgrade. Razlog je tomu to Sto sredisnja dilatacija
uopce nama zidova u uzduznom smjeru, pa bi se samim time moglo ocekivati i jo$
nepovoljnije ponasanje.

2.4. Nelinearni dinamicki proracun primjenom vremenskoga zapisa

Proveden je nelinearni dinamicki proracun primjenom vremenskoga zapisa ubrza-
nja tla. To je ujedno i najzahtjevniji proracun, te prema [5, 6] treba imati odredenu
razinu to¢nosti ulaznih podataka o geometriji, mehanic¢kim svojstvima materijala i
konstrukcijskim detaljima kako bi se ta metoda mogla upotrijebiti. To je Cesto pro-
blem kod procjene postojecih zgrada. Upotrijebit ¢e se vise zapisa ubrzanja tla razli-
Citoga intenziteta. Za povratna razdoblja od 95 godina razmotrena su po tri determi-
nisticka potresna scenarija (realni scenariji), pri Cemu se nije zahtijevalo da spektar
odziva akcelerograma odgovara spektru iz EC8, jedan akcelerogram Cciji spektar
odziva odgovara spektru iz EC8 (tip 1) te jedan akcelerogram prema EC8 (tip 2).
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Generirane se horizontalne komponente potresnoga djelovanja. Vrijednost PGA na
osnovnoj stijeni za povratno razdoblje od 95 godina iznosi PGA (95) = 0,13 g. Bududi
da je pretpostavljeno da tlo na lokaciji odgovara tipu tla B, za spektar tipa 1 iz ECS,
vrijednost PGA pomnoZena je s odgovarajuc¢im faktorom za tip tla (5=1,2). Time su
svi umjetno generirani akcelerogrami za tip 1 tla svedeni na PGA (95) = 0,15 g. Kod
spektra tipa 2 iz EC8 vrijednost PGA pomnoZena je s faktorom za tip tla (S=1,35),
¢ime su umjetno generirani akcelerogrami za tip 2 tla svedeni na PGA (95) = 0,17
g. Deterministicki su scenariji potresa za povratno razdoblje od 95 godina sljededi:

e epicentralna udaljenost D = 10 km, dubina Zari$ta h = 10 km, magnituda M =5,7,
e epicentralna udaljenost D = 15 km, dubina zarista h = 5 km, magnituda M = 6,0,
e epicentralna udaljenost D = 25 km, dubina Zarista h = 12 km, magnituda M = 6,6.

Kako je trebalo razmotriti i slabije potrese, odabrana je vrijednost PGA = 0,1 g. Za
PGA = 0,1 g definirana su 3 deterministi¢ka scenarija potresa:

e epicentralna udaljenost D = 5 km, dubina ZariSta h = 5 km, magnituda M = 4,8,
e epicentralna udaljenost D = 10 km, dubina Zarista h = 10 km, magnituda M =5,1,
e epicentralna udaljenost D = 25 km, s dubina Zarista h = 12 km, magnituda M = 6,0.
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Slika 7. Dio zapisa ubrzanja tla u vremenu i pripadne spektralne krivulje
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Za svaki od tih potresa generirani su sintetic¢ki akcelerogrami i pripadajuci spektri
odziva uz prigusenje od 5% kriticnoga, te je napravljen popravak osnovne linije.
Zbog koli¢ine podataka u nastavku su prikazani samo neki potresni zapisi (slika 7.)
i pripadni rezultati. Kod odredivanja lokalnoga nelinearnog ponasanja u vremenu
bitno je upotrijebiti krivulje ponasanja elemenata koje uzimaju u obzir i ciklicno
opterecenja uz degradaciju materijala. Pretpostavljeni su isti mehanizmi sloma na
kriticnim presjecima elemenata kao i u slucaju statickoga proracuna, te su upotri-
jebljene srednje vrijednosti ¢vrstoée materijala kako bi se dobilo realno ponasanje.
U nastavku ¢e se zbog koli¢ine podataka pokazati samo izdvojeni karakteristi¢ni re-
zultati proracuna i izvesti zakljucci. Na slici 8. prikazani su rezultati proracuna za
potres EC0,1 g. To je poprecna sila zgrade te dijagram ovisnosti poprecne sile i rela-
tivnoga pomaka kriticnoga elementa koji prvi otkazuje u konstrukciji. Buduci da je u
svim slucajevima rije¢ o posmic¢nom slomu zida ili stupa, pomak predstavlja relativni
pomak kata. Kriti¢ni je element betonski zid jezgre postavljen u smjeru x, jer se veé
pokazalo da je to kritican smjer. Relativni je pomak 3. kata i kriti¢cnoga uzduZznog
zida za potres EC 0,1 g oko 5,5 mm. MoZe se primijetiti da kriti¢ni zid razmjerno brzo
dosegne svoju nosivost, te se tada dogada preraspodjela naprezanja na ostale ele-
mente. Medutim, procijenjena mu je sposobnost deformacije 10 mm, te se moze
zakljuditi da nije iscrpljena otpornost elementa, pa time ni konstrukcije. Zaklju¢no
se moze reci da je dosegnuto stanje ogranicenoga ostecenja (10).

Base Shear X, Y - EC-0.1g [kN] popretna sila u zidu jezgre na katu 3 [kN]
00 300

— posmik zid X kat 3
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-1000
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Slika 8. Poprecna sila zgrade i histerezna krivulja kriticnoga zida na 3. katu (EC 0,1 g)

Na slici 9. prikazani su rezultati proracuna za potres DET 0,1 g, te su izdvojeni samo
karakteristi¢ni rezultati. Relativni je pomak 3. kata i kriticnoga uzduznog zida za po-
tres DET 0,1 g oko 2,2 mm. | u ovom slucaju kriti¢ni zid razmjerno brzo dosegne
nosivost, ali procijenjena sposobnost deformacije od 10 mm osigurava mu da nije
iscrpljena otpornost elementa. Za razliku od potresnoga zapisa EC u ovom slucaju
nije dosegnuto stanje ogranicenoga osteéenja (10).
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Slika 9. Poprecna sila zgrade i histerezna krivulja kriticnoga zida na 3. katu (DET 0,1 g)

Ovdje su na slici 10. dodatno prikazani pomaci karakteristicne tocke 29 za smjer x i
y. Takoder je prikazan pomak rubne tocke 1204 koja se nalazi na razdjelnici za smjer
X. MozZe se primijetiti da se pomak u smjeru x nakon djelovanja potresa ne vrati u
pocetnu vrijednost. To je rezultat sustavne plastifikacije i popustanja elemenata, ali
u granicama ogranicenoga ostecenja. Zaostali je pomak 10 mm, $to ne predstavlja
znacajnu vrijednost na visinu od oko 33 m. U skladu se time moze se vidjeti da
histereza kriticnoga elementa nije centri¢no postavljena. Drugi dijagram na slici 10.
pokazuje pomak rubne tocke na mjestu razdjelnice koji se mijenja u granicama 10
mm i dosta je slican pomaku x karakteristicne tocke 29. To pokazuje da nema zna-
¢ajnoga utjecaja torzije, jer je smjer y ipak prilicno kruéi i ima vecu nosivost, sto se
moZze vidjeti i na periodima titranja konstrukcije. Amplituda pomaka od oko 10 mm
ujedno je i pretpostavljeniiznos Sirine dilatacije, pa se moze ocekivati da ¢e doci do
sudaranja dilatacija, a s tim i ostalih sloZenih utjecaja jedne zgrade na drugu koje se
u ovom radu nisu promatrale.

pomak u, iu, tocke 29 nakatu 8 - DET-0.1g [m]

0,015 pomak u, totke 1204 na katu 8 - DET-0.1g [m]
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Slika 10. Pomaci karakteristi¢nih to¢aka u vremenu (DET 0.1 g)

Na slici 11. prikazani su rezultati proracuna za potres EC95 te su izdvojeni samo
karakteristi¢ni rezultati. Relativni je pomak 3. kata i kriticnog uzduznog zida za pro-
matrani potres oko 13,5 mm. U ovom slucaju kriti¢ni zid dosegne nosivost, ali i spo-
sobnost deformacije od 10 mm. Rezultat toga je otkazivanje kriticnoga zida i mo-
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guce lokalno urusavanje stropne konstrukcije iznad. Ovim je potresnim scenarijom
dosegnuto granicno stanje blizu rusenja (CP).

poprecna sila u zidu jezgre na katu 3 [kN]
300
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Slika 11. Poprecna sila zgrade i histerezna krivulja kriticnoga zida na 3. katu (EC95)

Na slici 12. prikazani su rezultati proracuna za potres EC95 koji je sveden na vrijed-
nost vrSnoga ubrzanja od 0,075 g. Relativni je pomak 3. kata i kriti€nog uzduznog
zida za ovaj potresni scenarij oko 3,0, mm Sto znaci nije dosegnuto stanje ogranice-
noga ostecenja (10).

Base Shear X, Y - EC95-0.075g [kN] popredna sila u zidu jezgre na31;aolu 3 [kN]
4000

— posmik zid X kat 3

relativni
’ pomak
kata 3 [m]
0,005 0,010

-4000 -300

3000

2000

1000

-1000

-2000

-3000

Slika 12. Poprecna sila zgrade i histerezna krivulja kriti¢nog zida na 3. katu (EC95_scaled)

3. Rezultati

Opcenito se moZe re¢i da mehanizmi otkazivanja i kriticni elementi dobiveni di-
namickom analizom uz primjenu vremenskih zapisa odgovaraju onima od staticke
nelinearne metode postupnim guranjem. Zanimljivo je promotriti vrSnu vrijednost
poprecne sile kod dinamickih proracuna i preko dobivenih oStecenja usporediti je
s vrijednostima kod stati¢ke analize. Opéenito je pravilo da je razina poprecne sile
za smjer x znacajno manja od one za smjer y. To se moZe objasniti ve¢im periodi-
ma konstrukcije u smjeru x koji nisu znacajno pobudeni potresnim zapisima, Sto se
moZze vidjeti i iz njihovih spektara odziva. Nadalje, za potresni zapis EC 0,1 g vrine
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vrijednosti poprecne sile u smjeru x idu do 2000 kN, Sto je znacajno vece od nosi-
vosti konstrukcije dobivene statickom metodom postupnoga guranja, a koja iznosi
1150 kN. To znadi da lokalni ekstremi ne moraju nuzno katastrofalno djelovati na
konstrukciju, vec to ovisi o nizu drugih parametara kao $to su duktilnost elemenata,
prigusenje, frekvencijski spektar pobude, periodi konstrukcije itd. Faktor ponasanja
za ovakav je tip konstrukcije relativno malen zbog neadekvatno izvedenih detalja ar-
miranja, a i puno betonskih zidova bez armature. SloZenijim je metodama proracu-
na pokazano da zgrada ima odredenu razinu duktilnosti, pa bi propisana vrijednost
uiznosu od g=1,5 mogla biti opravdana.

4. Zakljucak

Dobiveni su rezultati za staticku metodu postupnoga guranja i dinamicki proracun

primjenom vremenskoga zapisa. Promatrana konstrukcija predstavlja dobar primjer

na kojemu se mogu transparentno prikazati razlike u metodama proracuna. Na te-
melju provedenih analiza izdvojeni su sljedeci zakljuéci za konstrukciju:

e Zgrada je nepravilna po visini i u tlocrtu. Prizemlje predstavlja kat na kojemu
konstrukcija gubi kontinuitet u krutosti po visini, ali ne predstavlja kriticnu etazu.
Kritina je etaza za smjer x 3. kat, dok je za smjer y to 1. kat.

e Terenska istraZivanja i pregled izvedbene dokumentacije pokazuje da prema va-
Ze¢im propisima u stupovima, serklazima i zidovima znatno nedostaje armature
te detalji armiranja nisu primjereni gradnji u seizmicki aktivnomu podrucju.

¢ lako postoji odredena razina duktilnosti kriticnih elemenata, moZe se reéi da do
lokalnoga otkazivanja nosivih elemenata dolazi bez prethodne najave i upozo-
renja.

e Kod analizirane dilatacije, ali i kod ostalih, moZe se uociti kroni¢ni nedostatak
zidova u uzduznom smjeru. Rezultat toga je izrazito fleksibilna konstrukcija u
tom smjeru.

e Utjecaj razdjelnice na odziv konstrukcije u potresu ne se moze sa sigurnosScu
odrediti, jer svojstva razdjelnice nisu poznata. Amplituda pomaka od oko 10 mm
u uzduznomu smjeru doseze vrijednost pretpostavljene Sirine razdjelnice, pa se
moze pretpostaviti da ¢e doci do njihovog sudaranja, ali utjecaj jedne zgrade na
drugu ovdje nije analiziran.

¢ Mehanizmi otkazivanja i kriti¢ni elementi dobiveni dinamic¢kom i statickom me-
todom medusobno odgovaraju, te se moze reci da su oni identificirani.

e U pravilu je razina poprecne sile pri dinamic¢kim prora¢unima za smjer x znacajno
manja od one za smjer y. Razlog su bitno vedi periodi konstrukcije u smjeru x koji
nisu znacajno pobudeni potresnim zapisima.
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e Vrdne vrijednosti poprecnih sila pri dinamickim proracunima nakon kojih kon-
strukcija ne doseZe grani¢no stanje blizu ruSenja znacajno su veée od nosivosti
konstrukcije dobivene statickom metodom. To ovisi 0 nizu parametara kao Sto
su duktilnost elemenata, prigusenje, frekvencijski spektar pobude, perioda kon-
strukcije itd.

Mehanizam otkazivanja konstrukcije pocinje otvaranjem posmicnoga plasticnog
zgloba u betonskim zidovima jezgre i nema izrazenu duktilnost. Takoder, rubna os
zgrade koja je udaljenija od jezgre znacajno je opterec¢ena zbog torzijskih ucinaka
koji nastaju zbog nepravilnosti u tlocrtu. Ucinkovita mjera ojacanja bila bi izvesti
novi armiranobetonski zid na rubnoj osi zgrade iznad prizemlja u punoj visini. Takva
intervencija ne bi trebala biti problematicna jer rubna os nije ispunjena zidovima i
ima prostora za rusenje pregradnih zidova te izvedbu novih. Uzduzne bi zidove jez-
gre trebalo ojacati primjerice AB torkretiranjem, s tim da se vodi racuna o sidrenju
i povezanosti armature kroz etaze i plo¢e. Moguéa je izvedba i dodatnih AB stupova
ili AB razupora u uzduznomu smjeru koji ne bi ulazili u slobodni prostor. Preporuc-
ljivo je da novi elementi budu armiranobetonski i da se propisno sidre u postojece
elemente te da tvore jednu cjelinu.
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