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Sazetak

U ¢lanku je opisan razvoj novoga iteracijskog postupka za rjeSavanje sustava linearnih alge-
barskih jednadzbi, utemeljen na primjeni diskretnoga Ritzova postupka u svakom koraku.
Pogodan je za izrazito velike sustave slabo popunjenih, ¢ak lose uvjetovanih, matrica. Osim
vlastitih obiljezja posjeduje i svojstvo opcenitosti, jer su mnogi iteracijski postupci samo po-
seban slucaj ovoga pristupa. To pomaze drugacijoj interpretaciji tih postupaka, sto doprinosi
razumijevanju njihovih prednosti i nedostataka, a time i zamislima poboljSanja. Algoritam je
realiziran samostalno, a potom je pridruzen programu otvorena koda FEAP. Provedene su
raznolike provjere, posebice na prakti¢cnim modelima. Postupak je tek djelomice istrazen, ali
ve¢ pokazuje dobre rezultate.

Kljucne rijeci: Ritzov postupak, metoda konjugiranih gradijenata, postupak uzastopne
prekomjerne relaksacije, preduvjetovanje, to¢na aritmetika

Iterated Ritz Method: fundamentals, current state
and future development

Abstract

Development of a novel iterative solver for linear systems of algebraic equations, based on a
discrete Ritz method, is described. It is suitable for extremly large, even ill-conditioned, spar-
se systems. In addition to its own characteristics, it also has a feature of generality, as many
iterative methods are only special cases of this approach. It also helps in different interpre-
tation of these methods, which contributes to understanding of their advantages and limi-
tations, and hence gives motivation for their improvement. The algorithm was developed
independently, and then implemented into the open source finite element program FEAP.
Also, various checks were conducted, especially on practical models. Although the method
has been only partially studied, good results have already been obtained.

Key words: Ritz method, conjugate gradient method, Method of successive overrelaxation,
preconditioning, exact arithmetic
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1. Kratki teorijsko — povijesni uvod
Poznato je, rjeSavanje realnoga, linearnog sustava
Ax=b (1)

sa simetricnom i pozitivno definitnom (SPD) matricom, ekvivalentno je minimizaciji
pripadajucega funkcionala energije (kvadratne forme)

f(x):%xTAx—be. (2)

Godine 1978. J. Dvornik je objavio iteracijski postupak minimizacije izraza uteme-
lien na rjeSavanju maloga sustava jednadzbi unutar svakoga koraka [1]. Ukratko,
ako prirast rjeSenja u (i)-tom koraku prikaZzemo diskretiziranim Ritzovim postupkom

Py = Ppa, (3)

gdje je @ = [¢1.(i) ¢2m... ¢m,(l.)] matrica linearno nezavisnih koordinatnih vektora, a
a, vektor pripadajucih koeficijenata, smanjenje energije nakon prirasta (3) takoder
je kvadratna forma

A T
A =an Ty, (4)

of(a,, ) Z%a(Tf 3

)
gdje je A, -9),a0, poopcena (Ritzova) SPD matrica, a 7, = 9], poopceni (Ritzov) vektor
reziduala, oboje reda m. Minimizacijom (4) dobivamo sustav jednadzbi

A,a, =T, (5)

"3 =N

koji treba rijesiti u svakom koraku. RjeSenjem odredimo prirast (3), a potom i trenu-
ta¢nu aproksimaciju X=Xt @, Py gdje je wme(O,Z) faktor relaksacije, poznat
iz postupka uzastopne prekomjerne relaksacije (engl. successive overrelaxation)
koji moZe ubrzati konvergenciju. Odredivanje optimalnoga w,u svakom koraku nije
isplativo (koraka je manje, ali predugo traju), pa se prema numeri¢kim pokusima i
iskustvu bira konstantan iznos na pocetku proracuna. Rezidual obi¢no definiramo
rekurzivno kao T a)mApm i povremeno ga (svakih k koraka), zbog gomilanja
pogreSaka zaokruZivanja, obnavljamo iz uvjeta ravnoteze L. b- Axm. Iteracijski
slijed zavrsava ako je || r, ||2 <g || Ty || » gdje je r, poCetni rezidual (r,=b ako je u,
=0), a gje vrlo mali pozitivan broj.

Znaci, u svakom koraku tvorimo koordinatne vektore koji razapinju potprostor unu-
tar kojega smanjujemo energiju sistema. Zato treba rijesiti sustav (5). Ako je w =1,
rijec je o najve¢em smanjenju (lokalnom minimumu), sto za globalnu konvergenciju
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nije nuzno optimalno. Dimenzija sustava je mala, puno manja od broja nepoznanica
(), jer ga nekim (najéesée izravnim) postupkom treba rijesiti u svakom koraku. Time
postupno reduciramo energiju (2), do pronalaska globalnoga minimuma. Ocito je
rije¢ o kombinaciji iteracijskoga (preciznije, gradijentnog) i izravnoga postupka rje-
Savanja sustava. Pseudokod je prikazan u nastavku.

Iterirani Ritzov postupak

1: Potrebno: A, b, w, k, ¢

2: Rezultat: x;  pribliZno rjeSenje

3: i + 0 brojaé¢ koraka

4: X(; + 0 pocetno rjesenje nul-vektor

5 1 < b rezidual jednak opterecenju

6: repeat

7 B & [Drp dap 0 bmyy)  definiranje koordinatnih vektora
8: K(,»} +— ‘I’E)A'i'(i) tvorba .male” matrice sustava

9 T & «fbg)r{,-) tvorba . maloga” vektora desne strane
10:  ag) + K(_i)lf(,-} rjesavanje ,maloga” sustava

11:  pg « P;aE  odredivanje prirasta rieSenja

12:  X(31) & X(; + Wp(;)  proracun novoga pomaka

13:  if imodk # 0 then

14: T(iy1) ¢ ') — WAp)  rezidual rekurzivno
15 else

16: riy1) & b — Ax(yy) rezidual iz ravnoteze
17: end if

18: i+ i+ 1 povetanje brojaca koraka

19: until [|r(,-}||-3/[|r(g}||g < £

U radu [1] istaknuta je i opéenitost algoritma. Pokazano je, postupci GaulR—Seidela,
najstrmijega silaska i konjugiranih gradijenata mogu se interpretirati kao posebni
slucajevi pristupa. PredloZeno je nekoliko nacina tvorbe koordinatnih vektora, na-
pravljene su usporedbe medu postupcima, a rijeSeni su i karakteristicni primjeri.
Rad je zaklju¢en osvrtom na mogucénosti rjedavanja nelinearnih sustava. Clanak je
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1979. godine u izvornom obliku otisnut u ¢asopisu Computers & Structures [2]. Po-
Cetak prve stranice vidi se na sljedeéoj slici.

Computers & Structures Vol 10, pp. 217-223 0045-7949/79/0401-0217/$02.00/0
© Pergamon Press Lid., 1979, Prmited in Great Britain

GENERALIZATION OF THE CG METHOD APPLIED
TO LINEAR AND NONLINEAR PROBLEMS

Josip DVORNIK
Gradjevinski Institut, Janka Rakuse 1, 41000 Zagreb, Yugoslavia

(Received 19 May 1978)

Abstract—A method of solving a set of linear equations through i p! is described. In every step of the
process the Ritz method is applied. With a snmbly chosen procedm for generating coordinate vectors, the process
is efficient when applied to nonlinear and in some cases even to linear problems. Present experience is limited, and
no objective criteria have been developed for an a priori judgment of coordinate vectors what would very probably
contribute to the efficiency. Some standard iterative algorithms can be interpreted as special cases of this
procedure.

Na Zalost, rad je prakti¢ki ostao bez odjeka. Jedino je, prema Sturim podacima i sa-
znanjima J. Dvornika, osamdesetih godina postupak primijenilo nekoliko istrazivac-
kih ustanova, koje nisu publicirale podrucje i nacin primjene postupka. Prema nasim
saznanjima, ¢lanak je tih godina citiran tri puta [3-5].

Pocetkom devedesetih matematicar S. Poli¢ radio je na volumnom pristupu ploca-
ma umjerene debljine primjenom metode konacnih razlika. Dobivao je (za tadasnje
prilike) velike sustave, Siroke vrpce, pa su 1994. godine za njegove potrebe J. Dvor-
nik i D. Lazarevi¢ napravili poboljsanu inacicu postupka. Tada je, primjenom Sted-
noga zapisa matrice po redcima, rijeSeno pristojnih jednadzbi. Rezultati nikada nisu
objavljeni. PoCetak programa koji je primijenio Poli¢ priloZen je u nastavku.

PROGRAM GCGMETHOD

CHIHH R AR R

c iterativni algoritam za rjesavanje velikih sustava

c linearnih algebarskih jednadzbi oblika ’Ax=b’ sa

c simetricnom i pozitivmo definitnom matricom sustava ’A’
C izradili: Prof.dr. Josip Dvornik dipl.ing.gradj.
c Damir Lazarevic dipl.ing.gradj.

CHIHHHRHHH AR R
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IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)

CHIHHHHHHHHBEHHHHEHEEEHEEEEEHEEEEEEHEEREE

c NM - broj koordinatnih vektora
¢ sve potrebne vektore smjestamo u
c dinamicki alocirani vektor ’L’

CHIHHEEHE I IHHHHHHH

PARAMETER (NM=5, NMAX=100000000)
COMMON L (NMAX)
CHARACTER*12 NAME

WRITE(*,*)’ upisi ime input file-a: °’
READ (*,*) NAME

OPEN (1 ,FILE=NAME)
OPEN(2,FILE=’gcgsolve.par’)

CHERBBHHHH R FH R R BRI R BB R 3

c N - broj nepoznanica
c K - broj elemenata gornje trokutaste matrice ’A’
c razlicitih od nule

CHIHHHHE IR AR

READ(1,*)N,K

WRITE(*,*)’ upisi ime output file-a:
READ (*,%) NAME

OPEN (3,FILE=NAME)

CHIHHHHEHHE
c odredjivanje pocetaka svih vektora
CHIFFHHHHHHHHHHEE R

I1=2xK+1
I2=T1+K
I3=I2+N+1
I4=13+2*N
I5=I4+2xN
I6=I5+2*N
I7=16+2*N
I8=I7+2*N*xNM
I9=18+2*N*NM
I10=I9+2*N
I11=T10+2%NM*NM
I112=T11+2*NM
I113=I12+2*NM
I14=T13+NM-1
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Autori su se postupku vratili 2014. godine i na temelju dotadasnjih iskustava, ali i
novih zamisli, 2015. godine dobili istrazivacki projekt Hrvatske zaklade za znanost
Novi, ucinkoviti iteracijski postupak poracuna konstrukcija — poopcenje suvremenih
postupaka, u trajanju od Cetiri godine. IstraZivanjima su se pridruZzili N. Bi¢anic (koji
je iznenada preminuo 2016. godine), zatim A. Jaguljnjak Lazarevi¢, K. Fresl, M. Uros,
P. Gidak, E. Samec, M. Savor Novak i M. Demsi¢. Poboljsani postupak, skraé¢ena na-
ziva IRM (od engl. Iterated Ritz Method), pridruZen je programu otvorena koda za
realizaciju metode konacnih elemenata FEAP [6, 7]. Sredstvima zaklade nabavljeno
je moc¢no rac¢unalo pa su rijeSeni problemi reda veli¢ine od [8], do ¢ak nepoznanica
[9]. Dio novijih, kontrolnih proracuna atrija KneZeva dvora u Dubrovniku napravljen
je suvremenom inacicom postupka [10].

SRS
SN

Avay A
SRRERIRER

2. O izvornosti, konvergenciji i opéenitosti postupka

Lako je uoditi prirodnu i ne odve¢ tesku zamisao IRM-a. Unato¢ tomu, niti nakon
Cetrdeset godina, pristup i interpretacija nisu naisli na Siru primjenu medu istraZiva-
¢ima koji se bave iteracijskim postupcima rjeSavanja sustava [11, 12].

Nesluzbeno, prema jos$ jednoj povijesnoj crtici, rije¢ je o gotovo pedeset godina.
Naime, 1970. godine J. Dvornik prvi je put ¢uo o metodi konjugiranih gradijenata
od matematicara N. Ivancica [13], s kojim je radio u tadasnjem Institutu gradevinar-
stva Hrvatske. Nije bio zadovoljan svojim shvacanjem postupka, pa ga je pokusao
razjasniti na drugaciji, viSe interpretativan, inZzenjerski nacin. U traganju za zornijim
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predocenjem zapazio je ekvivalenciju algoritma s rjeSavanjem sustava reda dva u
svakom koraku, Sto se podudara s lokalnom minimizacijom energije u ravnini ra-
zapetoj s r, i Py Potom je uocio, i drugi osnovni iteracijski postupci mogu se
slicno interpretirati, a dovoljan je jedan vektor, rjeSavanje samo jedne jednadzbe u
svakom koraku. Uvidjevsi ove analogije postavio je logi¢no pitanje: Ako imamo po-
stupke s jednim ili dva koordinatna vektora, zasto ne pokusati s tri, Cetiri, pa i vise?
Tako je nastao IRM.
Postupak je samo povrsno sli¢an iteraciji po potprostorima u dinamici konstrukcija.
Tamo niz potprostora konvergira prema potprostoru vlastitih vektora i nakon ispu-
njenja kriterija podudara se s pribliznim rjeSenjem. Kod IRM-a priblizno konvergen-
tno rjesenje vektor je izvan potprostora, a potprostor ne treba konvergirati. Drugim
rijeCima, niz potprostora nema niti treba svojstvo konvergencije.
Za konvergenciju postupka dovoljan je (jedan) vektor potprostora koji nije ortogo-
nalan na trenutacni rezidual. To moze biti bas r, ili pomnozen nekom pozitivho
definitnom matricom. Ostali vektori biraju se slobodno (i razli¢ito su ucinkoviti), ali
moraju biti linearno nezavisni. Uzima se i Py doduse ortogonalan na rezidual, ali
doprinosi brzini konvergencije. Poznat je od ranije, pa je “besplatan”, za razliku od
ostalih vektora koje treba nekako generirati. Ako je proracun konvergentan, suma
rjeSenja malih sustava teZi prema rjesenju velikoga sustava, a suma prirasta energije
malih sustava monotono pada i teZi prema minimumu energije (2) velikoga sustava.
Prema matematickoj interpretaciji, postupak bi spadao u skup projektivnih postu-
paka [14, 15] kod kojih je projekcija -dimenzijskog prostora na tzv. potprostor pre-
traZivanja (engl. search subspace) dimenzije definirana uvodenjem dodatnih uvjeta.
Najcesce je rije¢ o ogranicenju Petrov—Galerkin: ortogonalizaciji reziduala na line-
arno nezavisnih vektora koji tvore tzv. potprostor ograni¢enja (engl. subspace of
constraints). Potprostori pretraZivanja i ogranicenja mogu se podudarati, pa je rije¢
o ortogonalnom projektivnom postupku.! To je slucaj IRM-a, ali samo ako je w =
1. Izvodom IRM-a iz Ritzova rastava (3), uz energijsku interpretaciju iteracije, uvjet
ortogonalnosti reziduala na potprostor nije potreban — proizlazi izravno iz postupka
[8]:
(D(T)r(wl) - (D(j) (b—AX,))
= Db A(X, 4P ;)

_ T T T

=@ b0 Ax;, ~D; AP, (6)
_ T T

=@, (b-Ax;)) -0, AD 2,

_ T A _ T —_

=@, —Ana,= Ol 1

=®@'r. —-®'r =0.

(OO GRONE

1 U protivnom, projektivni postupak nazivamo posrednim (engl. oblique).
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Ako je w # 1, ortogonalnost ne vrijedi. U ¢lancima o projektivnim postupcima ra-
spravlja se o konvergenciji, uz odredena svojstva sustava i potprostora, ali se za
tvorbu koordinatnih vektora upotrebljavaju rekurzije i ortogonalizacije (opéenito
transformacije), kojima se nepotrebno suzava podskup dobrih vektora i izbjegava
rjeSavanje maloga sustava. Time, prema nasim numerickim testovima, iskustvu na
prakti¢nim primjerima i strogim dokazima na posebnim slucajevima, postupci po-
staju manje stabilni od IRM-a. Za op¢i dokaz ove tvrdnje (i stabilnosti IRM-a opceni-
to), trebalo bi traZiti pomo¢ matematicara.

Ovisno o izboru matrice (D(a razlikujemo brojne iteracijske postupke. Analogije ne
sluZe brzoj realizaciji tih postupaka u odnosu na uvrijeZene nacine [16], nego dopri-
nose njihovu pojasnjenju i istiCcu opcenitost ovoga iteracijskog algoritma. | jedno-
struko ili visestruko preduvjetovanje (engl. preconditioning) sustava [17, 18] moze-
mo interpretirati primjenom (jednoga ili vise) koordinatnih vektora [8, 9]. Za IRM
preduvjetovanje ne znaci nikakvu bitnu promjenu algoritamskoga slijeda.

3. Sve je u koordinatnim vektorima

Mi bismo htjeli odrediti matricu (Dm tako da postupak bude brzi od postojecih.
Premda Zelimo da broj koordinatnih vektora m ostane malen, ¢ini nam se da je
samo jedan vektor (kao kod Jacobija, Gaull — Seidela, uzastopnoga prekoracenja i
najstrmijega silaska) ili dva (kao kod konjugiranih gradijenata) manje od optimuma.
Jasno, broj je vektora puno maniji od n, pa priblizni prirast P, moZe u ranoj fazi po-
stupka samo s vrlo malom vjerojatnoséu pronaci rjesenje x.

Zamislimo da dvama koordinatnim vektorima metode konjugiranih gradijenata do-
damo tredi. Time potprostor prosirujemo na tri vektora, pa je u usporedbi s onim
koji sadrzi samo dva razumno ocekivati ve¢e smanjenje energije po koraku. U naj-
gorem slucaju, doprinos dodatnoga vektora moze biti jednak nuli.? Tako razmislja-
juéi mozemo dodati Cetvrti, peti i sljedeée vektore, te ocekivati joS veée smanjenje
energije po koraku. Na taj bi nacin trebalo statickom sistemu u par koraka oduzeti
vecinu energije i “prigusiti ga” prema najnizoj tocki — rjesenju. OcCito je zamisao
o prosirenju potprostora privlacna, ali samo do neke mjere. S jedne strane, gene-
riranje vektora ne smije biti vremenski zahtjevno, a s druge strane, pretjerivanje
s njihovim brojem povecava mali sustav kojega treba rijesiti u svakom koraku. U
krajnjem slucaju, ako bi dimenzija potprostora bila jednaka broju nepoznanica, mi-
nimizirali bismo ukupnu energiju i odredili rjeSenje u prvom koraku (zbog pogresaka
zaokruzivanja mozda u drugom), ali po “cijeni” jednakoj ili ve¢oj od one za izravno
rjeSavanje sustava.

2 Mozemo zakljutiti i ovako: minimum funkcije energije u $irem potprostoru ne moze biti veci (viSe razine)
od minimuma u manjem potprostoru.
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Mala matrica A(0 moze biti singularna (ili skoro singularna — lose uvjetovana), ako
su neki koordinatni vektori tocno (ili priblizno) linearno zavisni. Ako ih je vise od
dva, nije jednoznacno definirano koji treba odbaciti. Tada bismo mogli razmisljati o
toc¢noj ili pribliznoj ortogonalizaciji takvih vektora, Sto “poskupljuje” korak.

Zato treba razmisljati o postupku tvorbe kojim nije (ili je rijetko) moguée generirati
(gotovo) zavisne vektore. Radi lakSe realizacije zamisli i tijekom proracuna mozemo
mijenjati nacin generiranja vektora. Ako se zavisnost ipak dogodi, postoji “spas u za-
dnji ¢as”, jer u postupku dekompozicije neke uporisne komponente (engl. pivots) od
Z\m postaju jednake (bliske) nuli. To moZemo prepoznati i upotrijebiti za izbacivanje
pripadajucih jednadzbi iz maloga sustava. Time smanjujemo dimenziju potprostora,
ali mala matrica postaje regularnai bolje uvjetovana. Ovaj se pristup pokazao brzim
i jednostavnim rjeSenjem problema linearne zavisnosti.

Skup iz kojega moZemo odabrati dobre koordinatne vektore iznimno je velik. Na
Zalost, nisu nam unaprijed poznati (i koliko smo upuceni nitko ne zna), kriterije za
izbor opcéeucinkovitih vektora. Niti je dovoljno poznata pozadinska teorija koja bi
olaksala biranje. Mogu¢nosti je mnogo i moZzemo se (za sada) zadovoljiti proved-
bom i usporedbom numerickih pokusa na brojnim primjerima. U pravilu, odredeni
podskup vektora za neke modele radi dobro, a za druge ne. U ovim uvjetima bili
bismo zadovoljni izborom dobrih vektora, a najbolji podskup (nekoliko brzih i o mo-
delima neovisnih vektora), bio bi ravan velikom otkriéu.

Dva su temeljna pristupa tvorbi koordinatnih vektora: opéi i posebni. U prvomu nisu
potrebni nikakvi dodatni podaci o modelu. Matrica sustava i vektor desne strane
dovoljni su za generiranje vektora. Ako je izbor vektora dobar, u vecini smo prak-
ticnih slucajeva zadovoljni s konvergencijom postupka. U drugom pristupu upotre-
bljavamo posebnosti koje vrijede za model koji rjeSavamo. Tada ocekujemo odli¢cnu
konvergenciju, ali samo za taj model (i moZda za mali skup njemu bliskih modela).
Postoji i mjesoviti postupak generiranja, kombinacija temeljnih pristupa. Neki nacini
realizacije opisani su u [8] i [9].

4. Trenutacno stanje postupka
Za sada su najbolji rezultati postignuti koordinatnim vektorima generiranim primje-

nom simetricnoga postupka prekomjerne relaksacije (engl. symmetric successive
overrelaxation) [19]. Dakle, prvi je vektor odreden kao

_1-1 -1
¢1'(1.) =L, DU, Ty (7)
a za ostale smo upotrijebili rekurzivnu formulu

8 =LaDUg (Ad, ;1 () J=2,.m, (8)
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gdje su L, i U, donja i gornja trokutna matrica od A s dijagonalnim elementima
pomnozenim faktorom Q. Rije¢ je o lokalnom faktoru relaksacije koji se ne mora
podudarati s globalnim w, niti mora lezati unutar intervala (0,2). Zapravo, upravo
istaknute trokutne matrice dobivamo ako napravimo prvi korak postupka obicne
prekomjerne relaksacije odozgo i odozdo, pocevsi od nul-vektora. Ovako generira-
nim vektorima pridruzen je i prethodni prirast rjesenja Py Upotrebljavali smo od
dva do deset koordinatnih vektora, uz w = 1i Q jednak 1ili 1,65 (pogledajte odjeljak
6).

Pojasnimo malo umnoZak u zagradi. Buduci da jedan korak u smjeru vektora ¢, daje
trenutalni prirast pomaka a¢,, gdje je o neki broj, rekurzivna formula za rezidual
daje - aA¢,. Ako na izraz primijenimo simetricnu prekomjernu relaksaciju, zbog
(7) dobivamo drugi vektor kao ¢,=¢-a L;lDU;l(A¢1). Vektor ¢, vec sudjeluje u tvor-
bi potprostora, a « utjeCe samo na duljinu novoga vektora (ne mijenja potprostor
koji taj vektor prosiruje), pa ¢, i @ moZemo izostaviti. Time dobivamo oblik (8). Brza
realizacija ovoga pristupa, koju bi trebalo dodatno istraziti, jest umjesto A upotri-
jebiti D.

5. Ukratko o realizaciji i testiranju

PriloZeni pseudokod realiziran je programskim jezikom gfortran [20]. Upotrijeblje-
na je 64 bitna Ubuntu inacica 5.3.1 i OS X inacica 6.1.0. Nakon provjere programa
na malim sustavima, generirali smo matrice krutosti i opterecenja velikoga broja
ravninskih i prostornih resetkastih nosaca. S jedne strane, Stapove smo postavljali
klasi¢no, tako da resetke tvore dobar staticki sistem. S druge strane, radi svjesnoga
pogorianja uvjetovanosti sustava, broja x{(A), Stapovima velikih razlika u krutostima
nepravilno smo spajali udaljene ¢vorove. Time smo tvorili nelogic¢ne resetke koje ne
mozZemo smatrati konstrukcijama. Na taj smo nacin program testirali na, s numeric-
koga gledista, dobrim i loSim modelima. Upotrijebili smo potpuno knjizenje matrice
po stupcima, a probali smo i po redcima [21]. Sli¢ni nacini spremanja postoje i u
FEAP-u, Sto je olaksalo spajanje koda s tim programom. Upotrijebili smo inacicu
8.4.1 [7]. Spajanje, programsko prevodenje i povezivanje s FEAP-om takoder je re-
alizirano gfortran-om.

6. Rezultati proracuna prakticnih modela

Nakon temeljnih provjera, analizirali smo nekoliko modela iz konstruktorske prak-
se na kojima smo radili prijasnjih godina (slike 1. do 8.). Radi jasnoce, na slikama
su izostavljeni prikazi opterecenja i lezajeva. Nepoznanice su pomaci, a ponegdje i
kutovi zaokreta. Popunjenost matrice krutosti odredena je kao omjer broja ¢lanova
Stednoga zapisa i broja svih elemenata matrice. Osnovni podaci o modelima priloZe-
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ni su u tablici. Istaknimo jos, najvedi k(A), odreden kao omjer ekstremnih uporisnih
komponenata pri dekompoziciji matrice A, iznosi 10* (primjer 6.), a najmanji 103
(primjer 4.).3

Broi slike Broj Broj Broj Broj ¢lanova Popunjenost

) ¢vorova elemenata nepoznanica Stednog zapisa | matrice
1 lijevo 1030301 1000 000 3060 300 123 026 091 1,31-10°
' desno 276 244 1461134 820 446 17 723 235 2,63-10°
5 lijevo 713078 278 499 206527 3826 156 8,97 - 10°
' desno 11844 11 664 69 984 1635876 3,34-10*
3 lijevo 3018 960 2918 728 8955 164 358 190 300 4,47 - 10°
' desno 486 1782 2754 54 594 7,20 - 103
4. 132 651 125 000 397 947 15692 116 9,90 -10°
5. 10329 16 104 61776 1434 447 3,76 - 10"
6. 21420 27 411 117 936 3133980 2,25-10*
7. 43 815 43 072 258 954 7053951 1,10 - 10*
8. 79 162 74 247 289 986 10251174 1,22 -10*

Modeli sadrze Stapne, ploSne i volumne elemente velikih razlika u krutostima, Sto
je za staticke sisteme u gradevinarstvu uobicajeno. Primjerice, Cesto spajamo ele-
mente velike uzduZne krutosti (debelih armiranobetonskih zidova) i male fleksijske
krutosti (tankih Celi¢nih limova) u ne bas uvijek optimalan oblik mreze. Zato je veliki
k(A) za modele gradevinskih konstrukcija neizbjezan. Takoder, razdioba je vlastitih
vrijednosti modela jednoli¢na, Sto je svojstvo dobro osmisljene konstrukcije, jer go-
milista vlastitih vrijednosti nepovoljno utjecu na dinamicki odziv i stabilnost (osjet-
ljivost) statickoga sistema.

Raznovrsne su provjere iteracijskih algoritama nuzne, jer je poznata njihova ovisnost
o naravi problema. Odnosno, mogu se prilagoditi za izrazito brzo rjesSavanje tipi¢nih
primjera, s unaprijed poznatim podacima kojima namjestimo klju¢ne parametre po-
stupka. Medutim, ¢im problem odstupa od ocekivanoga, ucinkovitost pada.

Na slikama 1. do 3. priloZene su razdiobe vertikalnih pomaka modela [pod a)], te
ovisnosti logaritma omjera reziduala || ri" ! || r, ||2 i energije (I, - 3 AIT)/I1, o bro-
ju koraka [pod b) i c)]. Crvena boja oznacava podrucje najmanjih, a ljubicasta naj-
vecih pomaka. Provedeni su proracuni IRM-om s dva, Cetiri, Sest i deset koordinat-
nih vektora (argument uz IRM) i Q =1,65 te metodom konjugiranih gradijenata bez
dijagonalnoga preduvjetovanju (CG) i s njim (CGD). Na slikama pod b) i c) moZzemo
uociti: s povecanjem potprostora opada broj potrebnih koraka, odnosno vece je
smanjenje reziduala i energijske norme po koraku. Cak i za dva koordinatna vektora
postupak brze konvergira od CG i CGD (koje takoder interpretiramo s dva vektora).

3 Dekompozicija matice sustava napravljena je samo radi procjene .
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Broj koraka za € < 10® (w =1 Q=1,65)
Broj slike
cG CGD IRM(2) IRM(4) IRM(6) IRM(10)
1 lijevo 580 567 243 102 67 38
" desno > 10* 5083 2381 1097 682 410
) lijevo >10° 53002 24 9995 8608 5166 2871
* desno 11091 8 966 4124 1381 888 498
lijevo 2157 1936 623 208 126 71
desno 2769 987 703 269 169 94

Na slikama 4. do 8. dodani su rezultati proracuna postupkom najstrmijega silaska
(SD), Jacobijevim postupkom (JAC) i metodom konjugiranih gradijenata s blok—¢vor-
nim (engl. block nodal) preduvjetovanjem (CGBN). IRM proracuni napravljeni su za
Q =1i prema broju iteracija postupak ostaje u prednosti. Opadanje energije slicno
je kao naslikama 1. do 3., pa smo funkcije izostavili. Za odabrane primjere proracuni
postupcima SD, JAC i CG presporo konvergiraju — potreban broj koraka nismo pri-
lagali. Istaknimo jos, rezultati svih primjera podudaraju se s rjeSenjima dobivenima
izravnim i iteracijskim postupcima koji su standardni dio FEAP-a.

Broj Broj koraka za € < 10% (w =Q=1)
slike 1 g CGD IRM(2) IRM(4) IRM(6) IRM(10)
4. 1396 1394 456 305 233 159
5. 2049 757 704 235 141 79
6. 4155 3114 1303 502 324 167
7. 4682 4040 1509 501 300 166
8. 5708 5155 1559 565 313 191

Treba priznati, postoji bolje preduvjetovanje metode konjugiranih gradijenata, pri-
mjerice (ne uvijek stabilnim) nepotpunim rastavom Choleskoga (engl. incomplete
Cholesky factorization) [22], zatim primjenom algebarskoga visemreZnog (engl. alge-
braic multigrid) postupka [23] ili priblizne inverzije (engl. approximate inverse) [24].

7. Bududi razvoj

Medutim, sigurno postoji bolji potprostor za IRM. Koordinatne vektore moZzemo ge-
nerirati bilo kojim od istaknutih ili drugim iteracijskim postupcima, pobrojavanjem
nepoznanica prema naprijed (engl. forward), unatrag (engl. backward), u skladu s
opadanjem komponenata reziduala, ili drugim obecavaju¢im redoslijedom. Poto-
nja dva pristupa iziskuju sortiranje Sto “poskupljuje” korak. Zato se moze razmis-
ljati o povremenoj obnovi reziduala, opcenito redoslijeda obilaZzenja nepoznanica.
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Slika 1. Proracun modela kocke (lijevo) i strojarnice HE Rama (desno; prikazana je samo polovina
modela) [28]: a) razdioba vertikalnih pomaka, b) opadanje reziduala, c) smanjenje energije
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Slika 2. Proracun atrija Knezeva dvora u Dubrovniku (lijevo) [29] i kupole dvorane “Kresimir Cosi¢”
u Zadru (desno) [30]: a) razdioba vertikalnih pomaka, b) opadanje reziduala, c) smanjenje
energije
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Slika 3. Proracun podzemnoga kamenoloma Kanfanar s okolnim podrucjem (lijevo; unutarnje prosto-
rije i stupovi nisu vidljivi) [31] i krovista buducega stadiona Kantrida na Rijeci (desno) [32]: a)
razdioba vertikalnih pomaka, b) opadanje reziduala, c) smanjenje energije
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lika 5. Kosarkaska dvorana Cibona [33]: a) model, b) opadanje reziduala
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Slika 6. Nadogradnja zgrade Euroherc osiguranja u Zagrebu [37]: a) model, b) opadanje reziduala
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Slika 8. Temelj i generator u tvornici SMIT transformers u Nijmegenu (presjek) [36]: a) model,
b) opadanje reziduala

MoZemo raditi i viSe ciklusa za tvorbu jednoga vektora. Primjerice, nekoliko puta
naprijed—nazad s razli¢itim iznosima Q. Time izgladujemo koordinatne vektore pai
rezidual, Sto doprinosi brzini konvergencije.

Postupci koji sluZze generiranju ne moraju biti optimizirani, kao za slu¢aj neovisne
primjene. Vrijede ¢ak i oni koji se ne upotrebljavaju samostalno, jer nisu dovoljno
brzi, robusni, numericki stabilni i sli¢no. Za IRM su dovoljni razmjerno “grubi” koor-
dinatni vektori koji se medusobno nadopunjuju u smislu smanjenja reziduala uzduz
razlicitih dijelova spektra.

Preciznije, ako r, rastavimo na vlastite vektore v, odA (j=1, ..., n), trebalo bi for-
mirati dva ili tri koordinatna vektora koji izgladuju donji dio spektra reziduala (malih
vlastitih vrijednosti k].) i dodati jos dva, tri, specijalizirana za gornji dio spektra, veli-
kih kj (slika 9.). Ne mora pri tome pojedini vektor dobro aproksimirati A r,, nego
potprostor koji razapinju svi vektori treba sadrzavati sto bolju aproksimaciju toga
umnoska. Njima bi trebalo dodati i Py~ bit uspjeSnosti metode konjugiranih gra-
dijenata. Sli¢no ucinku vecega broja ciklusa kod tvorbe jednoga vektora, ovdje svi
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vektori izgladuju potprostor. S porastom njihova broja (i/ili ciklusa za jedan vektor),
glatkoca reziduala raste, a broj koraka pada.

donji dio gornji dio
spektra spektar spektra
reziduala

Aj

Vame

Slika 9. Skica ¢estoga oblika spektra reziduala modela gradevinskih konstrukcija

Ako se netko sjeti boljega skupa (s jednim ili vise) koordinatnih vektora, bez teskoca
moze formirati matricu (D(,-) i upotrijebiti opisani postupak. Na taj na¢in IRM moZemo
smatrati opéim iteracijskim algoritmom, kojemu kao ulazne podatke (osim nuznih koje
trebaju svi iteracijski postupci), zadajemo i koordinatne vektore, odnosno potprostor.
Primjena egzaktne aritmetike. U raspravama o stabilnosti iteracijskih postupaka,
pa i IRM-a, programi s egzaktnom aritmetikom mogu pomodi, jer eliminiramo po-
gresku zaokruZivanja. Samo trebamo to¢nu prezentaciju ulaznih podataka (primje-
rice u obliku racionalnih brojeva) i sve se veli¢ine racunaju to¢no. Promotrimo jed-
nostavan cjelobrojni primjer:

4 -1 -1 1
A=-1 3 -1|, b=|2]| (9)
-1 -1 2 5

Broj uvjetovanosti je malen, x(A) = A /A, = 5,95, gdje su A nul-tocke vlastitoga
polinoma. Rjesenje potrazimo postupkom CG i IRM-om s dva koordinatna vektora,
TP,y Sto je (istaknuli smo) ekvivalentno CG-u. Postupak smo nazvali IRM-CG
[25]. Oba pristupa daju tocan rezultat nakon tri koraka, odnosno Xy = [31/1342/13
69/13]". To je u skladu s poznatim teoremom M. R. Hestensa i E. Stiefela [27], jer
sustav sadrZi tri nepoznanice. Pocetna relativha norma reziduala jednaka je (cjelo-
brojnoj) jedinici, a ostale su redom /179 /16,19 /567+/358 /15 i (cjelobrojna) nula.

Unesimo (samo) u prvom koraku cjelobrojni poremecaj A - ortogonalnosti za oba
postupka, nazovimo ga o. Primjerice, poremetimo trecu komponentu prirasta rje-
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Senja Py & Pyt 0. To u realnomu numerickom okruzenju odgovara gubitku or-
togonalnosti zbog gomilanja pogresaka zaokruZivanja, izrazenoga kod velikih i slabo
uvjetovanih sustava. Tada se IRM—CG ponasa stabilnije od CG-a (slika 10.). Zbog po-
remecaja vie ne vrijede pretpostavke teorema iz [27] i premda je rije€ o egzaktnoj
aritmetici, nisu dovoljna tri koraka niti se moZe pronaci egzaktno rjesenje. Kriterij
konvergencije moze biti neubicajeno malen (uzmimo ¢=10%°), jer sustav rjesavamo
bez pogreske zaokruZivanja, ali trebamo viSe koraka i vremena za proracun. To je
razumljivo, jer rastu cijeli brojevi, zatim onih pod drugim korijenom, te brojnici i
nazivnici koji odreduju to€ne vrijednosti svih varijabli. Medutim, manji € znaci sve
vecu prednost IRM—-CG-a.

broj koraka (i)

Y

IRM-CG
Hru;yH-_‘ ! R
g Hr'{(y Iz CG IRM-CG CG(d=1)
S d=10 =
Y !( ) (6=1)
t =t |
zbog § zbog rekurzivne

A -ortogonalizacije

Slika 10. Egzaktno opadanje reziduala uz poremecaj p, ,, +1

Razlika nastaje, jer u istaknutoj ravnini IRM—CG nalazi to¢no rjeSenje unutar koraka
(zato se rjesava sustav reda dva), a CG samo priblizno rjeSenje (odredeno rekurziv-
nom A — ortogonalizacijom, premda je provedena egzaktno). Drugim rije¢ima, zbog
o, CG rekurzijom dobiva egzaktnu gresku koja u svakom koraku egzaktno raste. Kod
IRM-CG-a ona postoji samo u prvom koraku (gdje je i uvedena), a bududi da se re-
kurzija ne upotrebljava, te greske u ostalim koracima nema (ne nasljeduje se). Zato
se IRM—-CG bolje “oporavlja” od (moZemo reci i perturbacije) 6.

LeZi li poremecaj ortogonalnosti u ravnini razapetoj vektorima Py i o primjeri-
ce u prvom koraku unesemo P & Pyt Ty IRM-CG daje egzaktno rjesenje u tri
koraka, kao da poremecaja nema, a CG “osjec¢a” teskocu (slika 11.a). Ako zadamo
poremecaj ortogonalan na ravninu, uzmimo Py <& Py, X Ty IRM-CG daje toc¢no
rjeSenje u Cetiri koraka (posljednja relativna norma reziduala je cjelobrojna nula), a
CG ne konvergira (slika 11.b).

Promotrimo jedan veci, realisti¢niji primjer — kocku s minimalno potrebnim brojem
lezajeva, optereéenu jediniénom silom na vrhu (slika 12.). Diskretizirana je Lagran-
geovim C° kona¢nim elementom sa 192 stupnja slobode. Unutarnji ¢vorovi nisu
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kondenzirani, a matrica krutosti odredena je egzaktno, racionalnim brojevima [37].
Vektor opterecenja takoder je tocan, zadan cijelim brojevima. Kocka je pridrzana
minimalnim brojem opruga cjelobrojnih krutosti, kojima smo utjecali na x(A). Su-
stavima 192 nepoznanice. Problem je rijeSen postupcima IRM—CG i CG, egzaktnom
aritmetikom (indeks E) i primjenom dvostruke toc¢nosti (indeks DT), uz £=10"°. Bez
obzira na k(A), tijek to¢noga proracuna podudara se za oba postupka i zavrSava
nakon 188 koraka. Rijec je o broju nepoznanica umanjenom za Cetiri, koliko je “ne-
aktivnih” %j, onih kojima pripada v, b jednak (u egzaktnoj aritmetici cjelobrojnoj)
nuli [25, 26]. lli drugacije, potreban broj koraka jednak je broju “aktivnih” vlastitih
vrijednosti, za koje je v b=04

a) b)
CG

broj koraka (i)

Y
\

broj koraka (i)

CG IRM-CG

log llr)ll2 log llryll2
e (o)ll2 lIro)ll2

Y

Y

I P
I -

zbog 4 i rekurzivne A-ortogonalizacije

Slika 11. Egzaktno (ne)opadanje reziduala uz poremecaj: a) Py + Ty b) Py, XTI,

Zanimljiva je velika razlika u broju koraka izmedu to¢noga i numerickih pristupa, ¢ak
i za dobro uvjetovani primjer. A osim numeric¢kog, drugoga prakti¢cnog nacina pro-
racuna nemamo. Ocito, povecanje to€nosti na vise od Sesnaest znamenaka moze
biti opravdano.® | dok se u numerickom okruzenju za dobro uvjetovani model funk-
cije opadanja reziduala gotovo podudaraju (slika 12.a), za losije uvjetovani model
IRM-CG je stabilniji (slika 12.b). Naravno, u oba slucaja numericka su rjesenja bliska
i zanemarivo odstupaju od tocnoga. Isticemo, rije¢ je o malim primjerima. Ako bi
rezultati sa slike 12. vrijedili za velike sustave, postupci bi bili neucinkoviti. A znamo
iz prakse, upravo je suprotno — broj koraka puno je manji od broja nepoznanica.

4 Ako optereéenje moZzemo prikazati linearnom kombinacijom / vlastitih vektora, primjenom egzaktne ari-
tmetike postupci daju to¢no rjesenje nakon ¢ koraka.

5 S porastom broja znacajnih znamenaka krivulje numerickih pristupa medusobno se priblizavaju i teze
prema krivulji egzaktnog pristupa. Radi preglednosti slika, rezultate proracuna s pove¢anom tocnoséu
nismo priloZili.
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Zasto je tako vidi se na slici 13. Skicirano je tipicno ponasanje reziduala za veliki broj
stupnjeva slobode (aktivnih vlastitih vrijednosti /).
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Slika 12. Opadanje reziduala uz egzaktni i numericki pristup CG-u i IRM-CG-u za razli¢ite uvjetovano-
sti modela: a) x(A) = 7,7-10%, b) x(A) = 6,4-10"

Minimizacija kvadrata reziduala. Rjesenje sustava (1) ne minimizira samo (2) nego
i kvadrat duljine reziduala:

T
r'r= (b—Ax) (b—Ax)=bTb—2xTAb+xTA2x. (10)
Pronalaskom egzaktnoga rjesenja vrijednost funkcionala je to¢no, a u slu¢aju nume-

rickoga rjesenja, priblizno jednaka nuli. Ako izraz pomnozimo s 1/2 i zanemarimo
konstantu b™b (jer ¢e derivacijom is¢eznuti) dobivamo kvadratnu formu
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g(x):%xTAzx—xTAb, (11)

koja podsjeéa na (2), samo A? i Ab zamijenimo s A i b. Minimizacijom (10) ili (11)
dobivamo

A’x=Ab, (12)

$to je zapravo (1), loSe preduvjetovan matricom A, jer je A? vise popunjena i kva-
dratno slabije uvjetovana od A, odnosno x(A?) = x(A)?. Matrice imaju iste vlastite
vektore, a vlastite vrijednosti od A? jednake su kvadratu vlastitih vrijednosti od A.
Zato su familije elipsoida f{x) = ci g(x) = c (c je konstanta) medusobno centri¢ne, a
druga je familija izduljenija od prve, jer su duljine poluosi jednake vlastitim vrijed-
nostima. Naravno, elipsoidima pripada zajednicko srediste — rjeSenje (slika 14.a).

N e
“ HrI:O]Hﬂ {‘ {l}

numericki

\
egzaktno

-— —
— =

o0

Slika 13. Skica tipicnoga opadanja reziduala pri rjeSavanju velikih sustava

Ako problem rjeSavamo minimizacijom f{x) ili g(x), primjenom IRM-a rjeSenju pri-
lazimo na razlicite nacine, jer se lokalni minimumi energije i kvadrata reziduala u
potprostoru koordinatnih vektora ne poklapaju (slika 14.b). U prvom slucaju norma
energije monotono pada, a norma reziduala je vrlo nepravilna funkcija koja tijekom
postupka moZe znacajno rasti. Tada je trenutacno rjesenje grubo i konvergencija je
spora. U drugom slucaju obje su funkcije glatke i monotono padaju, Sto postupak
Cini stabilnijim i ¢esto brzim od prvoga pristupa. Zato o¢ekujemo dobro ponasanje
i pri rjeSavanju nelinearnih, posebice o putu ovisnih (engl. path dependent) pro-
blema. Primijetite joS, postupak vrijedi i za nesimetri¢cne matrice, samo u gornjim
izrazima umjesto A? treba upotrijebiti nesimetri¢ni umnozak ATA.
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Zasto je ponasSanje dobro, a minimizacijom rjeSavamo sustav losije uvjetovan od
izvornoga? Naime, buduéi da ne primjenjujemo rezidual sustava (12), jednak Ar,
nego r, sustava (1), to je istoznac¢no preduvjetovanju (12) matricom A%, ¢ime vrada-
mo uvjetovanost izvornog sustava.

Tijekom istrazivanja uocili smo i mjeSoviti nacin koji moZe ubrzati IRM: u nekim ko-
racima minimizirati f(x), a u nekim g(x) (slika 14.b). Koordinatni vektori ne moraju
biti isti za obje minimizacije. Prelazak s jedne minimizacije na drugu ovisi o obli-
ku funkcija reziduala i energije, a kriterije prelaska, na¢ine njihove automatizacije i
prikladne vektore upravo istrazujemo. Ovaj je pristup zapravo poopéenje postupka
Barzilai—-Borwein [38].

Slika 14. Graficki prikaz mjesovitoga postupka IRM s dva koordinatna vektora u primjeni na sustav
od tri nepoznanice: a) elipsoidi f(x) = ci g(x) = ¢, b) presjek ravninom koordinatnih vektora

8. Zakljucak

U skladu s opisanim svojstvima i nasim iskustvima, iterirani Ritzov postupak moze
imati prednosti kod rjeSavanja velikih linearnih sustava. Neki nasi primjeri imali su
preko 10% nepoznanica, popunjenosti oko 107. Tumacenje postupka blisko je inZe-
njerskomu nacinu razmisljanja, Ritzovoj energijskoj interpretaciji, za razliku od pri-
mjerice metode konjugiranih gradijenata koja se uobic¢ajeno pojasnjava geometrij-
ski, u apstraktnomu n-dimenzijskom prostoru.

Ovaj postupak ne bi smio biti losiji od metode konjugiranih gradijenata (s preduvje-
tovanjem i bez njega). Odnosno, dobro proSirenje potprostora ne donosi pogorsanje
konvergencije. Pri tomu mozemo upotrijebiti vise nacdina generiranja koordinatnih
vektora. Kao da radimo s nekoliko iteracijskih postupaka istodobno. Dobrim izbo-
rom vektora konvergencija je puno brza od konvergencije pojedinac¢noga postupka.
Ponovno pokretanje (engl. restart), poznato iz metode konjugiranih gradijenata,
kojim se zbog gubitka ortogonalnosti ponovno zapocinje postupak, ovdje nije op-
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ravdano. Rekurzivna ortogonalizacija se ne upotrebljava, a iz prethodnoga koraka
nasljedujemo samo prirast pomaka koji poboljSava trenutacno rjesenje.
Preduvjetovanje postupka nije potrebno, ali se takvi algoritmi mogu uspjesno pri-
mijeniti za tvorbu vektora, bez transformiranja sustava koje prati preduvjetovanje.
Budu¢i da ne zahtijevamo ortogonalnost medu iteracijskim velicinama, dodatno
ubrzanje treba ocekivati u primjeni na nelinearne probleme. Naime, tada se gube
svojstva ortogonalnosti na kojima ustrajavaju brojni iteracijski algoritmi. Zbog toga
se postupak mozZe uspjesno primijeniti i u podrucju optimizacije.

Jasno je, izrazito velike sustave nije ekonomiéno rjesavati jednim procesorom. Tada
paralelan pristup postaje nuznost. Zanimljivo bi bilo svakomu koordinatnom vekto-
ru pridruziti njegov procesor.

Radi brojnih mogucnosti, joS smo u intenzivnoj istraZivackoj fazi algoritma (vec
samo izmjene iznosa Q i ® izrazito utjeCu na brzinu konvergencije, a o boljim koor-
dinatnim vektorima i nacinima njihova generiranja da ne raspravljamo), joS nema
smisla usporedivati IRM s drugim izravnim i iteracijskim postupcima. To je moguce
napraviti tek nakon brizljivoga programiranja, programskoga prevodenja i poveziva-
nja konacne inacice programa, s uklju¢enim optimizacijskim opcijama koje doprino-
se brzini izvodenja koda [39].
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