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3.1 Pravac

Poglavlje 3 Analiti¢ka geometrija



Pravac je odreden nekom totkom Tj i vektorom smjera ¢ u oznaci

p=(T1,0).

Neka je r radijvektor neke proizvoljne
totke T pravca p, a ri radijvektor

fiksne totke T7 na pravcu p. T
1
Vektorska jednadZba

pravca je: Fr=mr +t-C. >

Ako je Ty = (x1,y1,21),
T=(x,y,z)ic=(l,mn),
vektorska jednadZba je:

Xityj+zk = x1ityrj+zik+tli+tmjttnk

Ol

=
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Izjednagavanjem koeficijenata dolazimo do parametarskog oblika
jednadzbe pravca:

X =x1+tl
P=Y=y1+tm
zZ=2z1+tn

Eliminacijom parametra t dobivamo:

X — X1
t=
x =x1 + tl /
p=qy=nttm= =22,
zZ=2z1+1tn ‘ z—2Zz1
~n

odnosno kanonski oblik jednadzbe pravca:

X=X Y—»N Z—21

/ m n ’

p

gdje su /, mi n skalarne komponente vektora smjera, tj. ¢ = (/,m,n), a
T1 = (x1, 1, z1) je neka totka pravca p.
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Ako je pravac zadan s dvije totke Ti(x1,y1,21) i T2(x2,y2,22), onda je

vektor smjera tog pravca

c=T

JednadZba pravca koji prolazi to¢kama T1 i T; je:
X—x1 _y-yn _z—-2
X2 —=X1  Y2—WN

22—

p
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Parametarske jednadzbe pravca p zapi$i u kanonskom obliku i odredi

x=1+2t x =2t
vektor smjera C ako je: a) p=(y=-2+t b) p=qy=1
z=3-2t z=1+1t
Rjesenje: a)
x—1
x =142t t=—
p=qy=-2+t=(t=y+2
z=3-2t t:Z—3
-2
=>pEx—l y+2 z-3
2 1 -2
Skalarne komponente vektora smjera vidimo iz nazivnika:
C—2/—|—_j—2k
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2 X ) )
2 0 1
1 z

b) p =

N <X
I

+t .
formalni zapis

Skalarne komponente vektora smjera vidimo iz nazivnika: ¢ = 2i+k
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Odredite kanonsku i parametarsku jednad?bu pravca koji prolazi
a) totkom M(1,2,—1) i ima vektor smjera ¢ = (1,3, —1)
b) totkama M(1,2,—1)i N(2,0,3)
c) to¢kama M(1,2,—1)i N(1,1,2) (sami)

Rjesenje:
x=1+1t ) ) )
. X — y— z+
= :2 = = frd
a) p y +3t i p 1 3 —
z=—-1-—1t
— > oo
b) Vektor smjera ¢ = MN = ¢ =i — 2j + 4k
=it 1 2 1
, X — y— z+
= =22t = = =
P=1Y ' P=T ) 4
z=—-1+4t
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— = =
c) Vektor smjera ¢ = MN = ¢ = —j + 3k
x=1
ot . x—1 y—-2 z+41
= =2— i = = =
P y P 0 ] 3
z=-1+3t
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x+1 y z—1

1 -3 4
imaju presje¢nu tocku i odredite je.

Odredite nepoznati parametar \ tako da pravci p; =
x—3 y+2 z-4
A 4 5

i pp =

Rjesenje:

Zapisimo jednadZbe pravaca u parametarskom obliku. Za razli¢ite pravce
imamo razli¢ite parametre.

x=-1+1¢t x =34 As
pr=(qy=-3t i p=Jdy=-2+4s
z=1+44t z=4-5s
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—1+t=34+Xs

prNp#0 = —3t=-2+44s
1+4t=4-5s
-1+t = 3+2As
-3t = —2+44s /-4
1+4t = 4-5s /-3
—-12t = -8+ 16s
3+12t = 12-15s
3 = 4+s
—s=-1

—3t=—6=>t=2
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—-14+t = 34+ As

-1+2 = 3-2A

A= 2
x=-1+1t x = 1
y =3t = y = -6
z=1+4t z = 9

Tolka presjeka je S = (1,—6,9)
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Kut medu pravcima p; = (T1,¢1) i p2 = (T2, &) je kut medu njihovim

vektorima smjera, tj. ¢ = Z(c1,6), ¢ € |0, g
Neka je ¢i = (h, m1,m) i & = (h, m2,n2). Tada je

aa-& hl + mymy + niny
lci] - |l 2 2, 2 2 2, 2
| lF +mi+ni-\/I5+ms5+n;

Cosp =
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Odredite kut medu pravcima:
x—2 y+4 z—-4. x+1 y—-2 z+3
V= =TT =3 T 5
x—1 'y z-—4 _x+6 y—2 z-3
)= s s i RE T ST T J
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Rjesenje:

a) C_i = (_37 _470)1 (3 = (_37 _47 _5)1 Y= 4(P17P2) = é(cria Eé)

cos

© = 45°

b+ mimy + nino
VR MR m3 g

~3.(=3)—4-(-4)+0-5

V(=324 (—4)2 + 0% \/(—3)? + (—4)? 4 52

25
 V/25-4/50
25
252
V2
2
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b) éi = (1,-2,-7), @ =(5,1,1), ¢ = Z(p1, p2) = £(c1, )
b+ mimy + nino
VR MR m3
1.5-2-1-7-1
V12 4+ (22 + (-7)2 - V52 + 12+ 12

cosp =

—4
V54 - /27

4
272

© = 96°1’, pa kako je ¢ > 90° zamjenjujemo ga s njegovim
suplementarnim kutem.

Z(p1, p2) = 180° — 96°1’ = 83°59/

Poglavlje 3 Analititka geometrija ak. god. 2021./2022.






B =180° — 131°48'
B = 48°12'

v = 180° — 109°28'

8 >90° = = 70932

v > 90° =
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x—3 y+1 z-1
o1 a4
a) LeZi li totka A(1,0,—3) na pravcu p?
b) Prolazi li pravac p ishodistem O(0,0,0)?
c) Ako ne prolazi, odredite jednadZbu pravca p; za kojeg vrijedi: p||p; i
0(0,0,0) € pi.

Zadan je pravac p =

Rjesenje: a)
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0(0,0,0) €7 p
x—3 y+1 =z-1
2 1 4
0-3 0 0-1
2 1 4
3 1
A
O¢p
c)
Ezé’z2/—i—f+4k
x—0 -0 — . X z
Ocpr=p1= 5 :yl =2 ,tJ-PlEEZ}/:Z
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3.2 Ravnina
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Ravnina 7 odredena je jednom svojom totkom Ty = (x1,y1,21) i vektorom
normale @ = Ai + Bj + Ck. Tako definiranu ravninu oznatavamo s:

= (T, n).

3t
3L

T T

ak. god. 2021./2022.
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Neka je T = (x,y, z) proizvoljna to¢ka ravnine 7. Tada je

Tt = (x—x1)i+ (y — )i + (z — 20)k.

Kako T17 leZi u ravnini 7, on je okomit na vektor normale i pa slijedi:
m-(Ty T ) = 0

(Ai_)—l—Bf—i-Ck) ((X—xl)i_'—i—(y—yl)f—i—(z—zl)l?> =0

pa je vektorska jednadzba ravnine zadane totkom Ty = (xy,y1,21) i
vektorom normale 7= Ai 4+ Bj + Ck:

Alx—x1) + By =n)+ C(z—2z1)=0

ak. god. 2021./2022.
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Kanonski oblik jednadZbe ravnine je:

Ax+By+Cz+ D=0

Ako je D # 0 dobivamo i segmentni oblik jednadZbe ravnine:
X
Xy
I m

gdje su /, m i n odsjelci na koordinatnim osima.

+2=1,
n
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Napisite jednadZbu ravnine koja prolazi:
a) ishodistem O(0,0,0) i ima vektor normale 7= (2,1,0) (sami).
b) totkom M(1,0,—1) i ima vektor normale 7= (0, 1, 2).
c) totkom T(1,—2,0) i okomita je na duzinu TS, gdje su T(1,-2,0) i
5(0,-1,1).

Rjesenje: a) Ravnina m odredena je s 7= (2,1,0) i totkom

0(0,0,0):

Ax—=x1)+Bly—yn)+C(z—z) = 0
2(x—0)+1(y—-0)+0(z—0) = 0
T=2x+y = 0

b) Ravnina 7 odredena je s = (0,1,2) i totkom M(1,0,—1):
Ax—x1)+B(y —yn)+Cz—z) = 0
O(x—1)+1(y—0)+2(z+1) = 0
T=y+2z4+2 = 0
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c) TS1m paje i= ﬁ = —i+j+ k. Ravnina 7 odredena je s
n=(—1,1,1) i totkom T(1,—2,0)

Ax—=x1)+ By =)+ C(z—z1) =
-1x-1)+1(y+2)+1(z—0)
T=—x+y+z+3 =

Il
o oo
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Neka su 71 = (T1,n1) i m = (T2, n2), gdje su ny = Ai + Blf+ Ciki

=

iy = Aol + Boj 4+ Gok.

Ravnine su okomite ako su okomiti njihovi vektori normale, tj.

mlny =— mlm
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Ravnine su usporedne ako su njihovi vektori normale kolinearni, tj.

A_B_G
A, B G
15
o i
]
1
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Odredite jednadZbu ravnine koja prolazi
a) totkom T(1,0,2) i okomita je na os x.
b) totkom T(2,1,2) i usporedna je s xy—ravninom.
c) totkom T(2,—1,3) i usporedna je s osima y i z.
d) totkom T(1,3,1) i osi x.
e) totkama T(3,0,2), S(1,2,—1) i usporedna je s osi x.

Rjesenje:

a) Ravnina 7 odredena je s T(1,0,2) i vektorom normale 7= i
I(x—1)=0,tj. r=x—-1=0

b) Jer je us_;’)or(idnaqs Xy—ravninom, a /T:f]_/?x j_: njezin je vektor
normale M=/ x j = k.

Ravnina 7 odredena je totkom T(2,1,2) i normalom 7= k

T=z—-2=0
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je 7 usporedna s osima y i z, a f; /?J_fx K, njezin je vektor normale

=l

—

Ravnina 7w odredena je to¢ckom T(2,—1,3) i normalom 7' =i
T=x—-2=0
d) Jer ravnina 7 sadrZi os x, sadrzi i to¢cku O(0,0,0), pa sadrZi i vektor
# o oo 7*# . .—’# - # . .
OT =i+3j+k. i,OT Cwii,OTLi x OT, dobivamo da je
i = x0T
x (7+ 3+ l?)
X430 X j+ixk

= i
i
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e) Jer ravnina 7 sadrzi vektor ﬁ =2 — 2f+ 3k | usporedna je s osi x,
dobivamo da je

n =
- (21—2_]—|—3k)
= 2I><I—2IX_]—|—3I><E
\_f—/
—2/?—3]7
—317—21?
-3(y—2)—2(z+1)=0
—3y+6—-2z—-2=0
T=3y+2z—-4=0
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Odredite jednadzbu ravnine 7 koja je
a) okomitanaravnine m; =2x —y+z—-2=0im=x+z+1=0i
prolazi totkom T (1,2, —1) (sami).
b) okomita na ravninu m = 3x — 2y + z — 3 = 0 i prolazi totkama
T(2,1,3) i S(1,0,—1).

Rjesenje:

a) mlmy,mp = Aln,min=(2-11), na=(10,1) pa je:

—

n = 1 X 1y
iJ ok
= 2 -1 1
1 0 1
_ =1 1‘_1.4_2 1'“?‘2 —1‘
1 11 10
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-1Ix—-1)-1(y—-2)+(z+1)=0
—x+1—-y+2+z+1=0
T=-Xx—y+z+4=0
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b) mlm i TS Cm—s AL, TS it = (3,-2,1), TS = (—1,—1,—4) pa

imamo:
i = nmxm
A
= |3 2 1
-1 -1 —4
_ 2 1‘_7_ 3 1‘ PR —2‘
D R R (N ' -1 -1

i (8+1)—j - (-12+1)+k-(—3-2)
= 9/+11j—5k = 7= (9,11, —5)
9(x—1)+11(y —0)—5(z+1)=0
9x -9+ 11y —5z—-5=0
T=9x+4+1ly —5z—-14=0
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Odredite jednadZbu ravnine odredenu to¢kama M(1,—1,2), N(3,2,0) i
P(1,-2,1).

Rjesenje:
— —
M, N, P € pa slijedi da je MN, MP C , odnosno L MN, MP

—

MN = 27+ 3] — 2k, MP = —] — Kk

io= MNx MP
A
= 2 3 =2
0 -1 -1
_ 7|3 —2‘_}2 —2’“?.2 3’
-1 -1 0 -1 0 -1
i(-3-2)—j-(-2-0)+k-(-2-0)
—5i 4 2] — 2k = = (-5,2,-2)
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—S(x—-1)+2(y+1)-2(z-2)=0
—5x+54+2y+2-2z2+4=0
mT=-bx+2y—2z4+11=0
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Neka je M = (xo, yo, 20) totka i m = Ax + By + Cz + D = 0 ravnina.
Udaljenost to¢ke M od ravnine 7 je:

_ |AX0 + Byg + Czo + D‘

d(M,n) = LB

Kut medu ravninama m; = (T1,n1) i m = (T2, n2) je kut Sto ga
zatvaraju njihove normale ni = (A1, B1, C1) i ny = (A2, B2, &), .

N ™
= Z(Trl,ﬂ'z) = é(nl, nz),(p S |:07 5}

m - - A1As + BB+ GGG
ml-|ml
i - || VARTB G\ B B+ G

cosp =
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Tocke A(2,5,0), B(1,6,2), C(—1,4,1) i D(1,4,3) odreduju tetraedar.
Odredite kut medu stranama ABC i ABD.

Rjesenje:
D

0 ¢ = Z(m(AB,C),m(A B,D))
= Z(n}, )
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AB x AC

N
101 2
~3 -1 1
Sl1 2 a-1 2 -1 1
-1 1’_1'—3 1’“‘ 3 —1'

P (142) = (~146)+k-(1+3)
3/—5J—|—4k:>n_' =(3,-5,4)

AB x AD

iJ ok

-1 1 2

-1 -1 3

=1 2’_; -1 2’+E -1 1'
-1 3 -1 3 -1 -1

(342 = (-3+2)+k-(1+1)
5i+j+2k:>n3:(5,1,2)
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Cos

n - no
1] - |3

A1Ar+ BB+ GGG

JR+B+C B+ B+ G
3:5—-5-1+4-2
\/32+52_|_42,\/52+12+22
15—-5+8
V50 - V30
18
10v/15

62°17'
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Odredite jednadZzbu ravnine 7 koja sadrZi sve tocke jednako udaljene od:
a) dvijuravninam =x—-3y —2z+1=0im=2x—y+3z+3=0.
b) dviju totaka T1(2,—1,3) i T»(1,2,-1).

Rjeenje: a) Za svaku T(x,y,z) € m vrijedi d(T,m) = d(T,m).
|Aix + Biy + CGiz + D1|  |Aox + Boy + Coz + Do

\/ A2 + B2 + C? A+ B3+ C3

Ix =3y —2z+1| [2x —y+3z+ 3] —
V12 +32 422 - 22 {12 4 32 /- V14

x =3y —2z+1]=2x —y +3z+ 3|

1. slu¢aj:
x—3y—-2z4+1=2x—y+3z4+43=nm=—-x—-2y—-5z—-2=0

2. sluéaj:
x—3y—2z+1=-2x4+y—-3z-3=—=7m1=3x—-4y+2z+4=0
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b) Za svaku to¢ku T(x,y,z) € 7 vrijedi d(T, T1) = d(T, T»).
V=2 + (=) +(z - 22 = /(x — ) +(y — 322 + (2 — 2)?

V=22 (¢ + 17+ (232 =/ (x 12+ (y = 2P+ (417 /2
—4x4+4+4+2y+1—-6z24+9=-2x+1—-4y+4+4+2z+1
—2x +6y —8z4+8=0/:(-2)
T=x—-3y+4z—-4=0

I

E
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Pravac p zadan je kao presje¢nica dviju ravnina

_ x+y—4z—-5=0
C|2x—-y—-2z—-1=0

Odredite njegovu jednadZbu u kanonskom i parametarskom obliku.
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Rjesenje:

1 - 1 -

T2 T2
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Kako je p(T,C) C m1,p C mp, imamo da je n; = (1,1,—4)LCi
m = (2,—1,—2)Lc, odnosno ¢ = nj x ny.
c = n_1>><n_2>
Pk
= 1 1 -4
2 -1 =2
N R I
R o R R [ R 2 -1
= T (28] (-248)+F (-1-2)
— —6i—6j—3k

MoZemo pisati i ¢ = —3 ( 6i — 617— 3E) =2/ + 2J?+ K, jer su

kolinearni.
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Odredimo sada neku to¢ku T € w1 N7, npr. za z = —1
x+y—4z-5 = 0

2x—y—2z—1 =

x+y+4—-5 =

2x—y+2-1 =

X+Yy

2x—y = -1

= O OO

Ix=0—=x=0=y=1

T(O, 1, —1) € m Ny

) ) x =2t

q X y— z+

T =_=7_" = = =142t
z=-1+1t
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Odredite jednadZbu ravnine 7 koja
a) sadrzi to¢ku T(l 1,1) i okomita je na pravac
x—1 _z-3
P="3 —1 T
b) sadrzi to¢ku T(1,1,1) i usporedna je s pravcima
x=2 y+1 z—-1. x+1 y z—l—l( )
=] — — = = — = mi).
PL="7 0 T =g —1 1 e |
Rjesenje:
a) Kako je 7 Lp, imamo da je 1=¢=(2,-1,1)

2x-1)—-1L(y—-1)+1(z—1)=0
=2X—-y+z—-2=0
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P2 N

P1 P1
T

Kako su p1(T1, c1), p2( T2, &)||w imamo da je nlc, &.
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Sy

Cc1 X C
/'_'fk
10 1
2 1 -1
S0 1] -1 1] -1 o0
" —1‘_1'2 —1‘“"2 1’

i (0—1)—j-(-1=2)+k-(1-0)
—i 43+ k= 7=(-1,3,1)
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“Ix—-1)+3(y—-1)+1(z—1)=0
T=-—x+3y+z—-3=0
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Odredite jednadZbu ravnine 7 koja sadrzi pravac

x—1 y—-1 =z-1
11 1

p

i okomita je na ravninu 71 =2x+3y +z+1=0.
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Rjesenje:

1
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Oznatimo sa i normalu ravnine 7, a s m = (2,3, 1) normalu ravnine 7.
Kako je p C 7, imamo da je ¢ = (1,1,1)LnA, a iz 7Lm; imamo da je
nLlm

i = ¢dxm

k-

N 1‘ -

1 1‘
2 3
= (1-3)—j-(1-2)+k-(3-2)
= 2+ j4+k=a=(-21,1)
2(x-1)+(y-1)+1(z-1)=0
T=-2x+y+z=0
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Odredite kut $to ga zatvaraju pravac

) 3x+y—-z+1=0
| 2x—y+4z-2=0

i ravninam=x—8y+3z—6=0.

Rjesenje:
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oL

= nixn
iJk
= 3 1 -1
2 -1 4
_ 1 —1’_~ 3 —1‘“?.3 1‘
-1 4 2 4 2 -1

= [ (4-1)—j (1242)+k-(-3-2)
— 3/ — 14/ — 5k = (3,—14,-5)
— 8/ 4 3k = (1,-8,3)
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s

T

o

1-3-8-14+3-(=5)

V12 +(—8)2 432 /32 4 142 + (-5)2
3+ 112 - 15
VT4 -/230
100
V74230
= 39°57/
Z(m, p)
90° — ¢
90° — 39°57’
50°3/
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Odredite presjek pravca p i ravnine 7 ako je:
x—2 y z+1

a) p= 12:_—2: _11i7rz2x—3y+z+4:0
b)pEXI :Lz:z+1 iT=2x—3y+8z+1=0
—2 1
C)pEX _ Y T im=2x—-3y+8z+4=0
1 2 ]
Rjesenje:

a) Odredimo p N 7. Jednadzba pravca p u parametarskom

x=2+t
obliku:p= <y = -2t
z=-1—-t

Uvrstimo je u jednadZnu ravnine m =2x — 3y +z+4=0
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2x—-3y+z+4 = 0

22+t)=3(-2t)+(-1-t)+4 = 0
442t +6t—1—t+4 = 0

7t o= -7

t = -1

x=2+(-1) =1
p=Ry=-2(-1)=2 = pnn=5(12,0)
z=-1-(-1)=0
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b) Odredimo p N 7. JednadZba pravca p u parametarskom

x=2+t
oblikup= <y = -2t
z=-1—-t

Uvrstimo je u jednadZnu ravnine m =2x — 3y +8z+1=0

2x -3y +8z+1 = 0

22+t)—-3(-2t)+8(-1-t)+1 = 0
4+2t46t—8—8t+1 = o 7l

-3 +£ 0

ak. god. 2021./2022. 60 /97
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c) Odredimo p N 7. Jednadzba pravca p u parametarskom

X=2+t
obliku:p= <y = -2t
z=—-1—-1t

Uvrstimo je u jednadznu ravnine m =2x — 3y +8z+4 =0

2x -3y +8z+4 = 0
22+t)—3(-2t)+8(-1-t)+4 = 0
442t+6t—8—-8t+4 = 0

0 = 0O,VteR

= p N a = p...pravac leZi u ravnini
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Odredite jednadZbu pravca p koji prolazi to¢kom A(2, -3, 1), okomit je na
x—3 y+3 z-5

pravac q = i sijece ga.

2 -1

Rjesenje:

Poglavlje 3 Analiti¢ka geometrija ak. god. 2021./2022.



Odredimo jednadZbu ravnine 7 koja je okomita na g i sadrzi to¢ku A, tj.
Aerminlg.

Tadajen=¢c5=1(2,-1,3), paje2(x—2)—(y+3)+3(z—1)=0
T=2x—y+3z—-10=0

Odredimo sada to¢ku S = w N g. Parametarski oblik jednadZ?be pravca

x =342t
g=qy=-3—-t
z=5-+3t

Uvrstimo je u jednadzbu ravnine m =2x —y +3z—-10=0

2x—y+3z—-10 = 0

23+2t) = (-3—-t)+3(5+3t)—10 = 0
64+4t+3+t+15+9t—-10 = O
14t+14 = 0

t = -1
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x=34+2(-1)=1
g=Ry=-3—-(-1)=-2
z=5+3(-1)=2
mNg=>5(1,-2,2)
Odredimo sada jednadZbu pravca p koji prolazi tockama Ai S.
x—2 y+3 z-1

e = AS = (~1,1,1), paje p=
c (-1,11), pajep=— 1 ]
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Odredite udaljenost izmedu dva usporedna pravca
x—1 y+2 =z . x—1 y—1 z+5

=3 3  1'95 72 T3 1

Rjesenje:
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Odredimo po volji jednu to¢ku T € p, npr. T(1,—2,0). Odredimo sada
jednadZbu ravnine 7, za koju vrijedi da je T € m i wLp. Tada je
d(p,q) =d(T,S), gdieje S=nmNgq.

Kako je 7Lp imamo da je n=¢c=(2,3,-1)

2(x—-1)+3(y+2)-1(z—0)=0
T=2x+3y—z+4=0

Odredimo sada totku S = 7w N q. Parametarski oblik jednadZbe pravca

x=1+2t
g=qy=1+4+3t
z=-5-1
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Uvrstimo je u jednadzbu ravnine m =2x+3y —z+4=0

2x+3y—z+4 = 0
21+2t)+3(1+3t)—(-5—-t)+4 = 0
2+4t+34+9t+5+t+4 = 0
t = -1
x=1+2(-1)=

= qg=Ky=1+3(-1)=-2 :Wﬂq—S(—17—2,—4)
z=-5-(-1)=—-4
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d(p.q) = d(T,9)
= (xs —x7)2+ (ys — y7)? + (25 — z7)?
= /(-1-1)2+ (-2+2)2+ (-4 —0)?
VAT0+16
V20
= 25
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Odredite koordinate totke N koja je simetri¢na to¢ki M(1,1,1) obzirom na
ravhninu mr=x+y —2z—6=0.

M M
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Odredimo koordinate totke M’, projekcije totke M na ravninu .
Odredimo i jednadZbu pravca p za kojeg vrijedi da je M € p i pLw. Kako

x=1+t
je plmimamodajec=n=(1,1,-2)pajep=Cy=1+t
z=1-2t
M=pnm
x+y—2z—6 = 0
1+t+14+t—-2(1-2t)—6 = 0 x=1+1=2
242t—244t-6 = 0 =p=<Ky=1+1=
6t = 6 z=1-2=-1
t = 1

TNp=M(22 -1)
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Kako je M’ poloviste duZine MN imamo da je
M — <XM tTXN YM T YN Zm +ZN>

2 2 ' 2
14+ xy
2= 5 :>XN:3
1
5>— J;y"’:m\,:g — N(3,3,-3)
1
-1= —1—22N2>ZN=—3
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Odredite totku N koja je simetri¢na tocki M(1,0,2) obzirom na pravac
x—2 y z+1

P="3 "5~ 1

Rjesenje:
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Odredimo jednadZbu ravnine 7 za koju vrijedi da je 7 Lp i M € 7. Kako je
mLpimamo da je "= ¢ = (3,5,1).

3(x—1)+5(y—-0)+1(z—2)=0
T=3x+5+z-5=0

Odredimo sada koordinate totke M’ = pN .

x =243t
Parametarski oblik jednadzbe pravca p = ¢ y = 5t
z=—-1+t

Uvrstimo je u jednadzbu ravnine m =3x +5y +z—-5=0

3x+5by+z—-5 = 0
3(2+3t)+5(5t)+(-1+t)-5 = 0
6+9t+25t—1+t—-5 = 0

35t = 0

t = 0
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x=24+3-0=2
p=<y=5-0=0 = pNn=M(2,0,-1)
7=—-140=-1

Kako je M’ poloviste duZine MN imamo da je
M — <XM tXN YM T YN Zm +ZN>

2 ’ 2 ’ 2
14+ xy
2= 5 :>XN:3
0
0= +2yN = yn =0 :>N(3707_4)
2
_1: +ZN:>ZN:—4

2
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Na pravcu p = x = y = z odredite to¢ku T koja je jednako udaljena od
totaka A(2,4,0) i B(4,0,4).

Rjegenje: Odredimo jednadzbu simetralne ravnine duzine AB, tj. ws(P, ),
gdje je P poloviste duzine AB, a i = /@ = (2, —4,4)(rsLAB).

p_ (XA‘;XB’}/A;}’B,ZAZZB) —(3,2,2)
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2(x—3)—4(y—-2)+4(z—-2)=0
2x —4y +4z—-6=0/:2
Ts=x—2y+2z—3=0

Parametarski oblik jednadZbe pravca pje p=(y =

Odredimo sada koordinate tocke T = pN7s

x—2y+2z—-3 = 0 x=3
t—2t+2t—3 = 0 =p=cy=3
t = 3 z=3

msNp=T(3,3,3)
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Odredite udaljenost totke A(4,—5,4) od ravnine odredene pravcima
zadanima kao presjek ravnina

m.Xx—y+z—-3=0 . 3.y =0
= i =
& M. X+y+z—1=0 & T4..x+2z=0

Rjesenje: Odredimo vektore smjera pravaca p; i po.

G = nixnm
ik
= 1 -1 1
1 1 1
:I—l 1’ fll'+/?-1_1’
1 1 11 1 1

= i (-1-1)—j (1-1)+k-(141)
= —2i42k=(-2,0,2)
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G = nyxnm
ik
= 010
101
_ = o‘_f.o o‘+501‘
01 11 10
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Uotimo da je ¢ = —2¢ pa izlazi da su kolinearni, tj. &t x & =0

PJokl ) )
A=dxad=|-20 2|=i-(0-0—j-(2-2)+k-(0-0)=0
1 0 -1
b1
P2
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Odredimo to€ku T1 € py, npr. za z =0 i to¢ku T € py, npr. za
z=-1

x—y+z—-3 = 0 y =0
x+y+z—-1 = 0 x+z = 0
x—y = 3 y =0

x+y =1 x—1 = 0

2x = 4 y =0

x=2 i y=-1 x =1
T1(2,-1,0) T>(1,0,-1)

. . . o L ==
Sada je normala ravnine 7 jednaka 7= ¢ x T1T»
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Jednadzba ravnine 7 je:

Ix—2)+2(y+1)+z=0

T=x+2y+z=0

’AXo—i-Byo-l- C20+D|
1//424_82_'_(:2

|1-4—-5-24+4-1|
V12422 +12

|4 — 10 + 4|

Vv1i+4+1

d(A,m) =
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Na pravcu p; = X ; 0 — +12 _Z _24 odredite to¢ku A koja je najbliZa
=t
pravcu pp = qy =t.
z=2

RjeSenje: Medu svim vektorima /@ dje je A € p1, a B € pp moramo

pronaci onaj za kojeg vrijedi da je AB L p; i AB L py. Tada ¢e d(A, B)
biti najmanja.
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AB

P2

P1
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x=3s+6
Kako je py = ¢y =—s—2 , tada je A(3s+6,—s — 2, —2s + 4), za neki
z=-25s+4
s € R, proizvoljna toc¢ka pravca p;.
Totka B(t,t,2), za neki t € R, je proizvoljna totka pravca p.
AB = (t —3s—6)i+ (t+s+2)j+(2+2s— 4k,
Trebamo pronadi takve i s da vrijedi: AB L p1 i AB L py. No, onda
imamo da je AB L ci=(3,-1,-2)i ABL & =(1,1,0), odnosno
AB-G=0iAB-&=0
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AB. & =

AB. & =
3(t—3s—6)—(t+s+2)—2(2+2s—4) =
t—35s—6+t+s+2 =
3t—9s—18—t—s—2+4—4s =
2t —2s =

t—7s =

t—s =

t—T7s—(t—s) =

—b6s =

s =

t =

S O O OO OO O

=
—

A(Bs +6,—s— 2,25+ 4) = A(3,-1,6)
B(t,t,2) = B(1,1,2).

Poglavlje 3 Analiti¢ka geometrija ak. god. 2021./2022. 85 /97



_ x+y=0
P=1x—z+3=0

Odredite ortgonalnu projekciju totke T(0,5,—1) na pravac

Rjegenje: Odredimo vektor smjera ¢ pravca p.

¢ = mxm
iJ ok
= 110
10 -1
_ =t 0‘—]1 0’+E.11’
0 -1 1 -1 10

= [ (-1-0)—J-(-1-0)+k-(0—1)
= —it+j—k=(-1,1,-1)
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-
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Za proizvoljnu totku T1 € p, npr. za x =0 imamo T1(0,0,3) i
X =—t

parametarski oblik jednadzbe pravca p=qy =1t
z=3-1t

Odredimo sada jednadZbu ravnine 7 za koju vrijedi 7Lp i T € w. Tada je
n=c=(-1,1,-1).
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-1(x—-0)+1(y—5)—-1(z+1)=0

T=-x+y—z—-6=0

Sada je ortogonalna projekcija totke T, totka P = 7w N p.

Odredimo sada koordinate totke P = pN

—x+y—z—-6
—(—t)+t—(3—-1t)—6
t+t—-3+t—-06

3t

t

TNp=P(-3,3,0)

= 0
= 0 =p=qy=3
= 9 z=0
= 3
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Odredite A € R za koji je ravnina m = Ax + 3y — 5z — 31 = 0 usporedna s

-1 1
pravcem p = X ye % = z. Odredite projekciju pravca p na ravninu
TT.
Rjesenje:
7= Ax+3y —5z—31=0paje 7= Ai+3]— 5k = (A,3,—5).
-1 1 - oo
p= Xt YT Z ajed= 4T+ 3+ 1K = (4.3,1)
4 3 1
mllp= Nld<=n-c=0
n-¢ = 0
4A+3-3—-5-1 = 0
4A4+9-5 = 0
4A = —4
A = —-1=n=(-1,3,-5)

T=-x+4+3y—5z-31=0
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Odaberimo proizvoljno neku to¢ku T € p, npr. za x = 1 imamo
T(1,-1,0). Odredimo jednadzbu pravca g za kojeg vrijedi gL i
T € q.
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Odredimo koordinate totke T = 7w N q.

—x+4+3y—-5z—-31 = 0
—(1—t)+3(-1+3t)—5(-5t)—31 = 0
—“1+t-3+9t+25t-31 = 0 =gqg=
3%5t-35 = 0
t =1
x=1-1=0
y=—-143=2
z=-5

7Np=T(0,2,-5)

~
)

Ortogonalna projekcija pravca p je p = (

_y—2 z+5

X
4 3 1

P
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x—2 y—-3 =z

Odredite medusobni poloZaj pravca p = = = i ravnine

-2 -3 -2
™ =x+2y — z+ 4 = 0. Odredite otrogonalnu projekciju pravca p na

ravninu .

Odredimo p N «. JednadZba pravca p u parametarskom obliku:

x=2-2t
p=<y=3-3t
z=6-—-2t

Uvrstimo je u jednadZnu ravnine mr =x+2y —z+4=0

x+2y—z+4=0 = 0

2-2t+2(3-3t)—-(6—-2t)+4 = 0

2-2t+6—-6t—6+2t+4 = 0
-6t = —6

t =1
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Pravac p probada ravninu 7 u to¢ki T(0,0, 4).
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Totka probodista T je sama sebi ortogonalna projekcija. Dovoljno je
odabrati jo§ samo jednu toku, npr. za t = 0, imamo totku 5(2,3,6).
Odredimo i jednadzbu pravca g koji je okomit na ravninu 7 i prolazi
totkom S. Dakle, gLm pa je "= ¢g = (1,2, -1).

Odredimo koordinate probodi$ta pravca ¢ i ravnine w. To e biti
ortogonalna projekcija totke S na ravninu 7.
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XxX=2+t
JednadZba pravca g u parametarskom obliku: g = ¢y =3+ 2t
z=60—1t

Uvrstimo je u jednadZnu ravnine m = x+2y —z+4 =0

X+2y—z4+4=0 = 0
2+t+234+2t)—(6—-t)+4 = 0
2+t+6+4t—-6+t+4 = 0

6t = 6

t = -1

x=2+(-1)=1
g=Ky=3+2-(-1)=1
z=6—(-1)=7

Pravac g probada ravninu 7 u totki S'(1,1,7).
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JednadZbu pravca p’ dobivamo kroz dvije totke, T(0,0,4) i S’(1,1,7):
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