3.2.2 Sferni koordinatni sustav

Neka je T' = (x,y, 2) tocka u prostoru, te 7" = (z,y,0) njena projekcija na
xy-ravninu. Neka je ¢ = 4((;, OT'") usmjeren kut kao i prije, te uvedimo
oznake:

—

e r = |OT| = udaljenost tocke T" do ishodista,

—

e 0= £(k,OT) = otklon spojnice OT od z-osi.

> N

X

Uredenu trojku (r, 0, ¢) zovemo sfernim koordinatama tocke T'. 1z pravokut-
nog trokuta AT7T’O vidimo da je z =1rcosf i p = rsinf, a iz toga pak lako
slijede formule pretvorbe iz sfernog u Kartezijev sustav i obratno:

xr =1cospsind r? =2 fy? 4 22
y =rsinpsiné r?sin? 0 = 2? 4 y*
z =rcosb, tgp = %

Uocimo da je varijabla 6 ograni¢ena na interval [0, 7]. Preciznije,

e =0 imaju tocke na pozitivnom dijelu z-osi,

e 0 <0 < 7 imaju tocke iznad ry-ravnine (tj. z > 0),
e § = 7 imaju tocke na wy-ravnini (tj. z = 0),

e 7 <0 < mimaju tocke ispod zy-ravnine (tj. z < 0),

e 0 = m imaju tocke na negativnom dijelu z-osi.
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Sto su koordinatne plohe u sfernom sustavu? Plohe r = konstanta su sfere
sa sredistem u ishodistu. Plohe ¢ = konstanta su poluravnine s rubom
u z-osi. Plohe 6§ = konstanta su plastevi jednoplosnih stozaca s vrhom u
ishodistu i sredisnjom osi z. Uoc¢imo da ako fiksiramo sferu sa sredistem
u ishodistu, i presjecemo je sa preostalim koordinatnim plohama, dobijemo
sustav meridijana () i paralela (6):

Zadatak 3.34. Odredite Jacobijan prijelaza u sferne koordinate.

Rjesenge: Zadaca. Rjegenje je J = r?sinf (pogledajte u materijale iz preda-
vanja.) O

Prema prethodnom zadatku, teorem o zamjeni varijabli u ovom slucaju glasi:

/// f(z,y,2)dedydz =
D(I7y7z)

= /// f(rcospsing, rsinpsin = 0,7 cos0) r? sin @ dr df d.
D(r,0,p)

Zadatak 3.35. Skicirajte podrucje integracije, te prebacite u sferni sustav

integral
RN SN e
/ / / f(z,y,z)dzdy dx.
JO JO JO
Rijesite integral ako je podintegralna funkcija f(z,y, 2) = /22 + y? + 22
Rjesenje: Buduéi da je 0 < y < /9 —y? vidimo da projekcija tijela na
xy-ravninu zadovoljava nejednakost 22 + y? < 9, tj. da se radi o totkama

unutar kruga sa sredistem u ishodistu radijusa » = 3. Takodjer zbog 0 < z <
V9 — 22 — y? imamo da za tocke tijela vrijedi 22 +y%+ 22 < 9, §to znaci da se

124



Slika 3.16: Tijelo Q2

radi u tockama unutar kugle radijusa r = 3 sa sredistem u ishodistu. Buduci
da su sve koordinate pozitivne, tijelo predstavlja osminu kugle radijusa r = 3
sa sredistem u ishodistu (pogledajte sliku 3.16).

Prema tome, u sfernim koordinatama gornji integral ima sljedeéi zapis:
bl bl 5
/ d(p/ dﬂ/ r¥sind f(r cos @ sin ¥, rsin @ sin v, r cos ¥)dr.
0 0 0

Znamo da vrijedi /x? + y? + 22 = r i stoga racunamo vrijednost sljedeceg
integrala:

3 3 3 3 3 3
/ dgo/ dﬁ/ r3sind dr =/ dgp/ sim?dﬁ/ r3dr
0 0 0 0 0 0
u 3

4

Wl

= cp‘ * (= cos V)

,
0 410 2 4 8

[en]
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Zadatak 3.36. Skicirajte podrucje integracije, prebacite u sferni sustav, te

rijesite integral
2 2 paS4—p?
/ / / pdzdpde.
o Jo Jo

Rjesenje: Ocito da je integral zadan u cilindriénim koordinatama. Povezimo
cilindri¢ni i sferni koordinatni sustav pomocu kartezijevog sustava. Zbog
0 <p <2110 < p < 2 za tocke projekcije tijela na xy-ravninu vrijedi
2% 4+ y? < 4, tj. radi se o tockama unutar kruga radijusa r = 2 sa sredistem
u ishodistu. Takoder zbog 0 < z < \/Z4 — x? — y?) vrijedi 2% + y* + 2% = 4,
tako da je tijelo gornja polukugla radijusa r = 2 sa sredistem u ishodistu
(pogledajte sliku 3.17).

NS
,_./;;%ir&%g\\_ .

SEEZ

Slika 3.17: Tijelo Q

Znamo da se funcija p pod znakom integrala sastoji od Jacobijana p i pod-
integralne funkcije p?> = 2> 4+ y? = r2sin?y. Prema tome, zadani integral u
sfernim koordinatama ima sljedeci oblik:

O z ) 27 3 2
/ dgp/ dd / r?sin ¥ r?sin® ¥ dr = / dgp/ sin® ¥ d19/ ridr
Jo 0 J0 0 0 0
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us 5 2 1 2
=27T/2(1—cos219)sin19d19 T—‘ =27r/ (1—t2)dt3—
0 5 lo 0 5

N

t=cos 1, d;— sin ¥ dv
_ 64r (t t3>‘1 6472 1287
5 3/l 53 15 °
0

Zadatak 3.37. Skicirajte podrucje integracije, prebacite u Kartezijev sus-
tav, te rijesite integral

s fu 1
2 2
/ / / 77 sin ¢ cos @ sin® 6 cos § dr df de.
o Jo Jo

™

Rjesenje: Buduci da je 0 < ¢ < 7 zakljuCujemo da je z,y > 0, tj. da
projekcija tijela na xy-ravninu pripada 1. kvadrantu. Takoder, zbog 0 < v <
7 zakljucujemo da vrijedi z > 0, tj. da tijelo po kojem integriramo pripada
gornjoj poluravnini. Kona¢no, iz 0 < r < 1 vidimo da je 22 +y? + 22 < 1, §to
znaci da je tijelo po kojem integriramo zapravo osmina kugle u 1. oktantu
radijusa r = 1 (pogledajte sliku 3.18).

Funkcija pod znakom integrala se sastoji od Jacobijana u sfernim koordina-

tama J = r?sin i podintegralne funkcije:
3 sin ¢ cos ¢ sin?1) cost = r cos psind rsin psin ¥ r cos VI = xyz.

Sada znamo kako napisati integral u kartezijevim koordinatama:

1 V1—22 \/ 1—x2—y?2 1 V1—2z2 »2 \/m
/ d:c/ dy/ xyzdz=/ dx/ ry —
0 0 0 0 0 210

1 1 V1—z2 1 1 V1—22
= 5/ dw/ ay(l — 2 — y?)dy = 5/ d;r;/ (zy — 2*y — xy®)dy
0 0 0 0
4

SR

dy

V1—z2
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Slika 3.18: Podrucje integracije

Zadatak 3.38. Izracunajte

2 Va—22  prf4—x2—y2
/ / / Va2 +y?+ 22dzdydex,
—-2J0 0

te skicirajte podrucje integracije.

Rjesenje: Buduci da vrijedi —2 <z < 2, te
0<y<Vd—a2=2>+y*><4i

0<z<Vd—a2—y2=>a2+y°+22<4

zakljucujemo da je tijelo po kojem integriramo desna gornja Cetvrtina kugle
radijusa r = 2 sa sredistem u ishodistu (pogledaje sliku 3.19).

Prema tome, zadani integral ima u sfernim koordinatama sljedeci oblik:

T .% 2 T *% 2
/ dgp/ d19/ rr? sin gdr :/ dgp/ sinﬁdﬁ/ r3dr
0 Jo 0 0 0 0
28

1



Slika 3.19: Podrucje integracije

=~

Wl

42
—‘ = 4.

= m(—cos) 1
0

o

Zadatak 3.39. Izracunajte

/// r?sin @ dr df de,
Q

gdje je Q tijelo omedeno plohama z2+y*+2? = 11 2 +y?+2* = 4. Skicirajte
podrucje integracije.

Rjesenje: Tijelo Q je prostor izmedu kugle radijusa » = 1 i kugle radijusa
r = 2 sa sredistem u ishodistu (Pogledajte sliku 3.20).

Prema tome, zadani integral pisemo u obliku:

2w ™ 2 2 s 2
/ dgp/ d@?/ r?sind dr :/ dcp/ sinﬁdﬁ/ r2dr
0 0 1 0 0 1
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Slika 3.20: Podrucje integracije

32 7 287
Tl o0 Lo 2T
3 ey

— (=
7( COS)O X 3

3.2.3 Neke primjene visestrukih integrala
Neka je D C R? omeden lik u ravnini, te neka mu je plosna gustoéa zadana

funkcijom g: D — [0, 00). Dakle, g(z,y) je gustoca lika D u tocki (z,y) € D.
Masu lika D ra¢unamo po formuli:

m=//Dg(x,y)dxdy.

Staticke momente lika u odnosu na osi z i y, redom, ra¢unamo po formulama:

Mx=//y‘g(x,y)dwdy, My=//x~g(x,y)dxdy'
D D
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Teziste (centar mase) lika je tocka (xr,yr) ¢ije koordinate racunamo po
formulama:

Wz%:ff];x'g(%y)dwdy yTz%szDy'g(I,y)dedy.
m  [fpg(z.y)dedy m [fpg(x.y)drdy

Momente inercije lika u odnosu na osi z, y i ishodiste, redom, racunamo po

formulama;
I:c:// y* - g(z,y) dz dy,
D

I, = // 2 - g(x,y) dz dy,
D

10://[) (2® + ) - g(z,y) de dy.

U slucaju homogenog lika mozemo pretpostaviti da je g(z,y) = 1.
Zadatak 3.40. Odredite teziste lika 22 + 42 < 1, 2 > 0, y > 0, s plosnom
gustoéom g(x,y) = /22 + y2. Skicirajte lik.

Rjesenje: 1z definicije lika D vidimo da se radi o ¢etvrtini kruga radijusa
r =1 sa sredistem u ishodistu (pogledajte sliku 3.21).

154

15 1 05 0 05 | 15

=05 4

-15 4

Slika 3.21: Lik D
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Masu lika ¢emo rac¢unati pomocu polarnih koordinata u ravnini:

z 1
m=// \/x2+y2dxdy=/2dg0/ rrdr
D 0 0

37‘3‘1

1
3 6

s
2
(]

Zadatak 3.41. Odredite teZiste homogenog lika omedenog krivuljom z? +
(y — 1)? = 1, te moment inercije s obzirom na y-os. Skicirajte lik.

Rjesenje: 1z jednadzbe kruznice vidimo da je lik zapravo krug radijusa r = 1
sa sredistem u tocki (0, 1) na osi y (pogledajte sliku 3.22).

Slika 3.22: Lik D

Zbog homogenosti lika za ocekivati je da c¢e teziste lika biti u sredistu kruga,
sto ¢emo racunski provjeriti. Kruznica koja omeduje lik ima u polarnom
koordinatnom sustavu jednadzbu oblika r = 2sin . Odredimo najprije masu

lika:
m=// dzdy = P(D) = 7.
D

Ovdje smo zbog homogenosti lika uzeli da je gustoéa mase jednaka g(x,y) =
1. Odredimo sada staticki moment obzirom na os y:

. T »2sin ¢
M, = // xdxdy:/ dgo/ r? cos ¢ dr
JJp Jo Jo
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™ 3 |2sin 8 [T g [V
:/ COS(,OT— dgpz—/ singgpcosgadgo:—/ t3dt = 0.
0 3 lo 3 0 3 0

Dakle, z-koordinata tezista je s = 0. Nadimo vrijednost statickog momenta
obzirom na os x:

™ 2sin @
]\L;:// ydxdy=/ dgp/ r? sin p dr
D 0 0

2sin ¢ 8
dp = 3/ sin? pdy

™ 3
= sin
/0 S03 0

~”

t=sin ¢, dt=cos gpdcp

8 1 —cos2
:_/ ( cos QO 1—20082g0—|—cos 2p)dp
3 Jo 2
2 (7 1 4 3 indpy |7
:—/ (1—2(30132<p+ +COS SO)d (— —sin2'¢—|—sm gD)
3 0 3 8 0
23
=——T=m.
32
Prema tome, y-koordinata tezista je ys = T = 1. To znaci da je teziste lika

doista u sredistu kruga, tj. u tocki S(0, 1)

Odredimo sada moment inercije obzirom na os y:
™ 2sin ¢
Iy=// xdedy=/ dgp/ 3 cos® ¢ dr
D 0 0
7" 9 7’4 2sin ¢ 7" 4 9
=/ cos” p — dgp=4/ sin® ¢ cos” ¢ dip
1—sinZ ¢

4 37 5w T
/0 (sm @ —sin® p )dp = 2 T .

Pogledajmo jos kako smo dosli do predzadnje jednakosti u gornjem racunu.

Vrijednost integrala
/ T 3r
sin pdp =
0 8

smo odredili kada smo racunali staticki moment M, obzirom na os . Odre-
dimo konac¢no vrijednost sljedeceg integrala:

™ T 1_ 2 3
/ sin6g0dg0:/ ( coS 90) dy
Jo Jo 2
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1 ™
=3 / (1 —3cos2p+3cos?2p—  cos’2p dy
0 S—— S——

% cos QLP(l_SinQ 2%0)

W—/

t2
1,5 3 3sin 4y T
RURETS _0) _ 2, 0T
s(57 - ezt =5 08276

Neka je Q C R3 omedeno tijelo u prostoru, te neka mu je gustoéa zadana funk-
cijom g: Q — [0, 00). Dakle, g(z,y, z) je gustoca tijela Q u tocki (z,y, z) € Q.
Masu tijela () racunamo po formuli:

m = /// g(x,y, z)dx dy dz.
Q

Staticke momente tijela u odnosu na ravnine zy, yz i xz, redom, ra¢unamo

po formulama:
Mmy - /// Z: g(ﬂf,y, Z) dZEdde,
Q

Myz=///x-g(:r,y’2)drcdydz,

Q

Mmz///y'g(fﬂ,y,Z)dwdde-
Q

Teziste (centar mase) tijela je tocka (xp, yr, zr) ¢ije koordinate racunamo po
formulama:

— Myz _ MII?Z o M:ry
I = ) Yyr = ——, = .
m m m

Momente inercije tijela u odnosu na osi x, y i z, redom, racunamo po for-

mulama:
I, = /// (y2 + 22) cg(x,y,2)drdydz,
o)

Iy=///g(:c2—|—22)-g(:c,y,z)dxdydz
]z:///ﬂ (* +v°) - g(z,y, 2) da dy d=.

U slucaju homogenog tijela mozemo pretpostaviti da je g(x,y, z) = 1.
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Zadatak 3.42. Izracunajte masu tijela omedenog plohama z = 22 4 y?
z = 1, ako mu je gustoéa dana formulom g¢(z,y,z) = /22 + y>. SlelraJte
tijelo.

Rjesengje: Tijelo Q je omedeno odozdo kruznim paraboloidom z = 22 + 32, a
odozgo ravninom z = 1 (pogledajte sliku 3.23).

Slika 3.23: Tijelo Q

Stoga ¢emo masu tijela racunati pomocu cilindriénih koordinata:

m = ///\/dedydz—/ dgp/ dp/ ppdz

1 2m 3 S\ 1
P
/ (=77 ; (3 5)

0
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Zadatak 3.43. Izracunajte moment inercije s obzirom na z-os tijela omedenog
plohama 22 + (y — 1)2 =1, 2 = 0i 2 = 3, ako mu je gusto¢a dana formulom
g(z,y, z) = \/:z:QITy? Skicirajte tijelo.

Rjesenje: Tijelo Q je kruzni cilindar visine 3 s bazom koja je krug radijusa
1 sa sredistem u tocki (0, 1) (pogledajte sliku 3.24).

T L] T T
N

Slika 3.24: Tijelo Q

Moment inercije tijela obzirom na os z ¢emo racunati pomocu cilindri¢nih
koordinata:

/// 22 + 9% dxdydz-/// vV x? + y? dedydz
2sin ¢ p3
/dgp/ 2dp/dz—3/§

=3- / sin <,0dg0—8/ (1 — cos? gp)smwdgp
3 Jo Jo

t=cos @, dt_— sin pdp

2sin

dy

0
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= /_11 w dt:8-2/01(1—t2)dt

parnafunkcija
AL 1 32
- 16(1&——)‘ - 16(1——) =2
3/ 1o 3 3

O

Zadatak 3.44. Izracunajte moment inercije homogene kugle 22 +y*+22 < 4
s obzirom na 2-0s.

Rjesenje: Tijelo € je kugla sa sredistem u ishodistu radijusa r = 2 i stoga
¢emo za ra¢unanje momenta inercije u odnosu na os z koristiti sferne koor-
dinate:

. 2T T 2
I, :/// (x2+y2)dasdydz:/ dgp/ dz?/ r?sin? ¥ r? sin ¥ dr
JJa Jo Jo Jo

27 T -2 7'5
= / dy / sin® 9 dv / ridr = 21 —
0 JO Jo 5

64m 4 B 256m

5 3 15 °

2 i
/ (1-— cos? J) sin ) dv
0Jo

J

t=cos ¥, dt=— sin 9d¥
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